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I) ENS MP 2024 XENS

1) Algebre
Exercice 1 [ENS MP 2024 # 1] Soit F un ensemble fini non vide. Pour tout (1, 22, 23) € E ettout o € G3,onnote o-(x1, T2, 23) =
(Zo(1)s To(2), To(3))- S0it E¥* = {(z,y, 2) € E® ; x,y, z sont distincts}. Soit S C E** tel que
« Vo € &3,sic(0) =—lalorso-(S)={o-z; x€S}=FE*\S,
e Ya,b,c,d € E,si(a,b,c) € Set(a,c,d) € S, alors (a,b,d) € Set(b,c,d) €S.



Montrer qu’il existe g: E — R injective telle que V(a, b, c) € E3, g(a) < g(b) < g(¢) = (a,b,c) € S.
Exercice 2 THEOREME D’OsTROWSKI [ENS MP 2024 # 2] Soit N une application de Q vers R™ vérifiant :
« N(xzy) = N(z)N(y) pour tous z,y € Q,
« N(x+y) < N(z)+ N(y) pour tous z,y € Q,
« pourtoutx € Q, N(z) =0= 2 =0,
« il existe n € N tel que N(n) > 1.
Montrer qu’il existe A € ]0, 1] tel que N(x) = |z|* pour tout z € Q.
Exercice 3 [ENS MP 2024 # 3] On etend de facon naturelle la valuation 2-adique vo a4 Q*. Pour n € N*, soit H,, = ZZ:l % Calculer
vo(Hp).

Exercice 4 [ENS MP 2024 # 4] CONGRUENCES SUR LES COEFFICIENTS BINOMIAUX Soit (m,n,p) € (N*)?’, avec p premier supérieur ou
egal a 5, m et p premiers entre eux.

np\ _
+ Montrer que (m> = 0/p).

A — p(n—1)\ (p
Montrer que (mp) =D k=0 (mp B k) <k‘)
np\ _ (n 9
Montrer que (mp) = <m> [p?].

« On veut montrer que (if) =2 [pﬂ.
> Montrer que Vk € [1, p], (Zj) = +1[p)].

> Montrer que Y7~} (@)2 = 0[p].
> Conclure
Exercice 5 DETERMINATION DE (%) [ENS MP 2024 # 5] Soit p un nombre premier impair.
« Déterminer Card{z?, z € Z/pZ*}.
« Démontrer I’équivalence : o' = 1[p] si et seulement si a est un carré non nul modulo p.
- Onpose a = H,E (2k). Montrer que
> Sip = 1[4], alors a = (—l)pT_1 (p—;l)![p}
> Sip=—1[4], alorsa = (71)1)4i (p2;1)![p]
« CNS pour que 2 soit un carré modulo p.
Exercice 6 [ENS MP 2024 # 6] On considére I’équation 2% + 3 = 5¢, ot (a, b, c) € N3,
« Résoudre I’équation dans lecasa = b = c.
« Traiter le cas b impair.
« Traiter le cas ¢ impair.
o Traiter le cas général.
Exercice 7 [ENS MP 2024 # 7] Soit p un nombre premier impair.
« Quel est le cardinal du groupe des inversibles de Z/pZ ?
« Montrer que I’équation 22 = 1 posséde exactement deux solutions dans Z/pZ.
« En déduire Card{z?, x € Z/pZ}.

« Soitx: Z — {—1,0,1} telle que : x(n) = 1 sin Ap = 1 et sin est un carré modulo p; x(n) = —1sin Ap =1 etsin n’est pas
un carré modulo p; x(n) =0sip | n.

> Déterminer Y7} x (k).
> — s Montrer que le produit d’un carré et d’'un non carré est un non carré.

— En utilisant le caractére bijectif de 2 + ax dans (Z/pZ)*, montrer que : V(a,b) € Z2, x(ab) = x(a)x(b).
> Déduire de 7 une majoration de ‘ZQLO x(k;)‘ pour N € N.

> On pose & = €2™/P_ Montrer que
p—1p-1

() = 5 303wl

k=0a=0
« Pour k € [1,p — 1], on note Si(N) = 27]:[:0 ghn,
> Montrer que VN > 0, |S(N)| < m'

Sk(N)| < p/(2K).
> Trouver une majoration similaire pour k > p/2.

> En déduire que, pour k < p/2,




+ On pose Gy, = Y07} y(a)e™.
> Montrer que, pour k € [1,p — 1],

Gil = \/p.

> Montrer que G}, est réel ou imaginaire pur, et que cela ne dépend pas de k. (Non posé)
> On suppose que G est réel, montrer que G; > 0. (Non posé) ? ? Trouver des questions pour finir. ..
Ressemble a une preuve classique, mais je ne vois pas comment rester dans le monde des caractéres. Il faut normalement
Exercice 8 ANNEAUX EUCLIDIENS [ENS MP 2024 # 8] On dit que A est un anneau euclidien si A est un anneau intégre (donc commu-
tatif) et qu’il existe ¢: A\ {0} — N vérifiant :
- pour tout (a,b) € A x (A\ {0}), il existe (q,r) € A® tel que a = bq + r avec r = 0 ou t(r) < t(b),
. V(a,b) € (A\ {0})%,t(ab) > t(a).
« Les anneaux Z et R[X] sont-ils euclidiens ? Montrer qu’un corps est un anneau euclidien.
« Soient A un anneau euclidien et I un idéal de A. Montrer qu’il existe x € A tel que [ = zA. Y a-t-il unicité de x ?
- Dans cette question, on se donne A un anneau euclidien tel que (1) = 1. Soit z € A. Montrer que x est inversible si et seulement
sit(z) =1.
Exercice 9 [ENS MP 2024 # 9] Soit A ’ensemble des fonctions de N* dans C.
Pour f,g € A, onpose (f * g)(n) =3_,,, f(d) g(n/d) pour tout n € N*.

« Montrer que (A, +, *) est un anneau commutatif intégre.

« Caractériser les inversibles de 'anneau A.

« Résoudre I'équation az? + bz + ¢ = 0 dans 'anneau A avec a et b*> — 4ac inversibles.
Exercice 10 [ENS MP 2024 # 10] « Montrer que les sous-groupes de Z/nZ sont cycliques.

- Alice et Barbara jouent a un jeu. Elles choisissent a tour de role un élément de Z/nZ sans remise qu’elles ajoutent a un ensemble
S.Le jeu s’arréte quand S engendre Z/nZ et la joueuse ayant tiré le dernier numéro perd. Selon n, y a-t-il une stratégie gagnante
pour la premiére joueuse ?

« Méme question si 4 chaque étape, on ne peut pas retirer un élément de (S).
« Reprendre 10 avec le groupe S,,.

Exercice 11 [ENS MP 2024 # 11] « Soient 0 € S, et ¢ o --- o ¢, sa décomposition en produit de cycles a supports disjoints.
Calculer 'ordre de o dans le groupe S,.

On note g(n) 'ordre maximal d’une permutation de S,,. Montrer que g est croissante et n < g(n) < n!
« Trouver n minimal tel que g(n) > n.

On note (pk) ken~ la suite strictement croissante des nombres premiers. Montrer que :
n > Z:=1 p;‘“ = g(n) > H2=1 p:h

« On suppose que g(n) = [[;_, p{"". Montrer que : n > > 7, pi".

« Montrer que Ve > 0, 3C > 0, Vn € N*, g(n) < Ce®™.

Exercice 12 [ENS MP 2024 # 12] Lorsque o € S, on note ny(c) le nombre de k-cycles dans la décomposition de o en produit
de cycles a supports disjoints. Ainsi n; (o) est le nombre de points fixes de . On note egalement m(c) = > ,_, ni(c) le nombre
d’orbites de o.

« Soient i, k € N*. Déterminer 1'ordre de 7 dans (Z/k:Z7 —|—).

« Soient n € N* et o, 7 € S,,. On dit que o et 7 sont conjuguées s’il existe ¢ € S,, tel que o = T 1.
Montrer que o et 7 sont conjuguées si et seulement si : Vk € [1,n], ng(o) = ng(7).

« Soit n € N*. Calculer det (z A j)1§i,j§n*'
Ind. Considérer les matrices A = (11;;) et B = ((j)11,;).

- Montrer que o et T sont conjuguées si et seulement si : Vi € [1,n], m(c*) = m(7?).

« Montrer que o et 7 sont conjuguées si et seulement si les matrices de permutation P, et P sont semblables.

Exercice 13 [ENS MP 2024 # 13] Soient G un groupe, A une partie finie non vide de G. Montrer que |A| = |AA| si et seulement si
A = zH avec x € G et H sous-groupe de G tel que v 'Hx = H.

Exercice 14 [ENS MP 2024 # 14] Soient G un groupe et A C G fini non vide tel que |AA| < 2|A|. Montrer que A4 est un
sous-groupe de G.

Exercice 15 GROUPE DIHEDRAL [ENS MP 2024 # 15] » Soientn > 3 et Q un polygone régulier a n c6tés. Montrer que 'ensemble
des isométries affines du plan préservant Q est un groupe a 2n éléments.

+ s On note maintenant n = ¢, nombre premier impair, et Dy, le groupe précédent. Montrer que tout groupe de cardinal 2q est
isomorphe & Z/2gZ ou a D»,.
Exercice 16 [ENS MP 2024 # 16] » Trouver tous les groupes d’ordre 8 dont I’ordre maximal des éléments est 4.
« Trouver tous les groupes d’ordre 8 a isomorphisme pres.
Exercice 17 [ENS MP 2024 # 17] « Donner des exemples de groupes d’ordre 12 commutatifs ainsi qu'un exemple non commu-
tatif.
+ Montrer que tout groupe d’ordre 12 admet un élément d’ordre 2.



« Trouver a isomorphisme prét les groupes commutatifs d’ordre 12.
» Montrer que tout groupe d’ordre 12 admet un élément d’ordre 3.

« Trouver tous les groupes d’ordre 12 a isomorphisme pres.

0 0 -1
Exercice 18 [ENS MP 2024 # 18] Soit A= [1 0 1 | € Mj3(F3). On admet que A'® = —I3.
01 0
« Quels calculs auriez-vous fait pour justifier que A3 = —I3?

« Montrer que A € GL3(F3) et que A est d’ordre 26 dans ce groupe.
« On note G le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A, et on pose V = G U {0}. Montrer que V = Vect(I3, 4, A?).
« On pose W = Vect(I3, A). Montrer que, pour tout M € G, il existe N, P € W \ {0} telles que M = P~!N.
« On note H le sous-groupe de GL3(F3) engendré par A2. Montrer que H est isomorphe a Z/13Z, puis que |H N W| = 4.
Exercice 19 [ENS MP 2024 # 19] « Montrer que toute rotation du plan complexe est composée de deux symétries orthogonales
par rapport a des droites.

« Montrer que toute permutation d’un ensemble fini non vide X est produit de deux éléments d’ordre au plus 2 du groupe des
permutations de X.

« Le résultat de la question précédente subsiste-t-il si X est infini?
Exercice 20 [ENS MP 2024 # 20] Soit P € C[X] non constant a coefficients dans {—1,1}. Soit z € C une racine de P. Montrer que
|z] < 2.
Exercice 21 [ENS MP 2024 # 21] Soient m € N* et (ag, ..., ay,) € R™HL.
Onpose f(X,Y) = aoX™ + a1 X" Y 4+ aa X™2Y2 + ... + a,, Y™ et on suppose que le polynéme f(X,1) € R[X] est scindé.
Montrer que, pour tout (n, p) € N2, le polynéme %(X, 1) est nul ou scindé sur R.

Exercice 22 [ENS MP 2024 # 22] Soit (a,,) € (R*)N. On suppose qu'’il existe C' > 0 tel que ¥n € N,
pose P, = >0, ap Xk =a, [15—1(X — 2 ), oul'on a note xy,,, les racines complexes de P,,.

an| € [1/C,C]. Pour n € N, on

« Montrer que {2k, ; n € N*, k € [1,n]} est borné.

2
a; _—2an_20an

« Montrer que 22:1 xi n= pour toutn > 2.

a
« Montrer que, pour n suffisamment grand, P,, n’est pas scindé sur R.
Exercice 23 [ENS MP 2024 # 23] « Soit P = X"+ ZZ;S arp X* unitaire de degré n > 2 a coefficients dans C, avec a,,_; € Ry.

14+V1+4M
—

Montrer, pour M = max(|ag|, ..., |an—2|), que toute racine z de P vérifie Re(z) < 0 ou |z| <

« Soit p un nombre premier et b > 3 un entier. On écrit p = ¢,¢,—1 - - ¢o” en base b. Montrer que ZZ:o e, X ¥ est irreductible
dans Z[X].
Exercice 24 [ENS MP 2024 # 24] Soit P un polynéme a n indéterminées X1, Xo, ..., X,,. On dit que P est symétrique si, pour toute
permutation o de {1,2,...,n},ona P(X,1), X5(2), - - -, Xon)) = P(X1,X2,..., X,,). On dit que P est homogeéne de degré k € N
s’il est somme de mo- nomes de la forme chlez cee Xﬁ" avecky + ko + -+ k, =k

« Montrer qu’il existe une famille presque nulle (e; (X1, X3, ..., X,,))i>0 de polynémes a n indéterminées symétriques et homo-
génes tels que, pour tout ¢ € R, (14 tX1)(1 +tXo) - (1 +tX,) = D00 (X1, Xo, ..., X))t

« Montrer qu’il existe une famille (h;(X1, Xo,...,X,)):>0 de polyndmes a n indéterminées symétriques et homogénes tels que,
pour tous x1,%2,...,Z, € Rettout? € R au voisinage de 0,

1 +oo .
= 3 hi ) ey dn t*.
(1 —tay)(1 —tag) - (1 —txy,) > ico hi(z1, 22 Tn)

Onpose P, = { A= (A\1,...,An) EN*" Ay > Xy > - >\, }et,sia € N, on pose A(a) le n-uplet obtenu en ordonnant les
entiers de « par ordre décroissant, puis pour tout A € P, my = > INE IS . CUP. CLERED. Gy

. Calculer my avec A = (2,1,0,0) et A le n-uplet contenant r fois 1 et n — r fois 0.

acN"”

« Pour \,u € P,, on note M) , le nombre de matrices dont les coefficients valent 0 ou 1 et telles que la somme des co-
efficients de la i-ieme ligne vaut toujours \; et celle des coefficients de la j-ieme colonne vaut toujours ;. Montrer que
n
Hi:l 6)\1. (Xl, e ,Xn) = Zﬂepn MA’#m#.
Exercice 25 TatorEME DE LiouviLLe [ENS MP 2024 # 25] Soient A, B, C' € C[X] non tous constants et premiers entre eux deux a
deux.

« On veut montrer que si A + B = C alors max (deg(A), deg(B),deg(C)) < M(ABC) — 1 ou M(P) est le nombre de racines
distinctes du polynéme P.

Si P,@ € C[X], on note Wp o = PQ’ — P'Q.
> Montrer que W4 g = Wep = Wac # 0.
> Montrer que deg(A A A") + deg(B A B') + deg(C A C") < deg(Wa,B).
> Conclure.

« Soit d € N*. Donner un exemple de (A4, B,C) € C[X]? avec deg(A) = d et pour lequel max(deg(A), deg(B), deg(C)) =
M(ABC) — 1.



« Soient A, B,C' € C[X] premiers entre eux dans leur ensemble et tels que A™ + B™ = C™ avec n € N*. Montrer que n < 2.
Montrer qu’il existe des solutions pour n = 2.

Exercice 26 [ENS MP 2024 # 26] Soit R [X , X ’1] I’ensemble des fractions rationnelles dont le dénominateur est une puissance de
X.

- Montrer que R[X, X ~!] est un sous-anneau de R(X). En est-ce un sous-corps ? Quels sont ses éléments inversibles ?

« Déterminer les automorphismes de 'anneau R.

« Déterminer les automorphismes de la R-algébre R[X, X ~1].

« Déterminer les automorphismes de 'anneau R[X, X ~1].
Exercice 27 [ENS MP 2024 # 27] Soient P, @ € R[X] unitaires. On dit que P et () sont entrelacés lorsqu’entre deux racines consécu-
tives de I'un (en tenant compte des multiplicités) il y a exactement une racine de 'autre. On suppose que deg(Q) = deg(P) — 1, que
(Q est scindé a racines simples sur R, et que P et () n’ont aucune racine commune. On pose enfin F' = o H={z € C, Im(z) > 0}.

Montrer I’équivalence entre :
o P estscindé sur R et P et (Q sont entrelacés,
« F(H)cH

Exercice 28 [ENS MP 2024 # 28] Soient n € N*, A € GL,(R) et u,v € R™ \ {0}. Exprimer det(A + uv™). Dans le cas ou celui-ci

est non-nul, exprimer (A + uv?) L.

Exercice 29 [ENS MP 2024 # 29] Soit K un sous-corps de C.
« Soient E un K-espace vectoriel et f € L(F). Que dire de f si, pour tout « € E, la famille (z, f(z)) est liée?
« Soit A € M,,(K) telle que tr A = 0. Montrer que A est semblable 4 une matrice dont la diagonale est nulle.
Exercice 30 [ENS MP 2024 #30]  « Calculer det (i/)

1<i,j<n’
« Soient ay, ..., ay des réels distincts. Pour ¢ € [1,n], on pose :
n
k—1
Pi= I (X-a)=> aix
JE[L,n]\{i} k=1

Calculer det(a; k) 1<i k<n-

A B

Exercice 31 [ENS MP 2024 # 31] Soientn,r,k € Navecl <r <netr+k <n.Soit M = (C’ D

) € M,(C), ou A € GL,(C).

Montrer que M est de rang r + k si et seulement si D — CA™1 B est de rang k.

Exercice 32 [ENS MP 2024 # 32] Soient n € N*, m un entier supérieur ou egal a 2. Montrer que la reduction modulo m définit un
morphisme de groupes de SL,,(Z) dans SL,,(Z/mZ), puis que ce morphisme est surjectif.

Exercice 33 SOUS-ALGEBRE TRANSITIVE [ENS MP 2024 # 33] Soient n € N*, M une sous-algébre de M., (C). On suppose que, pour
tout v € C" nonnul, ona {Mv; M € M} = C". Montrer que A = M,,(C).

Exercice 34 [ENS MP 2024 # 34] Soient A, B € M,,(R) telles que A%> + B2 = AB et AB — BA € GL,(R). Montrer que n est
divisible par 3.

Exercice 35 [ENS MP 2024 # 35] Soient x: (Z/nZ)* — C* un morphisme de groupes non constant. Soit .4 'ensemble des matrices

de la forme (a + bx(r) + cx(s) + dx(r)x(5))r,se(z/nz)x aveca, b, cetd € R.
+ Montrer que A est un R-espace vectoriel.
« Pour ¢ : (Z/nZ)* — C* un morphisme de groupes, calculer 3, . 7/,,7)x §(7).
« Montrer que A est stable par produit matriciel et que la R-algébre (A, +, X, .) est isomorphe & M5 (R) (on exhibera un isomor-
phisme).
Exercice 36 [ENS MP 2024 # 36] On s’intéresse aux parties de M, (R) qui sont des groupes pour le produit matriciel.

- Donner des exemples de tels groupes, dont certains ne soient pas des sous-groupes de GL,,(R).
« Soit A € M,,(R). Montrer que A est semblable 4 une matrice de la forme (g ]?7) ou B est inversible et IV nilpotente.

« Caractériser ces groupes.
Exercice 37 [ENS MP 2024 # 37] Pour tout A € A4(R), soit P{(A) = a1 2a3.4 — a1,302,4 + a1,402 3.
« Montrer que, pour tout A € A4(R), Pf(A)? = det(A).
« On admet que GL, (R) est connexe par arcs. Montrer que, pour tout A € A4(R) et tout B € My(R), Pf(BABT) =
det(B)Pf(A).
« Soit R € SO4(R). On pose A = R — RT. Montrer I’équivalence entre :
> R n’apas de valeur propre réelle,
> Pf(A4) #0,
> A est inversible.
« Soient Ry, Ry € SO4(R), Ay = RT — Ry et Ay = R — Ry. On suppose xr, = Xr, et Pf(4;) = Pf(A3) # 0. Montrer qu’il
existe P € SO4(R) telle que Ry = PRy PT.



Exercice 38 [ENS MP 2024 # 38] Déterminer 'image de ¢ : M € M3(C) — ZnEN (2n+1), Ve aay

Exercice 39 [ENS MP 2024 # 39] A quelle condition sur la matrice A, la comatrice de A est-elle diagonalisable ?

Exercice 40 [ENS MP 2024 # 40] Pouri € N et A € M, (C), on note ¢;(A) le coefficient numéro ¢ du polyndme caractéristique
X 4(X) de la matrice A.

« Montrer que ¢;(AB) = ¢;(BA) pour toutes matrices A, B € M,,(C) etz € N.

« Le résultat reste-t-il valable pour des matrices a coefficients dans un corps K quelconque?

Exercice 41 [ENS MP 2024 # 41] Soientn € Navecn > 2,( = e2im/n ot § = (C(T_l)(s_l)) .
1<r,s<n

« s Calculer S2.

« Donner une expression simple de | det(9)].

1 zbk
« Onpose G, => g€ . Donner une expression simple de |G, | par un calcul direct.

+ s On suppose que n est impair. Déterminer le spectre de S et la multiplicité de chacune de ses valeurs propres.
Exercice 42 [ENS MP 2024 # 42] « Rappeler 'ordre d’un élément k de Z/nZ.

« Montrer que deux permutations de S,, sont conjuguées si et seulement si elles ont pour tout %, le méme nombre de cycles de
longueur k dans leurs décompositions en produit de cycles a supports disjoints.
« Soit ¢ un cycle de longueur k. Déterminer le nombre de cycles dans la décomposition de ¢’ en produit de cycles a supports
disjoints.
Exercice 43 [ENS MP 2024 # 43] Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et v, w € L(FE). On note u = vw — wv. Pour
A € Sp(u), on note F,(\) = U,,~; Ker(u — Aid)™
« Montrer que F,,()\) est un sous-espace vectoriel stable par u et qu’il admet un supplémentaire stable par w.
« On écrit m, = (X — M\)PQ avec (X — A\) A @ = 1. Montrer que E = F,(\) @ Ker Q(u).
« E On suppose de plus que u commute avec v. On note py le projecteur sur Fy,(\) parallélement a Ker Q(u).
« Montrer que p) commute avec v.
« Montrer que tr(upy) = Arg(p,) = 0.
« En déduire que u est nilpotent.
« On suppose desormais que vw? — w?v = w. Montrer qu’il existe un entier d impair tel que 7,, = X¢.
Exercice 44 [ENS MP 2024 # 44] Soit A, B dans M,,(C).
« Montrer que M € M,,(C) est nilpotente si et seulement si Yk € N*, tr(M*) = 0.
« On suppose que A(AB — BA) = 0. Montrer que AB — BA est nilpotente.
« On suppose que A(AB — BA) = (AB — BA)A. Montrer que AB — BA est nilpotente.

r

Exercice 45 [ENS MP 2024 # 45] Soit A € M,,(C) de polynoéme caractéristique x4 = [[;_; (X — A;)*".
\j},pi_/
« Montrer que P; est le polyndme caractéristique de I'endomorphisme induit par A sur Ker P;(A).
« Montrer qu’il existe D diagonalisable et N nilpotente telles que A =D + N et ND = DN.
« Si X € M,(C), on note Commyx : M — MX — XM. On reprend les notations précédentes. Montrer que Comm, =
Comm p + Comm y, que Commp et Comm y commutent et sont respectivement diagonalisable et nilpotente.
Exercice 46 [ENS MP 2024 # 46] Soient n € N* et K un sous-corps de C. Une matrice A € M,,(K) est dite toute puissante (TP K) si,
pour tout p € N*, il existe B € M,,(K) telle que A = BP. - Trouver les matrices TP K pourn = 1 et K =R, Q, C.
« Soit A € M,,(K). On suppose que x4 = Hle (X — X\;) oules \; sont distincts dans K et les «; sont des entiers naturels non
nuls.
« Montrer qu’il existe Ny, ..., Ny nilpotentes telles que A soit semblable a une matrice diagonale par blocs avec comme blocs
diagonaux A1 Iy, + N1, ..., Aglo, + Ni.
« Montrer que A est TP K si et seulement si les A; I, + N; le sont. On dit que M € M, (K) est unipotente si M — I, est nilpotente
et on note U, (K) I'ensemble des matrices unipotentes de M,, (K).

Pour A € U,,(K), on pose In(A) ZJ“X’ () S UP : (A—1I,)P.
« Justifier la définition de In(A) pour A € U,,(K). Montrer que exp est une bijection de I'ensemble des matrices nilpotentes sur
I'ensemble U, (K).
« Montrer que les matrices unipotentes sont TP K.
- Déterminer finalement les matrices toutes-puissantes de M,,(C).

Exercice 47 [ENS MP 2024 # 47] Soient A, B, C' € M,,(R). On considére I’équation (E): X — AX B = C d’inconnue X € M, (R).
On note Spc(A) et Spe(B) les spectres complexes de A et B.

« On suppose que, pour tout (, 5) € Spc(A) X Spe(B), af # 1. Montrer que ’équation (E) admet une unique solution.

+ Que se passe-t-il dans le cas general ?
Exercice 48 [ENS MP 2024 # 48] Combien y a-t-il de classes de similitude de M3, (R) constituées de matrices M telles que M? = 0?
Exercice 49 [ENS MP 2024 # 49] Déterminer les M de M, (R) telles que M soit semblable & 2M.



Exercice 50 [ENS MP 2024 # 50] Déterminer les matrices A € GL, (R) telles que, pour tout k¥ > 2, on dispose de M € M,,(Z)
vérifiant A = M*.
Exercice 51 [ENS MP 2024 # 51] Montrer que toute matrice de GL,,(C) admet une racine carrée.

Exercice 52 [ENS MP 2024 # 52] « Montrer que toute M € SL,,(C) s’écrit de facon unique UD ou U € SL,,(C) est de la forme
I, + N avec N nilpotente, D € SL,,(C) est diagonalisable et UD = DU.

« Soit p un morphisme de groupes de SL,,(C) dans SL,,, (C) tel que les coefficients de p(M) soient des fonctions polynomiales de
ceux de M. Montrer que p respecte la décomposition de la question précédente.

Exercice 53 [ENS MP 2024 # 53] . Soient A, B € M,,(C) diagonalisables. a quelle condition existe-t-il P € GL,,(C) tel que
PAP~! et PBP~! soient diagonales ?

« Soit A € M,,(C). Montrer que A s’écrit de maniere unique A = D + N avec D diagonalisable, N nilpotente et DN = ND.
. Soient A € M,,(C), 7a = [[;_,(X — X\;)? son polynéme minimal et P € C[X]. Montrer que P(A) est diagonalisable si et
seulement si PU)()\;) = 0 pour tous i € [1,7] et j € [1,3; — 1].
Exercice 54 [ENS MP 2024 # 54] « Soient u, v deux endomorphismes diagonalisables d’'un K-espace vectoriel E de dimension
finie, tels que uv = vu. Montrer que u et v sont codiagonalisables.

« Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel I/ de dimension finie. Montrer que © admet au plus une décomposition de la
forme u = d + n, ou (d, n) € K[u)?, 'endomorphisme d est diagonalisable, I'endomorphisme 7 est nilpotent et dn = nd.

Exercice 55 [ENS MP 2024 # 55] Soient n € N et w une fonction continue positive non identiquement nulle de [0, 1] dans R.
« Soit (fx)o<k<n une suite de fonctions continues de [0, 1] dans R telle que, pour tout (k, £) € [0,n]?, fol frfow = 0p ¢. Montrer
que (fx)o<k<n est libre.

« Montrer qu’il existe une unique suite (py)xen telle que, pour tout (k, £) € N2, fol PrPew = 0y, ¢ et que, pour tout k € N, py, soit
polynomiale de degré k a coefficient dominant positif.

« Montrer que, sin € N*, p,, a n racines simples dans |0, 1[ que on note 1 ,, < -+ < Ty, .
« Montrer que, sin € N*, il existe un unique (A1, ..., An.n) € R™ tel que, pour tout p € Ry, 1 [X], fol pw =11 NenD(Thn)-

Exercice 56 [ENS MP 2024 # 56] Soient ey, ..., e, des vecteurs d’un espace euclidien E tels que (e;, e;) < 0 pour tous 4, j distincts
dans [1, n]. Montrer que (ey, ..., e,) est libre si et seulement s’il existe une forme linéaire f sur E telle que Vi € [1,n], f(e;) > 0.

Exercice 57 [ENS MP 2024 #57] Soientn, m > 1 des entiers. Onnote { , ) le produit scalaire canonique sur R™. Montrer qu’il existe un
espace préhilbertien (F, ( , ) g) et une application f: R™ — F (non linéaire) tels que, pour tous x, 2’ € R™, (z,2")™ = (f(z), f(2')) .

Exercice 58 PRODUIT DE SCHUR Pour A, B € M,,(R), on note A x B la matrice (a;;b;;); j<n. Soient A, B symétriques positives.

« sAV2 Montrer qu’il existe au plus n vecteurs vy, . .., v, € R" tels que A € Vect v;v] .
a11B e alnB
« sAV2 Onnote A® B € M,,2(R) la matrice définie par blocs A® B = . Montrer que A ® B est symétrie
apmB ... an,B
positive.

« Montrer que A * B est symétrique positive.
Exercice 59 [ENS MP 2024 # 58] Trouver un espace préhilbertien (F, { , )) et f: R — E'tels que, pour tousz,y € R, exp (—%) =
{(f(x), f(y))-

Exercice 60 [ENS MP 2024 # 59] Soient m,n € N* tels que n < m. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit r € N*,
on considére r vecteurs de R" notés x1, ..., z,.

« Montrer qu’il existe une matrice Uy € M.y, ,,(R) minimisant > _;_, ||z; — UUT x;||3 parmi toutes les matrices U € M, ,(R)
telles que UTU = I,,.
« Montrer que minge ., , (R) Yoieq || — UUT 4]|3 = ming vem,, ,R) 2oieq 12 — UV 24|35
Exercice 61 [ENS MP 2024 # 60] Soient (A, ),>0 € RN une suite strictement croissante vérifiant Ay = 0 et k dans R\ {\,,, n € N}.

On admettra que le déterminant de la matrice de coefficient general m; ; = L vaut HlSKj 9,,(%‘ — ) —v)
L+ai+y; [li<ij<n(+ i +y5)
« En déduire une condition suffisante sur (),) pour que F' = Vect(t + t*),en soit dense dans C°([0, 1], R) pour la norme
fe (fol f2>1/2.
Exercice 62 [ENS MP 2024 # 61] Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie, ( , ); et (, ), deux produits scalaires tels que
V(@,y) € V2, (2,y), = 0 <= (2,4), =0

« Soient z,y € V. Montrer que si ||z]|; = ||y||1 alors ||z|2 = ||y]|2-
« En déduire qu’il existe C' > 0 tel que Vz € E, ||z|1 = C|z||2.

« Soit u € L(V) qui préserve l'orthogonalité : si (z,y) = 0 alors (u(z),u(y)) = 0. Montrer qu’il existe C' € RT tel que
uvou* =C'id.




Exercice 63 [ENS MP 2024 # 62] Soient E un espace euclidien de dimension n et (e1,...,e,) une base de E. On pose A =
{ S A€, (N)i<i<n € Z”}-

« Soit 7 € O(E) tel que (A) C A. Montrer que 7(A) = A.

« Montrer que Gy = {r € O(E),r(A) = A} est un sous-groupe fini de O(E).

« Ici n = 3. Montrer que tous les éléments de G ont un ordre qui divise 12.

Exercice 64 [ENS MP 2024 # 63] Soient F un espace euclidien de dimension n, G' un groupe fini et p un morphisme injectif de G
dans GL(E) tel que, pour tout g € G, p(g) € S(E). Montrer que les éléments de G sont d’ordre 1 ou 2, puis que |G| divise 2.

. . . -, . . . 1 a
Exercice 65 [ENS MP 2024 # 64] « Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que la matrice (a 1)

soit positive, puis définie positive.
« Soit (a,b,c) € [~1,1]>. On suppose que 1 + 2abc > a® + b? + 2. Démontrer que Vn € N*, 1+ 2(abc)™ > a®" + b*" + ™.
Exercice 66 [ENS MP 2024 # 65] « s Soit A € S,,(R) a coefficients strictement positifs. Montrer qu’il existe un vecteur propre
de A dont tous les coefficients sont > 0.

« Soit A € M3(R) a coefficients > 0. Montrer que A posséde un vecteur propre a coefficients > 0.

« Soient ay,...,a, € N*, M; = (C:ll2 é) pour 1 < ¢ < n. Montrer que M7 X - -+ X M, est a spectre inclus dans R \ Q.
Exercice 67 REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX [ENS MP 2024 # 66] « Rappeler la définition de I’adjoint d’un endo-

morphisme d’un espace euclidien.

« Soient E un espace euclidien et u € L(E). Montrer que u et u* commutent si et seulement s’il existe une base orthonormée de
E dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, les blocs diagonaux etant soit de taille 1, soit de taille 2 et de la forme

a b
-b a J°
Exercice 68 [ENS MP 2024 # 67] Montrer que SO3(Q) est dense dans SO3(R).
Exercice 69 [ENS MP 2024 # 68] On admet l’existence d’une R-algébre H d’unite 1 admettant une base de la forme (1,1, j, k) avec

i?=j2=k?>=—letij =k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik. Montrer que le groupe des automorphismes de la R-algébre H est
isomorphe & SO3(R).

Exercice 70 [ENS MP 2024 # 69] On munit M, (R) du produit scalaire défini par (A, B) = tr(AT B).

1. Soient A, B € S,,(R). Montrer que inf ||AG —GB| = : A1 — Azl

min
IGlI=1 (M1,22)€Sp(A)xSp(B

Exercice 71 [ENS MP 2024 # 70] Soient X un ensemble et K': X x X — R. On suppose que, pour tousn > letz;,...,z, € X,
(K(zi,75))1<ij<n € S} (R). Pour z € X, onnote K,: y — K(z,y). Soit E le sous-espace de R* engendré par les fonctions

(Kz)zGX-
Soit a, b € E. Par définition de F, il existe (\;),ex et (iz)zex dans R¥ n’admettant qu’un nombre fini de coefficients non nuls tels

quea =3 vAKyetb=3> K, etonpose

(@) = > AepyK(z,y).

zr,yeX
« Montrer que cela définit bien un produit scalaire sur F.
« Montrer qu’il existe f: X — E telle que Vz,y € X, K(z,y) = (f(z), f(y)).
Exercice 72 [ENS MP 2024 # 71] Soientp > 1 et A, B € S/ (R). T0DO

- Montrer que Tr (I, — A™'B) <In (%)'

« Soientn > 1, u1,...,u, € RPet A > 0.Pour 1 <m < n,onpose A, => ", up u;‘g et B, = A, + A,,,. Montrer que, pour
1 <m < n, B, est symétrique définie positive.

« Soient A1, ..., )\, les valeurs propres (avec multiplicité) de A,,. Montrer que > _; <um, B! um> <3P In (1 + %)
Exercice 73 [ENS MP 2024 # 72] Si G est un groupe, on note Z(G) son centre. On pose U, (C) = {4 € M,(C), A*A=1,} ou
A* = ZT, I’ensemble des matrices unitaires.

« Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G et que U,,(C) est un sous-groupe de GL,,(C).

« Soit A € M,,(C) hermitienne, c’est-a-dire telle que A* = A. Démontrer qu’il existe P € U, (C) telle que P* AP soit diagonale.

« Démontrer que toute matrice M € M,,(C) s’écrit comme combinaison linéaire d’au plus quatre matrices unitaires.

« Déterminer Z (U, (C)).

2) Analyse

Exercice 74 [ENS MP 2024 # 73] Soit F' I'application qui & une norme IV sur R™ associe la boule fermée de centre 0 et de rayon 1
pour V.

« L’application F' est-elle injective ?

« Quelle est 'image de F'?



Exercice 75 [ENS MP 2024 # 74] Soient F un R-espace vectoriel et ¢ : E — R™ une application telle que

« pour tout x € E, ¢(x) = 0 si et seulement si z = 0,

« pour tout x € E et tout A € R, p(Az) = |\|p(x).
Onnote C = {x € E, p(z) < 1}.

« Montrer que ¢ est une norme si et seulement si C' est convexe.

« Soit K un partie de E' convexe, compacte, d’intérieur non vide et symétrique par rapport a l'origine. Montrer que K est un

voisinage de l'origine.

« Soitz € E'\ {0}. Posons I(z) = {\ > 0; 3k € K, x = M\k}. Montrer que I(x) est un convexe ferme, non vide.
Exercice 76 [ENS MP 2024 # 75] Soit G un sous-groupe de (R™, 4) dans lequel 0 est un point isolé. Montrer qu’il existe une famille
libre (u1,...,u,) dans R" telle que G = {>_1_; ak.uk, (a1,...,a,) € ZP}.
Exercice 77 [ENS MP 2024 # 76] Soit n € N*. Soit E I'ensemble des pavés de R"™, c’est-a-dire des parties de la forme [a1,b1] X - - - X
[an,by] avec a; < by,..., ay, < by,. Pour toute partie finie G C R™, on note f(G) = {F NG, F € E}. Déterminer sup{k € N; 3G C
R™, |G| =k, f(G) =P(G)}.
Exercice 78 [ENS MP 2024 # 77] « Soient F un espace vectoriel normé et K un compact convexe non vide de E. Soit (f;);en

une suite de fonctions affines, continues, qui commutent deux a deux et telles que f;(K) C K pour tout i € N. Montrer que les
fonctions f; ont un point fixe commun.

« Le résultat précédent reste-t-il valable pour une famille (f;);c de fonctions indexées par un ensemble non dénombrable ?
Exercice 79 [ENS MP 2024 # 78] Soient H le groupe (pour la composition) des homéomorphismes de R sur R, H* le sous-groupe
des homéomorphismes croissants.

« Caractériser les groupes finis isomorphes a un sous-groupe de H.

« Montrer qu'on peut munir tout sous-groupe G de H™ d’une relation d’ordre totale telle que Vf,g,h € G, f < g = ho f <

hog.

« Réciproquement, montrer que tout groupe dénombrable pouvant étre muni d’un tel ordre est isomorphe a un sous groupe de

HT.
Exercice 80 [ENS MP 2024 # 79] Soient m et n dans N*, F une partie finie de R”, x € R™ \ F, f une application 1-lipschitzienne
(pour les normes euclidiennes canoniques) de F' dans R™.
1. sV2 On suppose que Vz € F, || f(x)| > ||x||, montrer que 0 n’appartient pas a 'enveloppe convexe de f(F).
2. Montrer que 'on peut prolonger f en une application 1-lipschitzienne de F' U {2} dans R™.
Exercice 81 [ENS MP 2024 # 80] Soient y,7 € RT*. On pose, pour N € N*,

DN:{:ceRd; Vi € 24\ {0}, ||k|| < N = | (z,k) | > i } et D= m Dy.
g I

Montrer que D est fermé et d’intérieur vide. Qu’en est-il de Dy ?
Exercice 82 [ENS MP 2024 # 81] Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit f: E — F telle que : Vr € ]0,1], Vz €
E. B (f(az:)7 g) C f(B(z,r)) C B(f(x),2r).

« Montrer que f est continue et surjective.

+ Que peut-on dire de I'image par f d’un ouvert? D’un fermé ?

« Soit y un chemin continu de [0, 1] dans F'. Montrer qu’il existe un chemin ¢ continu de [0, 1] dans E tel que f o ¢ = .

Exercice 83 [ENS MP 2024 # 82] « Soit X C R™ un fermé non vide. Soit f : X — X. On suppose qu’il existe 6 € [0, 1] tel que
Va,y € X, ||f(x)— f(y)| < 0|z —yl|- Montrer que f posséde un unique point fixe c et que, pour tout x € X, f™(z) — ¢

m——+oo

« Soit X C R™ un compact non vide. Soit f: X — X. On suppose que Vz,y € X,z #y = || f(z) — f(y)| < ||z — y]|.
> Soient Y, Z deux compacts non vides tels que f(Y) C Y et f(Z) C Z. Montrer que Y N Z est non vide.
> En déduire que f posséde un unique point fixe.

Exercice 84 [ENS MP 2024 # 83] On se place dans R" et R™ munis d’une norme.

« Montrer qu’il existe C' > 0 et Ry > 0 tels que, pour tout 7 > Ry, card{z € Z"; | X|| <r} < Cr™.

+ On appelle plongement grossier f: Z™" — Z™ une fonction qui vérifie :
> Va >0, 3b >0, Vx,y € Zna ||Cﬂ—y|| <a= ”f(l) _f(y)” <b,
>Vb>0, 3a>0,Ve,y € Z", ||f(z) - f(y)|| <b= |z —y| <a.

Soit f: Z™ — Z™ un prolongement grossier.

> Montrer qu'il existe p: Rt — Rt et 4 > Otelsque lim p(x) = +ooet
r—-+00

Va,y € Z" pllz —yl) < [1f(z) = F)l < plle =yl

> Montrer que m > n.
+ Adapter pour f: R® — R™.



Exercice 85 [ENS MP 2024 # 84] On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit f: R?> — R? un homéomorphisme. Pour
reRZetr > 0, on pose :

Ly(a,r) =sup {[|f(z) = f(y)]l s y € R?, [l —y|| < v},
C(z,r) = inf {||f(x) = fy)]l s y €R?, [lz — gyl =7}
- Montrer que : Ly (z,r) =sup {||f(z) — f(W)|; y €R?, [z —y| =7},
t5(e,r) = it {|f(@) - F@)] 5 v € R, Jlz— yll = 7).
« Pour z fixé, montrer que 7 — Ly (x,7) et 7 — £;(z, r) sont croissantes.
- E On dit que f est quasi-conforme s’il existe K s > 0 tel que : V(x,7) € R? x R™, L¢(z,7) < K¢ls(z, 7).
« On suppose f quasi-conforme. Montrer qu’alors Ly(x,2r) < (14 K;)Ls(z,7).
« Montrer que f est quasi-conforme si et seulement si f ~! est quasi-conforme.
Exercice 86 [ENS MP 2024 # 85] Soient n > 2 et e; le premier vecteur de la base canonique de R™. Soit .4 'ensemble des matrices

M de M,,(R) telles que, pour tout v € R™, il existe a, as € R, tel que la suite (Mkv);gzl tende vers a, are1, avec de plus v — ay ar
non identiquement nulle.

Soit v € R™. Montrer que I'application f,: M € A+ a,, s est continue.
Exercice 87 [ENS MP 2024 # 86] Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Pour X C E etz € E, onnote d(z, X) = infycx ||y — z|
etllxy(z) ={ye X;Vze X, |ly—z| <|z—2z|}

« Pour quels ensembles Y C F existe-t-il X C Eetx € Etelsque Y = IIx(x)?

« Soient X C Fetz € E\ X tels que d(z, X) = 0. Montrer que IIx (z) = (.

« Existe-t-il X C Fetz € E\ X telsque d(z, X) > OetIx(z) =07

- On suppose qu’il existe un produit scalaire { ) tel que ||z|| = /{z,x) pour tout x € F, que E est de dimension finie et que

X C F est un ensemble convexe fermé et borné. Montrer que IT, (X)) est un singleton.

Exercice 88 [ENS MP 2024 # 87] Soit n > 1 un entier, L € ]0,1[, F: R® — R" une application L-lipschitzienne pour || ||, et
2. € R" tel que F(x,) = ..

o Soit (x)g>1 définie par z1 € R™ et Vk > 1, x4+1 = F (). Montrer que ﬁ L.
- —+0o0

« Pour I C {1,...,n}, on note FI': R® — R" I'application définie, pour tout z € R et 1 < i < n, par F/(z); =
F(x); siiel
x; sii g I

Montrer que F'I! est 1-lipschitzienne pour || ||__.

« Soit (I;,)x>1 une suite de sous-ensembles de {1, ..., n} telle que chaque indice i € {1,...,n} appartienne & une infinite de ces
ensembles. Soient 1 € R™ et, pour k > 1, x4 1 = F!!*(x,). Montrer que cette suite converge vers ..

Exercice 89 [ENS MP 2024 # 88] On munit ’espace ¢>° des suites réelles bornées de la norme || || oo.
« Soit (a,) une suite réelle sommable. Montrer que l'application f: x Z::& Gn Ty, définit une forme linéaire continue sur
I’espace £>°.
« On suppose l'existence d’une partie F' C P(N) telle que : (i) pour tous A, B € F, AN B € F, (ii) pour A € F, F contient toute
partie B de N qui contient A, (iii) F' ne contient que des ensembles infinis, (iv) si A € P(N), alors A € FouN\ A € F.
> Soit x € £°°.
Montrer qu’il existe un unique réel > tel que Ve > 0,3A € F,Vn € A,

Ty — 2] <e.
> En déduire 'existence d’une forme linéaire continue sur £°° qui n’est pas de la forme donnée en question -.

« On note ¢y le sous-espace de £*° des suites réelles de limite nulle. Montrer que toute forme linéaire continue sur ¢ est de la
forme donnée en question -.

Exercice 90 [ENS MP 2024 # 89] Soient 7 € R’ E une partie de R? couplant toute boule de rayon r (pour la norme euclidienne
canonique), P € R[X, Y] s’annulant sur E. Montrer que P = 0.

Exercice 91 [ENS MP 2024 # 90] Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2, C' un convexe ouvert de F ne contenant
pas 0. Montrer qu’il existe une droite vectorielle ne couplant pas C.

Exercice 92 [ENS MP 2024 # 91] Soit n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
Soit A = {z € (R")", I, x; = 1}. On admet que pour tout z € R", il existe un unique point 7(z) € A tel que Vz € A,
(z —m(x),xz —m(x)) <O0.
« Soient z,u € R" et 2’ = mw(x + u).
Montrer que, pour tout z € A, 2 (u, z — z) < ||z — a:||g -z — 33/”3 + Hu||§
« E Soit A € M,,(R). Soient z1,y1 € A et (yx)r>1 une suite strictement positive. Pour k¥ > 2, on définit par récurrence
w1 = m(xk + e Ayr) et yp1 = m(yr — A k).
« Montrer qu’on peut choisir la suite (y;)x>1 de sorte que

N N
maxz (x, Ayr) — migz (g, Ay) < o(N).

zEA <
R VS =

10



+ En déduire que max e mingea (, Ay) = mingea maxgzea (z, Ay).
Exercice 93 [ENS MP 2024 # 92] Soient E euclidien et T': E — E. On suppose qu’il existe C' € R™ tel que :
V(z,y) € B2, ||T(z) = T(y)ll — = —ylll < C.
L’objectif est de montrer qu’il existe 4 € R et un unique u € O(FE) tels que
Ve e E, |T(xz) —u(x)| < h.
+ Conclure dans le cas ou C' = 0.

« Prouver 'unicité de u.
T(2"x)

« Pour tout  de E, on pose up(z) = lim

. Montrer que ug est bien définie, linéaire et conserve la norme.
n—-+oo

« Conclure.

1
Exercice 94 [ENS MP 2024 # 93] Soient (E, ( )) un espace préhilbertien, ' : E — F et G = §(id —F).
« Montrer que, F est 1-lipschitzienne pour || si et seulement si Vz, 2’ € E, (G(z') — G(x),2’ — z) > ||G(2)) — G(z)]>.
« On suppose que F est 1-lipschitzienne pour et qu’il existe . € E tel que F'(z.) = x,. Soit (x,,),>1 la suite définie par x1 € E
Zn + F(2n) 2|1 — @l
2 N
« En déduire que, si E est un espace euclidien, (,,),>1 converge vers un point fixe de F.
Exercice 95 [ENS MP 2024 # 94] Soientn > 2 et I,(R) = {A € M,(R); 3IX € Sp(4), Im(A) C Er(A)}, ou Ex(A) est le
sous-espace propre de A associe a la valeur propre .

et,pourn > 1, x,41 = . Montrer que, pour tout n > 1, || F(z,,) — zn| <

« Montrer que I, (R) est stable par similitude.
« Soient A, B € I,(R).Montrer que A et B sont semblables si et seulement si rg A = rg B et tr(A) = tr(B).
« Onnote I}(R) = {4 € M,(R) ; 3\ € Sp(4), Im(A) = E,(A)}. Etudier la connexité par arcs de I,,(R) et de I}%(R).
« Déterminer les classes de similitude incluses dans I5(R).
Exercice 96 [ENS MP 2024 # 95] Soit G un sous-groupe compact de GL,,(R).
« Montrer qu’il existe une norme stricte sur R™ pour laquelle les éléments de G sont des isométries.

+ On suppose que les éléments de G stabilisent un convexe compact non vide de R™ note K. Montrer que les éléments de G ont
un point fixe commun dans K.

« Montrer qu’il existe un produit scalaire sur R” pour lequel les éléments de G sont des isométries.
Exercice 97 [ENS MP 2024 # 96] Soit n € N*. Soit G un sous-groupe compact de GL,,(R). Pour tous g € G et A € M,,(R), on pose
g-A=gAg".
« Donner un exemple de produit scalaire sur M, (R) et la norme Ny euclidienne associée.
« Soit N: A— sug No(g - A). Montrer que N est une norme sur Sy, (R).
ge

« Soit K = {gg”,g € G}. Montrer qu’il existe un compact convexe C vérifiant : K C C, {g- A4, (9,A) € G x C} C C et
C C ST (R).
« Montrer qu’il existe un produit scalaire G invariant pour -.
Exercice 98 [ENS MP 2024 # 97] Déterminer les valeurs d’adherence des suites (cosn) et (cos™ n).
Exercice 99 [ENS MP 2024 # 98] [PSLR] Soit S une partie de N* infinie et stable par produit. On range les éléments de S en une suite
Sn+41
Sn

strictement croissante (s, ),>1. Montrer que la suite ) admet une limite dans [1, +o0].

n>1
Exercice 100 [ENS MP 2024 # 99] Soit (zy,),>0 une suite complexe telle que Vn € N, 2,41 = zpe 1Im(zn) Pour quelles valeurs de
zp cette suite est-elle convergente ?

+oo L1

Exercice 101 [ENS MP 2024 # 100] Trouver un équivalent de S,, = > oF
k=1

Exercice 102 [ENS MP 2024 # 101] On fixe un entiers n > 2 et (¢;);cz/nz une famille d’éléments de ]0, 1[. Soit pour i € Z/nZ,

(2% )k>0 une suite réelle. On suppose que, pour tout i € Z/nZ et tout k € N, :13}%_1 = (1—t;)z} + tix?jl. Montrer que les n suites
(2} )k>0 pour i € Z/nZ convergent vers une méme limite.

quand n — +o00.

m
Exercice 103 [ENS MP 2024 # 102] Soientm € N*, z1,..., 2, € Udistincts et ay, ..., a,, € C. Onsuppose que ) apzj —+> 0.
k=1 n—-+oo
Montrer que a; = -+ - = a,, = 0.

Exercice 104 LEMME DE VAN DER CORPUT [ENS MP 2024 # 103] Soit (a,,),>0 € CN bornée telle que Yh € N*, % > he i AkGith —+>
= n—-+0oo

0. Montrer que £ % ar, — 0.
q n Zk_l k n—-+oo

Exercice 105 [ENS MP 2024 # 104] Pour zy > 0, on définit par récurrence z,,41 = x, + f;oo e~t* dt. Etudier la suite (Tn)n>0-
Donner un équivalent de z,, puis un développement asymptotique a deux termes.

Exercice 106 [ENS MP 2024 # 105] Soit o € R**. Montrer qu’il existe une unique suite (n;);>1 € (N*)N" telle que, pour tout i € N*,

nit1 > n;’ etque a = j_:of In (1 + n11>
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Exercice 107 [ENS MP 2024 # 106] Soit (ay,)n,eN une suite réelle positive.

On note, pour @ > 0, Ro = {(tn)nen € [0, 1N, 3, o Unan < o}

Soit (bn)n>1 une suite réelle positive sommable. Pour tout a > 0, construire une suite (v,)nen € Rao telle que D\ vnby
max(y, )eRr. {ZnEN unbn}.

Exercice 108 [ENS MP 2024 # 107] Soient p €]1, +00[ et ¢ € R tels que % + % =1

« Soient (a,)n>0 €t (by)n>0 des suites d’éléments de R™ telles que > a,” et > b,? convergent. Montrer que Y a,,b,, converge.

« Soit (an)n>0 une suite de réels positifs telle que  a,, converge et « € R™*. Pour n € N, soit R,, = Zz_;; aj,. Déterminer la

nature de Ig"a .
mn

« Soit (@, )n>0 une suite d’éléments de R*. On suppose que, pour toute suite (b, ),,>o d’éléments de R™ telle que 3 b,,? converge,
> apby, converge. Montrer que Y a®, converge.

Exercice 109 [ENS MP 2024 # 108] On admet l'irrationalite de 7. Pour n € N, on pose u,, = L™

n%+cos(n) "

« Montrer que Y u,, converge si o > %
« Donner une condition nécessaire et suffisante sur . pour que » _ u,, converge.
Exercice 110 [ENS MP 2024 # 109] Soit (ay)n>1 une suite d’éléments de R .

« sAV2 Montrer que, pour n € N* et ¢y, ... ¢, > 0,0ona {/[[i_, a; < n’{‘/ﬁ S aic.

- sA Montrer que, pourn € N*,ona {/[[/_;a; < 1 3" a;.

« Montrer que > /T, a; < e 312 ay.

« Montrer que la constante e est optimale.
Exercice 111 [ENS MP 2024 # 110] Soit (ay)n>0 € CN. On pose, pour n € N, Hy, =ap+---+ay,et, pour a € N*,
Hyn = n%_l ZZ:O Hy_1 k. Si (Hqn)n>0 converge, on dit que (a,,) est Hy-sommable.

Soit & € N. Si (an)n>0 est Hy-sommable, montrer qu’elle est H, 1 sommable.

« On suppose (Hy n)n>0 périodique. Montrer que (a,,)n>0 est H,-sommable pour tout v € N*.

Soit (an)n>0 une suite de réels positifs. On suppose que > a,, diverge. Montrer que, pour tout @ € N, (a,)n>0 n’est pas
H_,-sommable.

« Soit & € N. Si (ap)n>0 est Hy-sommable, montrer que a,, = o(n®).

« Donner un exemple de suite (a,, ), >0 qui n’est pas H,-sommable mais qui est H,1-sommable.

Exercice 112 [ENS MP 2024 # 111] - Montrer que : cos(kf), Sn{ktD0) Cosgg’;?;/g)e) et Sinigﬁ(zl/g)g) sont des polynomes en

sin 6

cos 6.
« Soient ag,...,Gn,b1,...,b, des réels.
On suppose que : V8 € R, g(0) = ag + >_p_, (ay cos(k@) + by, sin(k6)) > 0. Montrer qu’il existe un polynéme complexe P tel que :
VO €R, g() = |P(e')2.
Exercice 113 [ENS MP 2024 # 112] « Soit (uy,) une suite réelle telle que Vn,p, up+p < u, + up + C, ou C est une constante
réelle. Montrer que (“7") converge ou tend vers —oo.
. Soit f € C(R,R) continue et croissante, telle que Vo € R, f(z + 1) = f(z) + 1. On note f™ la composée iterée de f ( n fois).
[ (@)—a

n

Montrer que, pour tout z € R, ( ) converge vers une limite qui ne depend pas de z.
n>1

Exercice 114 INEGALITE DE MUIRHEAD [ENS MP 2024 # 113] Soient (a1 > -+ > a,,) et (by > --+ > b,) dans (RT*)™.
Onnotea > bsi:Vk € [1,n — 1], Zle a; > Zle bietd> . a; => . b. Montrer que a > bsi

et seulement si, pour tout (z1,...,2,) € (R*)", 3 s [, z7® > Yoes, Iimy x?"(”.
Exercice 115 [ENS MP 2024 # 114] « Soit f: [0,27] — R une fonction continue. Montrer qu’il existe z € [0, 2] tel que f(z) >
1 27
— t)dt.
L
« Soient 21,...,2, € C.

1
Yiers| 2 = X0 lal
Exercice 116 [ENS MP 2024 # 115] Soient a < b. Une dissection du segment [a, b] est une suite finie (¢ )o<r<n strictement croissante
telle que tg = aett,, = b.Pour f : [a,b] — R, on définitla variation de f sur [a, b] par V(f, [a, b]) = SUD ¢ dsecion 2?2—01 |f(tiv1)—f ()]
def [a,b

Montrer qu’il existe une partie I de [1,n] telle que

« Calculer V(f, [a,b]) dans le cas ou f est de classe C! sur [a, b].

« Soit f : [0,1] = R. Montrer que V(, [0, 1]) < 400 si et seulement s’il existe g et h croissantes telles que f = g — h.
Exercice 117 [ENS MP 2024 # 116] Soit f: R — R une fonction dérivable. On pose S_ = {z € R, f'(z) < 0}.

+ L’ensemble S_ peut-il étre fini non vide ?

» On suppose que, pour tout € > 0, il existe une suite (/,,),en d’intervalles ouverts tels que S C |J,,cn In €t Z:i% LI,) <e
(ou £(I,,) designe la longueur de I,,). Montrer que f est croissante (donc S_ = ().
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Exercice 118 [ENS MP 2024 # 117] Soient F un espace vectoriel, C' C E un ensemble convexe non vide, a < b deux réels, et F’
Iensemble des fonctions f: C' — [a, b] convexes. Soit 7,y € C fixes. Déterminer sup ;¢ (f(y) — f(z)). Déterminer les cas ou la
borne supérieure est atteinte.

Exercice 119 Soit C = [c,d] et F l'ensemble des fonctions f: C' — [a,b] convexes. Soient x < y € C fixés. Déterminer
SUPfecp (f(y) = f(x)).
Exercice 120 [ENS MP 2024 # 118] Pour toute fonction f: R — R U {+00}, on note dom(f) = {z € R, f(z) # +oo}. Si
dom(f) # 0, on définit f*: R — RU {400} par f*(y) = sup,er {zy — f(z)}, pour touty € R.
« Soit f: R = R U {400} telle que dom(f) # (. Montrer que dom(f*) est un ensemble convexe et que f* est convexe sur
dom(f*).
« Soit g: R — R une fonction convexe dérivable.
Onpose E = {(y,a) €ER*; Vz €R, zy —a < g(z)}.
« Montrer que, pour tout ¥ € R, g(x) = sup(, ,)ep (Ty — a).
« En déduire que (¢*)* = g.
. Etendre au cas ou g n’est pas dérivable.
Exercice 121 [ENS MP 2024 # 119] Soient I un intervalle réel contenant O et f: I — R de classe C'.
On suppose qu’il existe A, C' > 0 telles que Vx € I, |f'(z)| < C|f(z)| + A.

A
Montrer que Vz € I, |f(z)] < |£(0)]eC!* + ol (eClz\ —-1).
Exercice 122 [ENS MP 2024 # 120] Soit f: RT™ — R uniformément continue et dont une primitive est bornée. On suppose que, pour
2
toutz > 0, [f(z)] < — Iy (@ —y) | f(y)|dy. Montrer que f(z) = 0. Quelles généralisations peut-on étudier ?
X T—r+00
Exercice 123 [ENS MP 2024 # 121] On note [a, b] un segment de R. Une application ¢ : [a,b] — RT" est appelée une jauge. Soit

D = ((a;)o<i<n, (x;)o<i<n—1) une subdivision pointée de [a, b], c’est-a-dire ag = a < a1 < --- < a, =betVi € [0,n —1], z; €
[a;, a;t1]. On dit que D est §-fine lorsque pour tout i, |a;+1 — a;| < 6(x;).

. Soit f € C%([a, b],R). Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe une jauge ¢ telles que Vz,y € [a,b],y € [z — §(z),z + ()] =
[f(z) = fly)l <e.

« SiJ est une jauge, montrer qu’il existe une subdivision pointée J-fine.

« Redémontrer le theoreme de Heine pour f continue.
« Soient f: [a,b] — R une fonction continue par morceaux et [ un réel. On dit que f est HK-intégrable, d’intégrale I si, pour tout

€ > 0, il existe une jauge ¢ telle que, pour toute subdivision pointée ((a;)o<i<n, (¥i)o<i<n—1) 6-fine, ona ‘Z?:_ol (ajr1 —aq) f(z;) — I)

€.
Montrer que I est unique. On la note [, . f.
« Montrer que, si f est dérivable, f’ est HK-intégrable et [, . f' = f(b) — f(a).
Exercice 124 [ENS MP 2024 # 122] Soient P € C[X] non constant tel que P(0) # 0, r € R™™, z1,..., 2, les racines de module

1 ,
strictement inférieur a r de P comptées avec multiplicité. Montrer que Dy S In(|P(re)|)dt = In(|P(0))| + > _; In <|T>
U 2k
Exercice 125 [ENS MP 2024 # 123] Soit E = C°([0, 1], R). On dit qu'un endomorphisme v de E est positif si, pour tout f € E, f > 0
implique u(f) > 0. On pose, pour i € N, ¢; : x € [0, 1] — 2.
« Soit u un endomorphisme positif de E. Montrer que pour tout f € E, |u(f)| < u(]f]).

21| flloo
52 (‘CC - y)2

« Soit (T}, )n>0 une suite d’endomorphismes positifs de E. On suppose que, pour i € {0, 1,2}, la suite (T}, (e;)) converge unifor-
mément vers e; sur [0, 1]. Montrer que, pour tout f € FE, la suite (7),(f)) converge uniformément vers f sur [0, 1].

« Soit f € E. Montrer que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que : Vz,y € [0,1], | f(z) — f(y)| < e+

« Démontrer le theoreme de Weierstrass.
Exercice 126 [ENS MP 2024 # 124] Soit s > 1. On dit que f € C*°(R, R) est s-Gevrey s’il existe R, C > 0 tels que : Yk € N, Vz € R,
|f®)(z)| < CRF(K!)e.

. Soit f:x € R 3120 e Hm°% Justifier que f est bien définie et s-Gevrey.

« Soit f: & € R+ 1g+ () e~ /. Montrer que f est de classe C* et 2-Gevrey.
Exercice 127 [ENS MP 2024 # 125] Pour x > O et r, 5 € C, on pose : F, g(x) = O+°° e " (1 4 t)° dt.

« Pour quels (a, ) l'intégrale F,, 5(x) converge-t-elle absolument ?

« Pour un tel couple («, 8), étudier la régularite de Fy, g.

« Onpose f: x € R™™ f;oo e dtetg: z €0, 1] Jo S Exprimer f et g en fonction des Fy g.

+ Déterminer un développement asymptotique de Fy, 3 en 4-00.

Exercice 128 [ENS MP 2024 # 126] Soit I': = — [, ¢t*~Te~tdt.
- Soit n € N. Montrer que I'(n + 1/2) = 22 1(1/2).

22np!

« Montrer que, pour 7, > 0et A € [0,1], T ((1 — Az + \y) < T'(z)= T (y)*.
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+ En déduire :
Vne N T(n+1/2)2 <T(n)T(n+1);Vn € N,T(n+1)2 <T'(n+1/2)I'(n + 3/2).

 Montrer que I'(1/2) = /7.

- Onnote, pour n € N*, I',(2) = [ t*7! (1 — n)n dt. Démontrer que la suite (I'y,),,>1 converge simplement vers I.
Exercice 129 [ENS MP 2024 # 127] Soient z,y € C*°(R,R) vérifiant 2’(t) = sin(y(t)) et y'(t) = cos(z(t)).

« Montrer que f : ¢t — sin(x(t)) 4 cos(y(t)) est constante.

- Soit g : ¢+ 1 (2(t) + y(t) — Z). Montrer que les points (sin(¢(t)), ¢(t)) sont situes sur un méme cercle dont on déterminera
le rayon.

Exercice 130 [ENS MP 2024 # 128] Soient A € M,,(R), B € M,, 1(R), E I'espace des applications continues de [0, 1] dans R, x € R™.

Pour u € E, soit X, 'unique application de classe C! de [0, 1] dans R telle que X, (0) = x et V¢t € [0, 1], X/ (t) = AX,(t) + Bu(t).

Montrer que {X,(1) ; u € E} = R" si et seulement si la matrice (A|AB|...|AB"!) de M,, ,,2(R) est de rang n.

Exercice 131 [ENS MP 2024 # 129] + Que dire du spectre complexe d’une matrice symétrique réelle? d’'une matrice antisymé-
trique réelle ?

. Soient A € C*(R,M,(R)) et B € C°(R, M,(R)) vérifiant : A’ = AB — BA. On suppose que : ¥t € R, A(t) € S,(R) et
B(t) € An(R). Montrer qu’il existe P € C!(R, M,,(R)) a valeurs dans O,,(R) telle que : V¢ € R, A(t) = P(t) "L A(0) P(¢).

+ On se place dans le casn = 2 avec: A = b @ ,B = 0 et (S) : af = ai(by — by), by = 2a}, by = —2a],

al b2 —ay 0

b1(0) + b2(0) =0 et a1(0),b1(0) >0

« Calculer AB — BA.

« Trouver une solution particuliere de (.5) au voisinage de 0.

Exercice 132 [ENS MP 2024 # 130] Pour k£ > 3, on note G, : z — Z(n,m)eﬂ\{(o,o)} m

« Montrer que Gj(%) est bien défini pour tout complexe z tel que Im z > 0 et que la fonction (z,y) — Gy (x + iy) est de classe
C> sur R x R,

« Montrer que G (iy) admet une limite quand y — +o0.
« Etudier I'existence des limites suivantes :

. . 1
lim g g 5 et lim E E 72, oi dans les deux cas la somme
N->oo (m (m +in)2? in)? M—oo (m +in)
n=—N meZ —M neZ

exclut (n, m) = (0,0). Ces limites sont-elles égales?
Exercice 133 [ENS MP 2024 # 131] Soit (z,y, z) € (RT)3. Démontrer que (z + y + 2)% + 9zyz > 4(z +y + 2)(zy + yz + zz).
Exercice 134 [ENS MP 2024 # 132] Soit F': R? — R, (t,z) — F(t, ) continue et décroissante par rapport a .
Soient u et v appartenant aC?(RT x R) 1-périodiques par rapport a z.

2
+ On suppose que at L4+ F (87;, gw“) <0< % + F (%, %).
Démontrer que SUpg+ xg (U — V) = supygy xr(u — v).
92
« On suppose que i+ <g—g, %) = (. Montrer que u est uniformément continue sur RT™ x R.

Exercice 135 [ENS MP 2024 # 133] Soienta > 0,n > letzy,...,z, > 0. Calculer inf =L

Exercice 136 [ENS MP 2024 # 134] Soit n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

On considére n+1 vecteurs vy, . . ., v, +1 engendrant positivement R™, c’est a dire tels que {Zn+ Aivi, (Ni)i<i<nt1 € (R+)"+1} =
R”™.

Soit f: R — R une fonction continue croissante telle que f(z) - +00. Pour x € R™, on définit g(z) = Z:jll ((vi, x)).
r—+00

« Montrer qu’il existe bien n + 1 vecteurs vy, . .., v,41 engendrant positivement R™.
« Montrer que g atteint son minimum sur R”.
« On suppose que [ est intégrable en —oco. Montrer qu’il existe = € R™ tel que Z"H ((vi, x))v; = 0.
Exercice 137 [ENS MP 2024 # 135] On munit M,,(R) de sa structure euclidienne canonique.
« Montrer que GL,,(R) est ouvert.
« Pour A € M,,(R), que vaut d(A, GL,(R))?
. Onnote S = M,,(R) \ GL,,(R). Montrer que, pour tout A € GL,,(R), il existe My € S telle que d(A4, S) = ||A — MOH.

« Rappeler le résultat sur les extrema sous contrainte. Que peut-on en déduire sur la matrice My définie ci-dessus?
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3) Géométrie
Exercice 138 [ENS MP 2024 # 136] « Montrer que, si n > 2, le groupe des isométries vectorielles de R? préservant les points
dont les affixes sont les racines n-iemes de I'unite est un groupe d’ordre 2n que I'on note Da,,.
« Soient p un nombre premier, G un groupe fini d’ordre 2p. Montrer que G est isomorphe a Z/2pZ ou & Dy,
Exercice 139 [ENS MP 2024 # 137] « On note G le groupe (pour la composition) des deplacements du plan, i.e. des applications

de C dans C de la forme z +— az + baveca € Uetb € C. Montrer que, si H est un sous-groupe de GG, H est discret si et
seulement si orbite de tout z € C sous I'action de H n’a pas de point d’accumulation.

« Le résultat subsiste-t-il si on remplace G par le groupes des similitudes directes du plan, i.e. des applications de C dans C de la
forme z — az +baveca € C*etb € C?

4) Probabilités
Exercice 140 [ENS MP 2024 # 138] Soit F un espace vectoriel normé et soit (u1, ..., u,) € E™. On considére des variables aléatoires
€1,...,&n iid telles que P(g; = 1) = P(g; = —1) = 1.Si (v1,...,v,) € E™, on pose N(vy,...,v,) = E (|31, exvil)-
Démontrer que, pour tout (A1,...,A,) € [—1,1]", N(Aqug, ..., Antn) < N(U1, ..., Up).
Exercice 141 [ENS MP 2024 # 139] On considére une piéce equilibrée et ¢,, la valeur du n-ieme lancer que I'on considére a valeurs
dans {—1,1}. Soient X,, = >_}'_, e et 7 = min{n € N*, X,, = 0}. Déterminer P(7 = n) ainsi qu’un équivalent de cette quantite
lorsque n tend vers +o0.

Exercice 142 [ENS MP 2024 # 140] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi de Poisson de paramétre
A > 0, et Y laloi géométrique de paramétre p €]0, 1.

« Montrerque P(X =Y) = ZL_XS P(X = k)P(Y = k). On pose A = ()g X;,_Y>.

« Calculer E(rg(A)).
« Calculer P(A € GL3(R)) puis P(A € GL3(2)).
« Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable sur R.

X X+Y

oOnposeB:(XY v

). Calculer P(B € 02(R)).

X X+4+Y
Z Y

« Soit M une matrice aléatoire dans M, (R) dont la famille des coefficients est i.i.d., chaque coefficient suivant la loi uniforme
sur {0, —1, 1}. Déterminer P(M € O,(R)).
Exercice 143 [ENS MP 2024 # 141] On note F = [1,n] et A la différence symétrique. Soit p € [0,1] et X et Y deux variables
aléatoires i.i.d de 2 dans P(F) telles que, pour touti € E, P(i € X) = p.
« Calculer E(card(XAY)).
+ On note D(n) le cardinal maximal d’une partie A de P(E) telle que, pour toutes parties A et B distinctes de A,
Montrer qu’il existe C' > 0; D,, > Cy/n
Exercice 144 [ENS MP 2024 # 142] Soient (X,,),cz une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
{—1,1}.Si N est une variable aléatoire a valeurs dans Z, on pose Xy, (w) = Xy (w)4n(w).
« Existe-t-il NV tel que P(Xny = 1) = 1 et, pour toutn € N*, P(Xn 4y, =1) =1/2?
« Existe-t-il N tel que P(Xxy = 1) = 1 et,pour toutn € Z*, P(Xny, = 1) = 1/2?
Exercice 145 [ENS MP 2024 # 143] Soient E = [1,n] et p €]0,1[. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans P(E) telle que
Vie E,P(ie X)=pet,pouri #j € FE, (i € X) et (j € X) sont indépendants.
Pour Y variable aléatoire de méme loi que X et indépendante de X, calculer E(|XAY|).
Exercice 146 [ENS MP 2024 # 144] Soient G un groupe fini de cardinal N, et A une partie de G aléatoire, ou I'on prend chaque
élément de G indépendamment avec probabilité p > 0.
On note AA = {zy, (z,y) € A%}.
« Montr per que P(1 € AA) tend vers 1 quand N tend vers U'infini.
« Montr per que P(AA = G) tend vers 1 quand N tend vers I'infini.

). Calculer P(C € O3(R)).

« Soient Z une variable aléatoire réelle et C' = (

AAB| > n/3.

Exercice 147 [ENS MP 2024 # 145] PALEY-SIGMUND, TROIS SERIES DE KOLMOGOROV « Soit X une variable aléatoire réelle posi-
2
tive L2. Montrer que, pour A €]0, 1[, P(X > AE(X)) > (1 — /\)2582).

« Soit (u, ) une suite de variables aléatoires positives indépendantes. Montrer que la série Y u,, converge presque sirement si et
. —+oo .
seulement si )"~ E(min(uy, 1)) < +oo.

« Soit a > 0. On suppose que P(X,, > r) ~ 7~ Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (,,),en € (Ry)N pour
r—400

que Y z,X,, converge presque slirement.
Exercice 148 [ENS MP 2024 # 146] Soient A > 0 et N une variable de Poisson de parametre A.
Pour f: N — Rbornée, onpose T'f : n € N— Af(n+ 1) —nf(n).

« Montrer que T'f(N,) est d’espérance finie, nulle.
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« Pour p et v deux distributions de probabilités sur N, et X et Y variables aléatoires a valeurs dans N de lois respectivement

données par et v, on note d(u,v) = d(X,Y) = 5 sup <1 B(g(X) — g(Y)).

Montrer I'existence de C > 0 tel que, pour toute variable aléatoire a valeurs dans N, d(N, Ny) < Cxsupy <1 E(T'f(N)).
Exercice 149 [ENS MP 2024 # 147] Soit X une variable aléatoire & valeurs dans {x1,...,2,}. L’entropie de X est définie par
H(X) ==Y 1, piln(p;) avec p; = P(X = x;).

« Montrer que H(X) > 0 avec égalité si et seulement si X est constante.

« Soit (p;)1<i<n une suite positive telle que p; + - - - + p,, = 1 et (g;) une autre suite positive de somme 1.
> Montrer que Y., p; In(p;) > >, p; In(g;). Expliciter le cas d’égalité.
> Montrer que H(X) < In(n) avec égalité si et seulement si X suit une loi uniforme.

« Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans {1, ...,z }%

Onnotep; ; =P(X =2;,Y =x;) pour 1 <i,j <n.

L’entropie de (X,Y) est H(X,Y) = = >1',_; pij In(pi ).

Montrer que H(X,Y) < H(X) + H(Y).

Exercice 150 [ENS MP 2024 # 148] Soit (E, ( )) un espace euclidien. Soient vy, ..., v, € E tels que, pour tout i € [1,n], |lv;|| < 1.
Soient oy, ..., € [-1,1] et w = E?:l a;v;. Montrer qu’il existe des 1,...,e, € {—1,1} tels que v = 221:1 €;v; satisfait
[ —w] < v/n.

Exercice 151 [ENS MP 2024 # 149] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d sur Z & support fini suivant la loi y. On pose

v(k) = E?:f)((]f)) et on considére une suite (Y;,),>; iid suivant la loi v. On pose S,, = > ;_, Xy et T, = >.}_, Y;. On prend
A>0,aeRe>0n>1.
« Montrer que P(na <T,, < (a+¢)n) < %P(Sn > na).

« Onsuppose X ~ —X et 3k > a, (a > 0), u(k) > 0.
Démontrer que = InP (S, > na) ——— inf,>0(—sa + log E(e*Y)).
n—-+oo
Exercice 152 [ENS MP 2024 # 150] Soient ¢ > 0, n > 1 un entier et X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles discretes telles que
pour tout 1 <i <nets >0, E (exp(sX;)) < exp (02s?). Montrer que E (maxi<;<, X;) < 20VInn.

Exercice 153 [ENS MP 2024 # 151] Soientn > 1,a > 0,et X, ..., X,, des variables aléatoires discretes, indépendantes, d’espérance
nulle, et a valeurs dans [—a, a.

« Montrer que, pourtoutl <i<nets>0,E [esxi] < exp (V(X") (e —1— as)).

a2

1
« Onnote 02 = — """ |, V(X;). Montrer que, pour tout ¢ > 0,
n

1 & nt?
P >t] <2 —_ .
( n - > - exp( 202 +2at/3>

S
i=1
Exercice 154 [ENS MP 2024 # 152] Pour z > 0, on pose I'(x) = f0+oo t*~Le~! dt. On pourra utiliser sans demonstration le fait que
['(1/2) =/met(1) =1.
« Montrer que, pour tout k > 1 entier, I'(k) = (k — 1)! et T'(k + 1/2) < k.

» Soient 0 > 0 et X une variable aléatoire réelle discrete a valeurs dans un ensemble discret, telle que, pour tout ¢ > 0,
2

t
P(|X]|>t) <2exp (—M).Montrer que, pour tout entier k > 1, E (|X\k) < (202)F/2kT(k/2).

« On suppose de plus que E (X) = 0. Montrer que Vs > 0, E [exp(sX)] < exp (402s?).

Exercice 155 [ENS MP 2024 # 153] Soientn > 3 un entier. Si o € S,,, une suite alternante pour o est une suite strictement croissante
(21)1<m d’éléments de [1, n] telle que :

« soit pour tout k € [2,£ — 1], o (i) > max{o(ix_1),0(ix+1)};
« soit pour tout k € [2,¢ — 1], o(ix) < max{o(ix—1),0(ix+1)}

On note A(o) la longueur maximale d’une suite alternante pour o et on considére o,, une variable aléatoire suivant la loi uniforme

sur Sy,. Calculer E(A(0y,)).

Exercice 156 [ENS MP 2024 # 154] Soit (X)r>1 une suite de variables aléatoires discretes réelles i.i.d. Pour n > 1, on note M,, =

max Xi. Soit & > 0. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1<k<n

(i) Ian)n>1 € (R"‘*)N*, V>0, P (ML < ac) — exp(—z~%),

Qan n—00

.. P(Xl > l’t) —a

(ii) Yz > 0, P, 5 1) o x (etVt > 0,P(Xy >1t) > 0).

Exercice 157 [ENS MP 2024 # 155] Soit (X} )ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout n € N*,
X, ~ B(1/n).Pour n € N*, on pose S, = X1 + - + X,,.

S, 1
« Montrer que, pour une indexation de sous-suite (¢(n)),,>1 bien choisie, P (ﬂN>1 Ussn (’ Hw(k) _ 1’ > k)) =0.
- - (k)
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« Montrer que I’événement « | —— converge» est presque siir.
In(n) n>1
Exercice 158 [ENS MP 2024 # 156] « Soientn € N, (po,...,pn) € {—1,1}""1. Montrer que les racines de ) .-, p; X" dans C
sont de module inférieur ou egal a 1.

« Soit (ay)k>o une suite réelle non identiquement nulle telle que Y ajz* ait pour rayon de convergence R > 0.Si j € N, on
dit que la suite (a;);>0 change de signe en j s’il existe k € N* tel que a;jaj4x < Oetque a; = Opouri € [j+ 1,7+ Kk —1].
Montrer que I'ensemble des z €]0, R[ tels que Z;:S apz® = 0 est fini de cardinal majoré par le nombre de changements de
signes de (a;);>0.

« Soit (Ak)k>0 une suite i.i.d. de variables de Rademacher. Pour n € N, soient S,, = >_;'_; Ay et N,, le nombre de z €]0,1] tels

, L=z
que Y1 ) A;z' = 0. Montrer que N, < > 1g,,.,—o et en déduire que E(N,,) = O(y/n).
k=0

n—-+4oo

Exercice 159 [ENS MP 2024 # 157] Soit (X, )necN une suite de variables aléatoires & valeurs dans N telle que, pour tous n, k € N,
P (X,, = k) > 0. Soit N € L? une variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante de (X} )ren. On pose X = X . TODO

« Montrer qu'il existe une unique fonction fo: N — R, que 'on déterminera, telle que E ((fo(X) — N)?) = minR E ((9(X) = N)?).

N—

g:
« On pose, pour tout n € Nettout g: N = R, R(g,n) = E ((9(X,,) — n)?). Montrer que, si la suite (R(fo,n))nen est constante

égale a un certain Ry, alors Ry = n&linR sup R(g,n) et fy est 'unique fonction vérifiant cette condition.
g: — "'LEN

Exercice 160 [ENS MP 2024 # 158] Soient a €]0, 1[ et m € N*. a1’aide d’une interprétation probabiliste, calculer la borne supérieure,
pour (uy,),>1 parcourant 'ensemble des suites & valeurs dans [0, 1], de

Z HUW H (1 — auy).

1<ni<na<---<npy, £=1 ny_1<k<ng

II) ENS PSI 2024 AUTRE
1) Algebre
Exercice 161 [ENS PSI 2024 # 159] $\ !\ !$Résoudre X2 + X = G }) dans M3 (R).

Exercice 162 [ENS PSI 2024 # 160] $\!\!$Soient N € N* et 79 < z1 < ... < z des réels. On définit SI' I'ensemble des fonctions
s de classe C? sur [20, xn] tel que Vi € [0, N], 8; = $)|4, 4,,,[ soit un polynéme de degré au plus 3.
« Montrer que Sj est de dimension 5.
« Montrer que SZ¥ est de dimension N + 3.
Soit f de classe C? sur [z, zy]. - Montrter qu’il existe une unique fonction s de S3" telle que Vi € [0, N], s(x;) = f(x:), s'(x0) =
f'(@o), 8" (o) = f"(x0)-
« Montrter qu’il existe une unique fonction s de S3" telle que :
Vi € [0, N], 5(xi) = f(xi), s'(w0) = f'(w0), 8" (zn) = " (xn).
Exercice 163 [ENS PSI 2024 # 161] « Soit f € £(C™). Montrter que f est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable
et Ker(f) = Ker(f?).
« Soit f € L(R™). On suppose f? diagonalisable. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.
Exercice 164 [ENS PSI 2024 # 162] Soit £ = RN. On définit F': E — Epar:Yu € E, Vn € N, (F(u))n = tUny1.
« Montrter que F’ est linéaire. Est-elle injective ? Surjective ?
« Trouver G € L(FE) telle que F' o G = idg. Que vaut G o F'?
Dans la suite de 'exercice, on pose £ = RZ et on définit F': E — E par :
Yue E,VneZ, (F(u))p = tnt1 + Up—1.
« Montrter que F est linéaire. Est-elle injective ?
« Soit A € R. Montrter qu’il existe une matrice M € M (R) dependante de ) telle que :
Vu € E, u € Ker(F — Aid) < Vk € Z, ( Uk ) — MF ( Ho )
Uk+41 Ui
En déduire la dimension de Ker(F' — Aid).
« Montrter que si || # 2 alors M), est diagonalisable dans C. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.
« Si|A| # 2, Pespace Ker(F — Aid) contient-il des suites périodiques non nulles ?
« Traiter le cas |\| = 2.
Exercice 165 [ENS PSI 2024 # 163] Pour toute matrice $A€M,(C),$ on note p(A) = maxjyegp(a) |A|. On admet que, pour tout

A € M, (C), il existe D, N dans M., (C) respectivement diagonale et nilpotente telles que DN = ND, et P € GL,(C) vérifiant
A=P(D+N)P~L
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« Pour cette question seulement on pose A = ( 0 b )

« Déterminer p(A) et donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

« Calculer A* pour k € N et trouver une condition nécessaire et suffisante pour que >_ A* converge.

« Pour A € M,,(C) montrer que : 5 A* converge si et seulement si p(A) < 1.

« Soient A, B,C € M,,(C) telles que p(A)p(B) < 1. Montrer qu’il existe D € M,,(C) telle que ADB — D = C.
Exercice 166 [ENS PSI 2024 # 164] On dit que U € M,,(C) est unipotente si U — I,, est nilpotente. Soit A € M,,(C). On admet
qu’il existe un unique couple (Dy, Ny) avec D diagonalisable et Ny nilpotente tel que A = Dy + Ny et Do Ny = NoDy.

« Soit U € M,,(C) unipotente.

« Montrer que Sp(U) = {1}.

« Calculer U~ en fonctionde N = U — I,,.

« Si A € M, (R), montrer que Dy € M,,(R) et Ny € M,(R).

« On suppose A € GL,,(C).

« Montrer que Dy € GL,(C).

« Montrer qu’il existe un unique couple (D, U) tel que A = DU, DU = UD et D diagonale, U unipotente.

« Si A € M, (R), montrer que D € M, (R) et U € M, (R).

Exercice 167 [ENS PSI 2024 # 165] Pour A, B € M,,(C), on pose [A, B] = AB — BA.
Onnote S = {[4, B] , (A, B) € M,(C)?}

« Si M € S, montrer que Tr(M) = 0.

« Montrer que S est stable par multiplication par un scalaire.

« Montrer que S est stable par similitude.

« Montrer que toute matrice de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.

« Soient D = Diag(1,2,...,n) et N I'ensemble des matrices de diagonale nulle. Montrer que 'application M + [D, M] est un
automorphisme de N

« Montrer que N = S.
Exercice 168 [ENS PSI 2024 # 166] Soit B € M4(C).
« Montrer que si B est diagonalisable alors e I'est aussi.
« Soit A € M;(C) diagonalisable ayant n valeurs propres distinctes i1, . . . , fin.
« Montrer qu’il existe ) € C[X] tel que V1 < j < n, Q(u;) = eti.
« Montrer que Q(A) = e”.
« On considére exp : M € M4(R) — M
« Soit C' = Diag(—1, —2, ..., —d). Pourquoi est-elle inversible ?
« Montrer que, si A € Sp(M), alors e* € Sp(eM).
« Montrer qu’il n’existe pas de matrice M € M,,(R) telle que C' = eM
+ Que dire de exp?
Exercice 169 [ENS PSI 2024 # 167] + On considére la fonction f définie sur M,, 1(R) par: f(X) = 1XTAX — B'X ou A €
Sn(R) et B € M, 1(R).
Montrer que f est minorée si et seulement si Sp(4) C R* et B € Im(A)
« Soient Ay, Ay € §,(R) et By, By € M, 1(R). Pouri = 1,2, on note f; : X %XTAZ-X — BT X. On suppose que f; et fo
sont minorées et que, pour tout X, ||Vx f1]| = ||[Vx f2||. Montrer que f1 = fo.
« Soient Ay, Ay dans S;7(R). Montrer que Im(A; +A3) = Im(A;)+Im(A3). En déduire que Ker(A; +Ay) = Ker(A;)NKer(A,).

2) Analyse

Exercice 170 [ENS PSI 2024 # 168] Soit M € M,,(R). On pose || M |l = Supx_o xern %

Montrer que [[Mloc = SUPicy1,...ny 2251 1 5]-
Exercice 171 [ENS PSI 2024 # 169] Soit d € N*. On se place dans M4(R) muni du produit scalaire canonique. On note B4 (R)

I'ensemble des matrices bistochastiques, c’est-a-dire des matrices P = (p; j)i<i j<a & coefficients dans [0,1] telles que : Vi €
1,d], 4 ik = letVy e [1,d], d_ k.7 = 1 Onnote P4(R) ’ensemble des matrices de permutation, c’est-a-dire des matrices
k=1Pi, J k=1Pk.j p
de M4 (R) de la forme (5 (i), j)1<i j<n OUOE Sn.

« Montrer que B;(R) est convexe. Est-ce un sous-espace vectoriel de M4(R)?
« Montrer que B;(R) est borne et ferme.
(R) € Ba(R).

« Montrer que P;(R) est fermé.

« Montrer que Py

On admet legheoreme de Birkhoff : La matrice P appartient a B;(R) si et seulement s’il existe un entier naturel m < (d — 1)2 + 1, des
matrices P, ..., P, dans P4(R) et des réels A1, ..., \,, positifs de somme 1 tels que P = >_\" | \; P;.
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« Soit ¢ une forme linéaire sur M4 (R). Montrer que ¢ admet un minimum sur B;(R), et que celui-ci est atteint sur P4(R).

« Soient M € My(R) et P,Q € O4(R). Montrer que [|QMP| = || M].

« Soient A, B € S;(R) orthosemblables aux matrices diagonales D 4 et Dp. Montrer I'existence de P € O4(R) telle que ||A —

B| =||DaP — PDg].
On note R = (pf)j)lgmgd.

« Montrer que R € B4(R).

« Montrer que ||A — B||> = di<ij<aTiglAi(A) = A (B)|? oules \;(A) (resp. \;(B)) sont les valeurs propres de A (resp. B).
Exercice 172 [ENS PSI 2024 # 170] On dit qu’une suite (u,) & valeurs dans un espace vectoriel normé (E, || ||) est de Cauchy si
Ve>0,3N €N, V(m,n) €NZ m,n>N = |ju, — un| <e
On admet qu’une suite réelle est de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

« Montrer qu’une suite complexe est de Cauchy si et seulement si elle converge.

« On se place dans I'espace £2(C) des suites complexes (u,,) telles que > |u, |? converge.

1/2

Siu = (un)nen € £*(C) on pose ||ul|s = ( = |un\2) .
Montrer qu’une suite 4 valeurs dans £2(C) est de Cauchy (au sens de || ||2) si et seulement si elle converge.
Exercice 173 [ENS PSI 2024 # 171] Pour n € N*, on pose w,, = ¢2”/™ On définit une application F sur M.,.1(C) en posant, pour
v=(vy - vp)  F) = (¢t -+ ¢)" ou, pour k € [1,1], ¢ = > vjw,(kal)(jfl).

+ Montrter que F est linéaire et donner sa matrice A dans la base canonique.

. Calculer A" A et déterminer F~ ',

« Pourv = (v -+~ vp)" € My1(C), onpose ||v]|y = (ZZ:1 |vk|2)1/2.
Montrer que || F(v)|l2 = v/ ||[v]|2-
Exercice 174 [ENS PSI 2024 # 172] Soit M € M, (R). On pose || M|z = Supx 4o xeur, ,(R) Tl et K(A) = [Al2]|A7 |5 si
A € GL,(R).

« Rappeler la définition de la norme euclidienne | |2 et montrer que || M|z = supx|,—; |[M X|2.

« Montrer que || ||2 est une norme et que VM1, Mo, || M1 M|z < ||M||2]Mz]|2.

« Montrer qu’il existe un vecteur non nul X € M,, 1(R) tel que |[MX|; = | M||2]|X 2.

« Soit A € GL,,(R). Montrer que AT A € S;F+(R).

« Soient o1 < - -+ < 0, les valeurs propres de AT A. Montrer que k(A) = \/Zj’l”

« On suppose A € S;71(R). Calculer ||A||2 et en déduire k(A).
« Montrer que k(A) = 1 si et seulement s’il existe « € R* et Q € O, (R) tels que A = aQ.

Exercice 175 [ENS PSI 2024 # 173] On se place dans R muni de sa norme euclidienne canonique. Pour toute partie A non vide
bornée on définit le diamétre de A par d(A) = sup{||z — y||, (x,y) € A%}.

Soit X une partie bornée. Pour p > 0 on définit un p-recouvrement de X comme une famille (A)xen dénombrable de parties bornées
telle que X C (J,cn Ar et VE € N: d(Ax) < p.
On définit, pour s > 0 :

H?(X) = inf Z d(Ak)® (Ak)ken p-recouvrement de X
k>0

« Montrer que H?(X) est fini et qu’il est décroissant en p.
« Montrer que H,(X) = sup,~o(Hf (X)) = lim,,o(HZ (X)) est décroissante par rapport a s.
« Calculer Hy(X) et Hy(X) pour s > n.
« Pour X partie bornée et v vecteur de R™, comparer Hs(X + v) et Hs(X).
« Pour A > 0, comparer H;(AX) et Hy(X).
« Soient X et Y deux parties bornées telles que inf,¢c x yey ||z — y|| > 0.
Montrer que Hy(X UY) = Hy(X) + Hs(Y).
« Soit s > 0. Montrer que si Hs(X) < 400 alors H;(X) = 0 pour tout ¢t > s.
« Soit s > 0. Montrer que si H (X)) > 0 alors H(X) = +oo pour tout ¢ < s.
Exercice 176 [ENS PSI 2024 # 174] Pour f € C3([—1,1],R) et wy, w2, w3 € R, onnote Iy, (f) = w1 f(—2/3) + w2 £(0) +ws f(2/3).
« Déterminer wy, wo, w3 de sorte que VP € Ry[X], Iy, (P) = fil p.
On prendra ces valeurs de wy, wy, w3 dans toute la suite.
« A-t-on toujours I,,,(P) = f_ll P pour deg(P) > 3?
« Soient f € C3([—1,1],R) et P € Ro[X] tel que f(—2/3) = P(—2/3), f(0) = P(0) et £(2/3) = P(2/3).
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Montr per que || — Pllac (1.1 € Clf® .11y 00 C = & supe(_yy [o(a +2/3)(x — 2/3)].

Ind. Considérer I'application ¢ — f(t) — P(t) — (f(z) — P(x))% pour z ¢ {—2/3,0,2/3}.

« En déduire une majoration de |I,,,(f) — f_ll f‘ en fonction de || £ | (=1,1)-

Exercice 177 [ENS PSI 2024 # 175] Soit f € C°(R™,R) carre intégrable. Pour z € R™, on pose g(z) = 1 [ f(t) dt.

« Montr per que g est prolongeable en une fonction continue sur R+

« Montr per que g? est intégrable et que f+oo 2t)dt <4 f 2(t)dt
« Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condltlon nécessaire et suffisante d’égalité. Discuter de 'optimalite de la constante
4.

Exercice 178 [ENS PSI 2024 # 176] « Soienta,b € Ravec0 < a <b< 1,I=a,blety:z el 2x(1—x).Soit (¢n)n>0
définie par o = p et Vn € N, ;41 = ¢ 0 @,,. Etudier la convergence sur I de la suite de fonctions (¢5,)n>0
« Soit P : I — R une fonction polynomiale. Montr per qu’il existe une suite de fonctions polynomiales a coefficients entiers qui
converge uniformément vers P sur [.

Exercice 179 [ENS PSI 2024 # 177] « Existe-t-il une fonction g: Rt — R telle que pour toute fonction f polynomiale on ait

f@) = olg(a))?

+
o LY 2
« Donner le rayon de convergence de la série entiére Y n! 2"

« Existe-t-il une fonction g: RT™ — R™ telle que, pour toute fonction f développable en série entiére, f(z) i o(g(z))?

« Une fonction est dite analytique si elle est développable en série entiére au voisinage de tout point de son domaine de définition.
Montr per que, si f est limite simple de polynémes a coefficients positifs sur R, alors elle est analytique sur R™.
Exercice 180 [ENS PSI 2024 # 178] « Soit P € R[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ ~ |P(t)|~'/2
soit intégrable sur R.
« Soit F' une fraction rationnelle complexe. Montr per que F' est intégrable sur R si et seulement si deg(F') < —2 et F' n’a pas de

pole réel.On écrit alors F'(X) = > ¢ ( - Xeayme T T ;::), ou les a, ; sont dans C.

Montrer que [o F(t)dt =im Y. . £(x)az,1 ou &(x) designe le signe de Im(z).

« Soit P un polynéme complexe non constant. En etudiant la fonction F' : r — fo
Gauss.

B (TE,,) , démontrer le theoreme de d’Alembert-

Exercice 181 [ENS PSI 2024 # 179] On munit R du produit scalaire canonique note { ). On considére ) ensemble des fonctions C*
de R™ dans R telles que :

VA €[0,1],Vz,y € R", f(Az + (1 = N)y) < max(f(z), f(y))
« Pour n = 1, trouver une fonction f € @) autre qu’une fonction affine.
« Onfixe z,h € R™. Onpose, pour t € R, g(t) = f(x + th) — f(x). Exprimer ¢’ ().
« Montrer que f € @ si et seulement si, pour tous z,y € R™ tels que f(y) < f(z),ona (Vf(z),y —z) <O0.
« Pour f € Q de classe C?, on pose Vt € R, g(t) = f(x + th) — f(x ) Calculer ¢”(0).

« On suppose (V f(z),h) = 0. Que dire du signe de | >0, Bac ax (x)h;h;?

3) Probabilités
Exercice 182 [ENS PSI 2024 # 180] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On note G sa série generatrice et R le rayon de
convergence de G.
« Justifier que R > 1.

« Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans N, telle que (Gx,, ),>1 converge simplement sur | — R, R][ vers
une fonction notée G. La fonction G est-elle nécessairement la série generatrice d’une variable aléatoire ?

Exercice 183 [ENS PSI 2024 # 181] On considére un de equilibre cubique. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre obtenu
a un lancer. Donner sa série generatrice.

« Onnote Y la variable aléatoire qui correspond a la somme des lancers de deux des cubiques equilibres. Donner sa série genera-
trice.

« Est-il possible de truquer le de utilise de sorte que Y suive la loi uniforme sur 2, 12] ?
Exercice 184 [ENS PSI 2024 # 182] Soit (Z)xen une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toute la loi de Bernoulli de
paramétre p €]0, 1].

« Onnote U = min {k € N*, Z;, =0} € N* U {+o0}.

« Déterminer P(U > k) et P(U = k).

« En déduire P(U = +00).

« Donner E(U) et V(U).

« On définit V = min{k € N\ {0,1}, Zy_1 = Z; =1} € NU {+0c0}.

« Déterminer P(V = k) pour k = 1,2,3,4.

« Montrer que P(V > n) <P(V >n —2)p(2 —p).
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« En déduire P(V = +00). - Trouver une relation de récurrence linéaire vérifiée par la suite (P(V = k)). - Montrer que V est
d’espérance finie et calculer E(V').

Exercice 185 [ENS PSI 2024 # 183] On munit Q2 = {ws,...,w,} de la distribution uniforme de probabilité.

On se donne X1, ..., X,,_1 des variables aléatoires réelles telles que :

« pour ¢ # j, X; et X; sont indépendantes.
« pour tout i, X;(€2) est de cardinal au moins 2.

« pour tout i, E(X;) = 0et V(X;) = 1.

Pour tout ¢ € [1,n — 1], on pose z; = (X;(w1),..., Xi(wn)) et on note 2, = (1,...,1). On note ( ) le produit scalaire canonique
sur R™.
+ On se donne une variable aléatoire Z a valeurs discretes et on note Z(Q2) = {a1, ..., }, les a; etant deux & deux distincts.

On suppose m > 3.
- Montrer que E(Z) = 1(z,2,,) ouz = (Z(w1), ..., Z(wn)).
« Montrer qu’il existe Sy, . .., 8, € R non tous nuls tels que :

i k—OetZP )Brar =0

=1
« En déduire qu’il existe @ € R,,,—1[X] t
Q(Z) #0 E(Q(2)) = 0et E(Q(2)Z) = 0.

« Montrer que, pour (i, j) € [1,n — 1]7, (@i, ) = nd; j.

« En déduire que Y7} X2 =n — 1.

« Montrer que, pour tout i entre 1 et $n-1,$ on a E(X}) = 0.
Exercice 186 [ENS PSI 2024 # 184] Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes telles que E(X) = E(Y) = 0 et
V(X)=V(Y)=10Onpose p=E(XY).

«+ Enoncer les inégalités de Markov et de Bienayme-Tchebychev.

« Montrer que V¢ € [—1,1],¥(z,y) € R% 22 + y? — 2tzy > (1 — t?) max(2?, 3?).

- Soit A > 0. Montrer que P(|X| > Aou |[Y|>\) < &

« Montrer que 2(1 —tp) > (1 — t>)A2P(|X| > Aou |Y]| > \).

« Montrer que P(|X| > Aou|Y| > )) < H)\@.

« Montrer que I'inégalité de Bienayme-Tchebychev en est une consequence.

« Pour (a, ) € (RT)?, donner une majoration de P(|X| > a ou [Y| > 3).
Exercice 187 [ENS PSI 2024 # 185] Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Rademacher.

tel que :

« Onpose S,, = X7 + - -+ + X,,. Déterminer la loi, 'espérance et la variance de .5,,.
« Montrer que, pour tout a € R, ona P(S,, > na) < #

E ‘sX
« Montrer que, pour toute variable aléatoire a valeurs réelles X, pour tout @ € R et pour tout s € Rt*: P(X > a) < B(Y)

« Montrer que Vs € RT*, P(Sn > na) < (CST(;(’)) .- Montrer que : Vs € R, ch(s) < 652/2_._
. En déduire que : P(S,, > na) < e~"¢"/2,
Exercice 188 [ENS PSI 2024 # 186] Soit a < 0 < b des nombres réels. On pose f : x — ;*= +1In (1 + a(l e’ ))'

« Déterminer ’ensemble de définition D de f et montrer: Vo € D,0 < f"(x) < 1/4.
« En déduire: Vz € D,0 < f(x) < 22/8.
« Soient X une variable aléatoire telle que X (Q2) C [a, b].

Montrer : YA € R, E(e*) < b_bli(;()e’\a + E(Z;X)_ae)‘b.

—a

« Dans le cas particulier ou E(X) = 0, montrer : E(e?X) < ef(A(b=a)),

- En déduire dans le cas general : E(e?X) < AB(X)+X*(0-a)*/8,
« Pour tout € > 0, montrer : P(|X — E(X)| > ¢) < 2exp ( — (172_6:)2>

« Soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes. On pose S,, = X; + - -- + X,,. On suppose que, pour

tout k € {1,...,n}, Xx(Q) C [ag, bi]. Montrer pour tout ¢ > 0: P(|S,, — E(S,)| > ¢) < 2exp ( — 2

Zzzl(bk_“k)Q
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III) ENS-PC AUTRE
1) Algebre
Exercice 189 [ENS PSI 2024 # 187] « Soit X C N telle que 0 et 1 appartiennent a X et lirf %Card(X N [0,n]) = 0.
n——+0o0

Montrer que, pour tout & € N*, il existe j € N telle que Card(X N [j,75 + k]) = 2.

« Montrer qu’il existe 100 entiers consécutifs contenant exactement 5 nombres premiers.
Exercice 190 [ENS PSI 2024 # 188] Soient deux réels a et b. On pose P = X* + aX? + bX? + X. On suppose que les racines de P
sont toutes distinctes deux a deux et qu’elles appartiennent & un méme cercle du plan complexe. Montrer que 3 < ab < 9.

Exercice 191 [ENS PSI 2024 # 189] Soit (P, )nen une suite définie par Py € R[X| de degré > 2 et Vn € N, P,,.; = X P),. Montrer
qu’il existe une suite de réels positifs (A, ),en convergeant vers 0 telle que, pour tout n € N, les racines complexes de P,, appartiennent
au disque de centre 0 et de rayon A,,.

Exercice 192 [ENS PSI 2024 # 190] Soit E I'ensemble des matrices M € M,,(R) & coefficients 0 ou 1 qui sont inversibles. Quel est
le nombre maximal de 1 d’un élément de E'?

Exercice 193 [ENS PSI 2024 # 191] On dit qu’une matrice est positive si tous ses coefficients sont positifs. Soit A € M,,(R). Montrer
I’équivalence entre :

(i) A est monotone, c’est-a-dire A est inversible et A~! positive,
() VX €R™, AX > 0= X > 0.
Exercice 194 [ENSPSI 2024 # 192] Soit E un sous-espace vectoriel de M,, (R) telque VA € E,rg (A) < 1. Montrer que dim (E) < n.

11
Exercice 196 [ENS PSI 2024 # 194] Caractériser les matrices A € M,,(R) nilpotentes d’indice n — 1.

Exercice 197 [ENS PSI 2024 # 195] Existe-t-il deux matrices N et P de M, (R) telles que N? = 0, P? = P, NP est nilpotente et
S(NP)™7 0\,$7

Exercice 198 [ENS PSI 2024 # 196] Soit M € M,,(R) telle que M3 = 0. Montrer qu’il existe une unique matrice X € M,,(R) telle
que X + MX + XM? = M.

Exercice 195 [ENS PSI 2024 # 193] Déterminer les X € Mo(R) telle que X2 + X = (1 1).

Exercice 199 [ENS PSI 2024 # 197] On pose Ay = (?721 é?i) puis, pour tout n € N, 4,11 = 24,, — A2. Déterminer la limite de

(det(A,)) quand n — +oo.

A, I
Exercice 200 [ENS PSI 2024 # 198] On pose A; = ( (1) (1) ) et, pourn € N*, A, 11 = (”) Montrer que A,, admet
2n n

(n + 1) valeurs propres A\g < A; < - -+ < A, d’ordres respectifs Z) pour 0 < k <n.
Exercice 201 [ENS PSI 2024 # 199] On munit R,, [X] du produit scalaire défini par (P, Q) = folP(a:)Q(x) dz. Montrer que M =
((x7, Xj>)(i Hefong? €St inversible.

Exercice 202 [ENS PSI 2024 # 200] Soient aq, . .., a, des réels.
Pour des polyndmes P, @ € R,,[X], on définit (P, Q) = >°_, P (ay) Q™ (ax).
« Montrer que ( ) est un produit scalaire sur R, [ X].
« Montrer qu’il existe une base (P, ..., P,) de R,,[X], orthonormée pour ce produit scalaire et telle que, pour chaque i € [0; n],
le polynéme P; soit de degré et a coefficient dominant strictement positif.
« Déterminer P,gk)(ak) pour tout k € [0; n].
« On suppose ay = - -+ = a,, = a. Déterminer les polynémes Pj.
Exercice 203 [ENS PSI2024 # 201] Soientn,k € N* et (f1,..., fr) une famille de vecteurs de R™. On suppose que Vz € R"\ {0}, 3i €
{1,...,k}, (x, fi) > 0.
« Donner un exemple de famille de R™ vérifiant cette propriété.
 Montrer que (f1,..., fx) est une famille generatrice de R™.
Exercice 204 [ENS PSI 2024 # 202] Soitn € Net M € S,,(R). En notant (s1, ..., s,) les valeurs propres de M, on pose

n 1/p
Ny(M) = <Z |> .

« Montrer que (A, B) — tr(AB) est un produit scalaire sur S,,(R). En déduire que N5 est une norme sur S, (R).
« Montrer que N1 (M) = sup{|tr(MO)|, O € O,,(R)}. En déduire que N; est une norme sur S, (R).
Exercice 205 [ENS PSI 2024 # 203] Soientn € N* et A € A, (R).
+ Montrer que les valeurs propres dans C de A sont imaginaires pures.
« Que dire de det(A) sin est impair ?
« On suppose 7 pair et on considére la matrice J € M., (R) dont tous les coefficients valent 1. Montrer que det(A + .J) = det(A)
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Exercice 206 [ENS PSI 2024 # 204] Soit A = (a; ;) (i,j)e[1,n)2 vérifiant V(i, j) € [1,n]?, a;; € {0,1}. Onnote J € M, (R) la matrice
dont tous les coefficients sont egaux a 1. On suppose qu’il existe k € N* tel que AT A = kI,, + J. Montrer que A est inversible.

Exercice 207 [ENS PSI 2024 # 205] Soit A € M,,(R) telle que A% = AT,

« Quelles sont les valeurs propres complexes possibles de A?

« Donner un exemple de matrice A qui vérifie A2 = A7 et qui posséde toutes les valeurs propres possibles trouvées a la question
précédente.

Exercice 208 [ENS PSI 2024 # 206] « Soit S € §,,(R) inversible. Montrer que les assertions sont équivalentes :
(i) S admet k valeurs propres positives (comptées avec multiplicité),
(ii) il existe des sous-espaces vectoriels F' et G de E tels que dim F' = k, dimG = n — ket VX € F, XTSX > 0etVY € G,
YTSy <o.

« Soit S € S, (R) inversible. Soit P € GL,,(R). Montrer que PTSP et S ont le méme nombre de valeurs propres positives.
Exercice 209 [ENS PSI 2024 # 207] « Montrer que toute matrice symétrique positive admet une racine carrée.

« Montrer que A € M,,(R) est diagonalisable si et seulement s’il existe S symétrique définie positive telle que SA = ATS.

Exercice 210 [ENS PSI 2024 # 208] Soit E un espace euclidien. Soit @ un endomorphisme autoadjoint de F. Soient u € F non nul et
V = Vect {a S N} Montrer que I'endomorphisme induit par a sur V' n’a que des valeurs propres simples.

2) Analyse

Exercice 211 [ENS PSI 2024 # 209] Soit A un ensemble de R2. On dit que =, y € A sont connectes si et seulement s’il existe
FeC®([0,1], A) telle que f (0) =z et f(1) =y.

« Montrer que tous les points de R? sont connectes.

« Déterminer les points connectes de R \ {(0,0)}.

« Déterminer les points connectes de R? \ {z, ||z|| = 1}. - Déterminer les points connectes de R? \ ieLJz2BO (i,e) oue € RT™.

Exercice 212 [ENS PSI 2024 # 210] On considére f : A € M, (R) — sup
AESpP(A)

, ou le spectre est pris sur C. L’application f est-elle

lipschitzienne ?

Exercice 213 [ENS PSI 2024 # 211] On pose a1 > 0 puis a,4+1 = 10", pour tout n € N*. a quelle condition sur a4 la suite (a,,)

tend-elle vers 07

Exercice 214 [ENS PSI 2024 # 212] On pose,pourn € N, f (n) =Y ;_, %1: Donner un équivalent de f (n).

Exercice 215 [ENS PSI 2024 # 213] Etudier les suites u et v telles que ug = vg = O et u; = vy = 1 et, pour tout n > 1,
Upt1l = Uy + bvy, + cup—1 +dv,_;
Un+1 = af/un + blvn + c/un—l + d/vn—l

Exercice 216 [ENS PSI 2024 # 214] Pour a € R, soit (u,,) définie par ug € [0, 1] et Vn, 41 = ax, (1 — ).

« Pour quelles valeurs de a a-t-on Vn, u,, € [0, 1]? Que peut-on dire alors de la suite (x,,)?

- Montrer que, si a € [1,2], alors ,, tend vers 1.

. avec toutes les constantes réelles.

« On suppose que a € [2, 3] et que (x,,) converge. Quelle est la limite de (z,)?
Exercice 217 [ENS PSI 2024 # 215] Soit (p;, j)(z Henz une famille de réels positifs ou nuls telle que p; ; = 0'si j > <. On suppose que
VneN, 3% j—0Pn,j = 1. Montrer I'équivalence des deux assertions suivantes :

« pour chaque j € N, la suite (py, ;) tend vers 0,

neN

« pour toute suite convergente (s;,),,~ de limite S, on a nh_}rrgc > i—0Pn,jSj =S

Exercice 218 [ENS PSI 2024 # 216] Soit f: R — R de classe C? telle que f(0) = O et f(0) # 0. Soit (un),,cy une suite réelle vérifiant
ug #uyetvn € N, uppr1 = up — mﬂun)

« Montrer que, si ug et u; sont assez petits, alors lim wu, = 0.
n—-+oo

« Sous les hypotheses de -, déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +o0.
Exercwe 219 [ENS PSI 2024 # 217] Pour ¢ € C, on définit la suite (2,,) par zg = 0 et 2,41 = 22 + ¢ pour tout n € N. On pose
= {c € C, (z,) est bornée}.
« Montrer que, si || < 1/4, alors ¢ € M.
« Montrer que, si |c¢| > 3, alors ¢ ¢ M.
« Discuter de I'ensemble M NR.
Exercice 220 [ENS PSI 2024 # 218] Soient (an),, et (bn),,>, deux suites réelles. Soit S € R. On suppose que :

(i) Vn € N, b, > 0; (ii) la série > b, diverge; (iii) lim a—: S.Montrer que lim,,_, H =S.

Exercice 221 [ENS PSI 2024 # 219] Soit (z,,)neN une suite de réels positifs telle que Zn o Tn = A. Quelles sont les valeurs que peut

prendre Z” 022 ?
Exercice 222 [ENS PSI 2024 # 220] Soit g : [0, +00[— R de classe C? telle que g(0) = ¢’(0) = 0 et g”(0) > 0. Pour A > 0, on pose
Ay ={z >0, g(x) = A\z}. Montrer qu’il existe u > 0 tel que VA €]0, pu], Ay # 0.
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Exercice 223 [ENS PSI 2024 # 221] Soient f : [0,1] — R continue par morceaux et g : [0,1] — R continue. On suppose que f + g
est croissante. Montrer que f([0, 1]) est un intervalle.

Exercice 224 [ENS PSI 2024 # 222] Trouver toutes les fonctions f € C?(R,R) telles que : V¢t € R, f(t)? = f (t\/i)

Exercice 225 [ENS PSI 2024 # 223] Soient f, g : [0,1] — [0, 1] continues. On suppose f o g = g o f et g croissante. Montrer que f et
¢ admettent un point fixe commun.

Exercice 226 [ENS PSI 2024 # 224] Déterminer les fonctions f de classe C! sur [—1, 1] telles que : ¥(z, y) € [-1,1]?, f(z) — f(y) >
f@)*(z —y).
Exercice 227 [ENS PSI 2024 # 225] Déterminer les fonctions f € C? (R, R) telles que Vo € R, f (Tx + 1) = 49f (z).

Exercice 228 [ENS PSI 2024 # 226] Soit f : ¢t — Zg:l ag sin(2mkt) ou les ay, sont des nombres réels avec ay # 0. On note N; le
nombre de racines comptées avec multiplicité (notion qu’on admettra) de f) sur [0, 1]. Montrer que (N. i);i>0 est une suite croissante
qui tend vers 2N.

Exercice 229 [ENS PSI 2024 # 227] Soit V. = {f € C'([0;1],R); f(0) = O et f(1) = 1}. Trouver tous les réels « tels que :
VeV, 3z e[0,1], f(z)+a=f'(z).

Exercice 230 [ENS PSI 2024 # 228] Soit g: R — R de classe C! telle que lim;_, . o g(t) = 0 et f telle que f'(t) — f(t) = g(t). On
pose a = f(0). Montrer qu’il existe une unique valeur a pour laquelle lim;_, -, f(¢) = 0.

Exercice 231 [ENS PSI 2024 # 229] Soit f € C'(R",R) ne prenant pas les valeurs 0 et 1.
On suppose que Vz > 0, f/(z) = ﬁ + ﬁ Déterminer la limite de f en +oo.

Exercice 232 [ENS PSI 2024 # 230] Soit f: R — R 1-lipschitzienne, A € ]0, 1] et @ € R. Montrer qu’il existe une unique application
F: R — R lipschitzienne telle que Va € R, F'(z) = f(x) + AF(z + a).

Exercice 233 [ENS PSI 2024 # 231] Soit f: R — R de classe C*°. On pose f, : ¢ — f(z + a) et Fy = Vect(fa)acr.

+ Trouver f telle que Fy est de dimension finie. Preciser la dimension. - Montrter que, si Fy est de dimension finie, alors F'y/ est
aussi de dimension finie.

« Trouver les fonctions f telles que dim Fy = 1.

« Trouver les fonctions f telles que dim F'y = 2.
Exercice 234 [ENS PSI 2024 # 232] Soit f: R — R de classe C? telle que zgrﬁm f(x) = 0. On pose, pour t € RT, \(t) =
max (|/(z)| exp(—tz?)).

« On suppose f(0) # 0. Déterminer tligloo At).

« On suppose maintenant f(0) = 0 et f'(0) # 0. Déterminer un équivalent de \ en +o0.

« Méme question en supposant la fonction f de classe C*°, f(0) = --- = f=1(0) = 0 et f*)(0) # 0.
X1 + e + Tn

n n—-+oo

Exercice 235 [ENS PSI 2024 # 233] On dit que (x,,) converge au sens de Cesaro vers ¢ lorsque L.

Déterminer toutes les fonctions f: R — R qui vérifient la propriété suivante : pour toute suite réelle (x,,), si la suite (z,,) converge
au sens de Cesaro vers ¢, alors la suite (f(x,,)) converge au sens de Cesaro vers f(¢).

Exercice 236 [ENS PSI 2024 # 234] Soit g une fonction C? de RT dans R telle que g(0) = ¢/(0) = 0 et g”’(0) > 0. On pose, pour A
dans RT*, A(\) = { > 0, g(z) = \z}.

- Montrez qu’il existe Ag > 0 tel que, pour tout A dans | 0; Ao [, A(A\) # 0.

« On pose \* = sup{A > 0, A(A\) # 0} (cela peut étre +00). Montrer que, pour tout A dans ] 0; A* [, A()\) est non vide.

« Onpose X, = inf{z > 0, g(x) = Az} quand c’est défini. Montrer que X # 0.

« En toute generalite, la fonction h: A — X est-elle continue sur ] 0; \* [?

« Montrer que cette fonction h est continue au voisinage de 0.
Exercice 237 [ENS PSI 2024 # 235] Soit M € C! (R, M,,(C)). On suppose que, pour tout ¢, M (t) est inversible. L’objectif est de

montrer que d (det (M (t))) = det (M (t)) tr (M O d M(t)))

ar ar

« Le montrer si M est diagonale.

det (I, + eU) — det (I,)
€

« On suppose qu’il existe tg € R tel que M (tg) = I,,. Montrer la relation en .

« Montrer que YU € M,, (R), lil% = tr (U).
e—

« Traiter le cas general.
Exercice 238 [ENS PSI 2024 # 236] Soit f € C* (R,R). On pose f, : & — f (a + x) et Fy = Vect (f,,a € R).
+ Si F est de dimension finie, montrer que Fy I'est aussi.
+ Quelle est la dimension de F¢ lorsque f = exp?
« Réciproquement, montrer que si dim (Fy) = 1, alors f = exp.

Exercice 239 [ENS PSI 2024 # 237] On suppose e = P € Q. Montrer que ¢ fol z"e” dxr € N*. Conclure.
q

Adapter la preuve précédente pour prouver e? ¢ Q.
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Exercice 240 [ENS PSI 2024 # 238] Soit f: R — R une application continue. On suppose que x — f(z) + fo t)dt tend vers le réel
¢ en +00. Montrer que f posséde une limite en +co que I'on déterminera.

Exercice 241 [ENS PSI 2024 # 239] Soit f : [0,1] — R™ et intégrable telle que, pour tout z € [0,1], f (z) f (1 — 2) = 1. Montrer
que fol f>1
Exercice 242 [ENS PSI 2024 # 240] Soit f € C!([0;1],R) telle que fo t) dt = 0. Montrer que ’fo dt‘ <3

/]

oo
Exercice 243 [ENS PSI 2024 # 241] Soit f: RT™ — R une fonction de classe C!, a valeurs dans R™*, décroissante et intégrable sur
RT*.

[’ () f(z)

« On suppose que lf(x) w:)m 0. Montrer que m xjoo
. [ (@) - i f@) o
On suppose que Ty —>—+>O<> —00. Que dire de lim,_, 4 m

Exercice 244 [ENS PSI 2024 # 242] Soit (P,) une suite de polyndmes de R[X] telle que lim,,, + 0o SUP,c(_1,1] [ Pn(®) — €| = 0.
Montrer que deg(P,,) = +o0.
n—-+0oo

Exercice 245 [ENS PSI 2024 # 243] Soit (f,)nen une suite de fonctions définie sur [0, 4+o00[ par fo = 1 etVn € N, f,(0) = 1 et
Jri1(x) = €/ fn(x). Justifier I'existence de lim,, , 1 o fp() et déterminer sa valeur.

Exercice 246 [ENS PSI 2024 # 244] Encadrer et donner un équivalent en +oco de S : = +— Z::S \“}—%

Exercice 247 [ENS PSI 2024 # 245] « Montrer que la suite (3__; £ — In(n ))n cn- converge. On note 7y sa limite.
« Montrer que la fonction T : & +— f0+°o t*~le~t dt est de classe C! sur R**.
« Calculer I'(n) pour n € N*. Donner un développement asymptotique de In(I'(n + 1)) a la precision O(In(n)). En considérant

la fonction ¥ : z — /(( )) montrer que I''(1) = —+.

Ind. On admet que I'on peut < < deriver > > le développement précédent c’est-a-dire que ¥(n + 1) = In(n) + O(1/n).
« Montrer que ¥ est croissante et justifier le développement admis precedemment.

Exercice 248 [ENS PSI 2024 # 246] Soient f,g: R — R des fonctions continues. On suppose qu’il existe des constantes C1, Co,a,b €
RT* telles que Vo € R, | f(z)| < (157;‘)0 et [g(x)] < W Lorsque c’est possible, on pose f * g(x) = fj—s flz—1y)g(y) dy.

« a quelle condition sur C7, Cy, a, b 1a fonction f * g est-elle définie sur R?
« On suppose maintenant @ et b strictement supérieurs & 1. Montrer qu’il existe C3 > 0 telle que Vo € R, [f % g(z)| <
C3
(1 + |x‘)min(a,b) :
Exercice 249 [ENS PSI 2024 # 247] Soit (a,b) € RZ2 Trouver toutes les fonctions f € C!(R? R) bornées sur R? et telles que

f of
= o2l 1%
Exercice 250 [ENS PSI 2024 # 248] Montrer que la fonction f: P € R,[X] — f(P) = fol (P(z) — e“”/)2 dx admet un unique point
critique.

3) Géométrie

Exercice 251 [ENS PSI 2024 # 249] Montrer qu'un polygone a n sommets inscrit dans le cercle unité est d’aire maximale si et
seulement s’il est régulier

Exercice 252 [ENS PSI 2024 # 250] Soit € € ]0,1[. Soit n le plus grand entier naturel tel que ne < 1. On trace les cercle de rayon 1 et
de centres (ke, —1), pour 0 < k < n. Donner un développement limité de la somme des longueurs des arcs de cercle qui forment une
courbe longeant la droite des abscisses.

4) Probabilités

Exercice 253 [ENS PSI 2024 # 251] On considére une urne contenant n > 2 boules : 2 boules sont rouges et les n — 2 autres sont
blanches. On tire les boules une par une sans remise. On s’arréte une fois qu’on a tiré les deux boules rouges. En moyenne, combien
reste-t-il de boules dans I'urne ?

Exercice 254 [ENS PSI 2024 # 252] On considére une urne vide qu’on remplit successivement d’une boule blanche (avec une proba-
bilité p) ou d’une boule rouge (avec une probabilité 1 — p). On arréte de la remplir lorsqu’on obtient la premiére boule rouge. Puis on
la vide jusqu’a tirer la boule rouge. Déterminer le nombre moyen de boules blanches restantes a la fin.

Exercice 255 [ENS PSI 2024 # 253] On dispose d’une urne vide. On ajoute des boules une par une et on s’arréte dés qu’on a ajouté
une boule rouge. La probabilité d’ajouter une boule rouge a chaque étape est égale a % On mélange ensuite les boules et on les retire
une a une jusqu’a retirer la boule rouge. Calculer 'espérance du nombre de boules restantes.

Exercice 256 [ENS PSI 2024 # 254] Soit n € N*. Pour A partie de [1,n?, on note M (A) la matrice carrée de taille n a coefficients
dans {0, 1} caractérisée par V(i, j), M(A);; =1 <= (i,j) € A. On considére 'ensemble P des parties de 1,n]* de cardinal n et
une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur P. Quelle est la probabilité que M (X) soit inversible ?

Exercice 257 [ENS PSI 2024 # 255] Soit (X,,)nen+ des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {—1, 1}. Pour
n € N*, soit M,, = Xl‘*‘i\ﬁj‘xn Déterminer E (Mr’f) pour k € N.p,q._ Distinguer selon la parite de k.
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Exercice 258 [ENS PSI 2024 # 256] Soient, pour A > 0, Ay, By, C\, Dy quatre variables aléatoires indépendantes suivant la loi de
Poisson de paramétre A.

« Calculer lim P (AAX2 + B\X + C) n’a que des racines réelles).

A——+oo
« Méme question pour Ay X3 + ByX? + O\ X + D,.
Exercice 259 [ENSPSI2024 # 257] Soitn € N*. On munit I’ensemble S,, des permutations de {1, 2, ..., n} de la probabilité uniforme.
Soit k € {1,...,n}. Pour o € S, on note
Pk(O') = {(i17...,ik) € {1,,n}k I <tg < - <ip eta(il) < O'(ig) <0 < O'(Zk)}
I’ensemble des sous-suites croissantes de longueur k de la permutation o.
Exercice 260 [ENS PSI 2024 # 258] Soient A € [0, 1], (X ) 1<r<n des variables aléatoires mutuellement indépendantes, ou X ,,
n>1
suit laloi B(A/n). Onpose X, = X1, + -+ + Xp .
Soitt € R. Déterminer lim E(exp(tXy)).
n—-+oo
Exercice 261 [ENS PSI 2024 # 259] On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs réelles est infiniment divisible si, pour tout n € N*,
il existe des variables aléatoires X ,,, ..., X, , indépendantes et de méme loi telles que X ~ Xy ,, +--- + X, .

« Donner des exemples de variables aléatoires indéfiniment divisibles.
« Soit X une variable aléatoire infiniment divisible non nulle telle que E(X) = 0 et E(X?) < +o00. Montrer que, pour tout
A>0,P(X>A) >0

Exercice 262 [ENS PSI 2024 # 260] Pour z € R, on pose y(z) = L —2%/2 Soit (Xn)nen+ des variables aléatoires indépendantes

T

qui suivent la loi uniforme sur {—1, 1}. Pour n € N*, on pose M,, = Xﬁi\/{x’l
Montrer que pour tout polyndéme P € R[X], on a nh_>no10 E(P(M,)) = j;: ~(z)P(x) dz.

Exercice 263 [ENS PSI 2024 # 261] On note D(X) le nombre de diviseurs premiers de X, ou X suit la loi uniforme sur [1, n].
« Calculer lim E(D(X)).
n——+0oo

« On admet que > L'~ In(lnn). Montrer lim P (
p premier, p<n p n—r+o0

Exercice 264 [ENS PSI 2024 # 262] Soient C' € GL,(R) et N € M,(R) nilpotente. Soit p €]0, 1[. On définit (B,,)nen par By = I,
et Bpt1 = ApBp,ouP(4, =C)=petP(4,=N)=1-p.
Déterminer liIJIrl P(B, # 0).

n—r+00

D(X) 71’ >s) =0.

In(Inn)

Exercice 265 [ENS PSI 2024 # 263] On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

Soient § € |—7, 7] et p € ]0, 1[. On note R(A) = (Z?I?((zi _CZISI(lg?)) et M = ((1) 8)

Soit (u,) une suite de vecteurs aléatoires de R? avec ug = (1,0) et telle que, pour tout n € N, P (u,11 = R(0)u,) = pet
P (un+1 = Muy,) = 1 — p. Déterminer la limite de (E(||u,||) pour § = ?ﬂ- puis pour 6 quelconque.

. . . . . _ (cosf —sind (10
Exercice 266 [ENS PSI 2024 # 264] Soit 6 € [0;27]. Soitp €]0;1[. Onpose R = (Sin9 cos 0 ) et@ = (0 0).

1
Les variables aléatoires (A, )nen~ sont indépendantes et vérifient P(A,, = R) =pet P(4, = Q) =1 — p. On note Uy = (O) puis,
pour chaque n € N*, U,, = A, U,,—1.
On note t; < ty < t3 < ... les instants n successifs ou 4,, = Q.
« Trouver la loi de ||Uy, || ou || || designe la norme euclidienne canonique.

« Pour NV € N*, donner une approximation du nombre d’indices i tels que ¢; < N.

. 21
Dans toute la suite, on suppose que § = —.

3
« Calculer E(In ||Uy, ||).
« Déterminer la loi de ||Uy, ||.
« Déterminer la loi de ||Uy, || pour k € N*.
« Déterminer E(In ||Uy, ||) pour k € N*.

IV) X-MP XENS

1) Algebre
Exercice 267 [X MP 2024 # 265] Pour toute partie finie non vide X de R dont on note 1 < 2 < ... < x, les éléments, on pose :

n—1 n—1
at(X) = H(mi+1—wi+1) et o (X)= H(xi_l,_l_xi—l).
i=1 i=1
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L’objectif est d’etablir que : Y. a~(B) = a™(A) pour n’importe quelle partie finie non vide A de R.
BCA

BZ0
On se donne donc A = {a; ..., a,} une partie finie non vide de R, avec a1 < ... < a,.
« On suppose le résultat acquis. Trouver une expressionde : «(4) = > a (B).
BCA
aneB
« Etablir le résultat cherché.
« On suppose A = [1,n]. Calculer : > a (B).
BCA
BZ0
BN(B+1)=0
Exercice 268 [X MP 2024 # 266] + Soit n > 1, premier avec 10. Montrer que n posséde un multiple dont I’écriture en base 10

n’a que des 9.
- On remarque que 1 = 0, 142857142857 ... 142857 ... avec 142 + 857 = 999.
254714 — (0, 285714285714 ... 285714 ... 076 + 923 = 999
& =0,076923 076923 ... 076923 . ..
Expliquer.

Exercice 269 [X MP 2024 # 267] Pour r un rationnel non nul s’écrivant » = 2¥a/b avec k € Z et a, b deux entiers impairs, on définit
la valuation dyadique de r par va(r) = k.

On admet que : Vo, y € Q*, va(zy) = v2(z) + v2(y) etsiz + y # 0, v2(z + y) > min(ve(z), v2(y)), avec égalité si va(x) # va(y).
On note enfin, pour toutn € N*, H,, = 22:1 %

« Montrer que pour toutn > 1, H,, ¢ Z.

«+ Montrer que pour tous m,n € N* tels que m < n — 2,ona ve(H,, — Hy,) < 0.

« Montrer les propriétés admisses plus haut.

« La question - peut-elle s’adapter a la valuation 3-adique ?
Exercice 270 [X MP 2024 # 268] Quels sont les m de N* tels qu’il existe m éléments consécutifs de N* divisibles par des cubes
d’éléments de N* \ {1}?
Exercice 271 [X MP 2024 # 269] Montrer que tout n € Z s’écrit sous la forme ZQ;O ex(—2)F avec N > 0 et les ¢, dans {0,1}.
Exercice 272 [X MP 2024 # 270] Soitn € N*. On note F 'ensemble des entiers naturels qui ne sont pas divisibles par le carré d’un en-
tier supérieur ou egala 2, et ¢(n) = |FN[1,n]|.Onnote E(n, k) = R‘”ﬁ{zf:l Vai =8 Vb (a1, ag, by, .. by) € [0, n]]%}
et A(n, k) = min&(n, k).

+ On admet que (1/n),c 7 est libre dans le Q-espace vectoriel R.

Montrer que A(n, k) < @(’fg\g:%

« E On démontre a présent le résultat admis précédemment.

« Soit K un sous-corps de R, et x un élément de KNR™*. Montrer que K[y/z] = K+ K/ est un sous-corps de R, et que si /= & K
alors il existe un unique automorphisme o de ’anneau K[/z] différent de I'identite et fixant tous les éléments de K.

« E Dans la suite, on fixe un entier n > 1 on suppose acquise, pour tout ensemble fini A constitue de n nombres premiers, la
libert é de la famille des \/m, ou m parcourt I'’ensemble des éléments de F ayant tous leurs diviseurs premiers dans A. Soit A
un ensemble forme de n + 1 nombres premiers p1, .. ., Prt1-

+ E On construit par récurrence une suite (Ko, ..., K,) de corps : Ko = Q et K; = K;_1[,/p;] pour tout i € [1,n].
« Montrer que K, est de dimension 2" comme Ky-espace vectoriel, et en preciser une base. Montrer qu’il existe un automorphisme
o du corps K,, qui fixe \/p1,...,/Pn_1 et envoie \/p, sur —,/p,. Dans la suite, on raisonne par I'absurde en supposant que
VPrt1 € Ki.
« Montrer que \/pp+1 = @+ 3,/pn pour un o € K;,_1 etun 3 € K,,_1, puis montrer qu’en fait \/p,, 1 = 3,/Pn.
+ Montrer que /pp11 = A szl \/Pk pour un A € Q, et conclure a une contradiction.
« Conclure.
Exercice 273 [X MP 2024 # 271] Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4. On note L I'ensemble des carres de F.
- Montrer que |L| = 25+,
« Montrer que siz € L, alors —x ¢ L.
+ Onfixe z € F} et 'on pose A = {(61782) el?; x=14 — 62}. Calculer card A.
Exercice 274 [X MP 2024 # 272] Soit p un nombre premier impair.
- Dénombrer les (z,y) € (F,)? tels que 2 + y? = 1.
« Soit z € F}, \ {0}. Dénombrer { (z,y) € F2, z* +y* = z}.
Exercice 275 [X MP 2024 # 273] Soit p un nombre premier impair. On pose ¢ = 2p + 1 et 'on suppose g premier. On considére
I'équation : (E) : 2P + yP + 2P = 0 d’inconnue (z,y, 2) € Z3. Soit (z,y, z) € Z* une solution de (E) telle que p ne divise aucun des
entiers x, y et z et telle que x, y, z soient premiers entre eux deux a deux.

« Montrer que q divise z, y ou z.
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« Montrer qu’il existe (a,b,c) € Z telque:y + 2z =aP,x +y =b",x + 2z = cP.
« Factoriser y? + 2P.
« Conclure a une contradiction.

Exercice 276 [X MP 2024 # 274] Soient p un nombre premier congru a 1 modulo 4 et S I'ensemble S = {x,y,2) € N*; p = 22 +4yz}.
Pour (z,y,2) € S on pose :

esiz<y—z f(z,y,2) = (x+22,2z,—x+y—2);
esiy—z<ax <2y flz,y,2) = 2y —z,y,2 —y+ 2);
e sixz > 2y, f(z,y,2) = (x — 2y, 2 —y+ 2,y).
Montrer que f définit une involution de S. En déduire que p s’écrit u® + v? avec (u,v) € N2.
Exercice 277 [X MP 2024 # 275] Soit d € Z \ {0}. On considére I'équation (x): 2% — dy? = 1 d’inconnue (x,y) € Z2.
« Traiter les cas d < 0 et d = k? avec k € N.
« E Dans la suite, on suppose d > 0 et v/d ¢ N. Soit (0, 70) € N?\ {(£1,0)} solution de (*).
« On pose z = o + V/d 3. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique (,,,%,) € N? tel que 2"*t! = z,, + Vd y,,.
« En déduire que, si ’ensemble des solutions de () est non trivial, i.e. n’est pas reduit a {(+1,0)}, il en existe une infinité.

1
« Soit z € R. Montrer que, pour tout n € N, il existe (p, q) € Z? tel que |p — qz| < —.
n

1
+ Montrer qu’il existe une infinité de couples (p, q) € Z x N* tels que |p — qz| < —.
q

« Montrer qu’il existe K € R pour lequel il existe une infinité de couples d’entiers (p, q) tels que |p? — d¢?| < K.
« Conclure que () posséde des solutions non triviales.
Exercice 278 [X MP 2024 # 276] « Soit F un corps fini. On admet que le groupe multiplicatif F* est cyclique.
Soient n > 1 et u € F. On note FX I'ensemble des morphlsmes de F* dans C* prolonges par 0 en 0. On note N(X" = u) le

nombre de zéros du polynéme X" — u dans F. On note Fx [n] ensemble des x € FX tels que x" = 1.

Montrer que N(X" =u) =1+ ZXEFX[TL] A x(w).

« On suppose F = Z/pZ avec p =1 (mod 3) et p impair.
Montrer que N(X34+Y3 =1)=p+. J(x1,x2) =p—2+2Re (J(w,w)) siw € IE;[S] \ {1}, o0 J(x1,x2) =
Za+b:1 x1(a)xz2(b).
+ On admet que |J(w,w)| = /p et pJ(w,w) = g3 ou g, = >, pw(x)¢ avec ¢ = e
Montrer que N(X? 4+ Y3 =1) = p — 2 — ap, avec a2 + 27b2 = 4p ou b, € Z.
Exercice 279 [X MP 2024 # 277] Pour p premier impair, on note x: F, — {1, —1, 0} la fonction définie par x(0) = 0, x(z) = 1 pour
tout élément x de F,; qui est un carre, et x(z) = —1 dans toute autre situation.

X1, XQGFX {1}

2inx

Pour ¢ € N, onpose g,(t) = >, X(tx)e 7.

b—1 2imta

« Soit pun nombre premier impair, et des entiers a et btels que 0 < a < b < p. Montrer que g, (1) Zi_:la x(n) = Zmer x(z) e »

On admettra dans la suite que |g,(1)| = /p.

t=a

« Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que, quels que soient p premier impair, et a, b entiers tels que 0 < a < b < p,
b—a
on ait card{k € [a,b — 1], k est un carre modulo p} = —5 T Upapou [Up,ap| < M \/pInp.

Exercice 280 [X MP 2024 # 278] Soit G un groupe fini de cardinal 2n ou n est impair.

« Montrer que G posséde un élément d’ordre 2.

« Montrer que G posséde un sous-groupe d’ordre n.

Ind : Considérer I'application ® qui a g € G associe ®(g): G — G telle que, pour tout x € G, (g)(z) = gz.

« s Trouver un contre-exemple si v est pair.
Exercice 281 [X MP 2024 # 279] Soit p un nombre premier. On dit qu’un groupe G est un p-groupe si, pour tout g € G, 'ordre de g
est une puissance de p. Si k € N*, on dit que G est k-divisible si, pour tout g € G, il existe = € G tel que z* = g.

« Montrer qu’un p-groupe non trivial et p-divisible est infini.

« Donner un exemple de tel groupe.

« Montrer que G est alors k-divisible pour tout k.
Exercice 282 [X MP 2024 # 280] Soit G un groupe d’ordre n > 1. Pour ¢1,..., gy € G, onnote E(g1,...,9x) = {gi,---gi. ; S €
N, 1<i; <---<is <k} (avec la convention que I’élément neutre est le produit vide donc appartient a cet ensemble).

« Soient g1,..., g € G tel que G = E(gi, ..., gy). Montrer que k > [logy(n)].

« Soit A C G. Montrer que Y, _.|A N Az| = |A]%.

« Montrer qu’il existe g1, ..., gx € G tels que G = E(g1,...,gxr) avec k < [log,(2nlnn)].

Exercice 283 [X MP 2024 # 281] On note S(C) le groupe des permutations de C. Soit G un sous-groupe cyclique de S(C) d’ordre
2™, oun > 2, contenant la conjugaison complexe.
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« Montrer que, pour tout z € C \ R, il existe 7 € G tel que 7(z) # *=.

« Soit H un sous-groupe de G d’ordre 2"~ 1. Montrer que H contient au moins deux applications R-linéaires.

+ sA On regarde C comme R-espace vectoriel. Est-il possible que GG ne soit composé que d’applications linéaires ?

+ sA Montrer que G contient exactement deux applications R-linéaires.

Exercice 284 [X MP 2024 # 282] Soit .A une C-algébre. On suppose que A est munie d’une norme N vérifiant : Va, b € A, N(ab) =
N(a)N(b).
« Soitz € A.Enposant z = z-1 4, onidentifie C 4 une sous-algebre de A. Montrer qu’il existe zg € Ctelque Vz € C, N(z—2p) <
N(xz — z). On pose a = x — 2.

« On suppose que N (a) = 2. Montrer que Vn € N*, Vz € U,,, N(a—z) > 2. Montrer ensuite que N(a—1) = 2 puis N(a—5) = 2.

- Montrer que A est isomorphe 4 C, i.e. dim A = 1.

Exercice 285 [X MP 2024 # 283] « Soit f I’application qui a z € U\ {i} associe le point d’intersection de R et de la droite passant
par z et i. Montrer que f(z) € Q < z € Q(4).

« Montrer qu’il existe une infinite de triplets non proportionnels (a, b, c) € Z3 tels que a® + b = 2.

Exercice 286 [X MP 2024 # 284] On appelle nombre de coefficients positifs du polynéme P = > ;'_; a;X* € R[X] de degré n > 1
le cardinal de 'ensemble {i € [0,n], a; > 0}.

« Soit P € R[X] de degré n > 2. Montrer que P? & au moins trois coefficients positifs.

« Montrer que, pour tout entier n > 2, il existe P € R[X] de degré n tel que P? ait exactement trois coefficients positifs.
Exercice 287 [X MP 2024 # 285] Soientn € N, P € Z[X] de degré majore par n, A le pged de P(0), P(1),..., P(n). Montrer que,
pour tout k € Z, A divise P(k).

Exercice 288 [X MP 2024 # 286] Soit P = ZZ:O ap Xk € C[X] de degré n > 2 dont on note zo, ..., 2,1 les racines. On note
t1,...,tn—1 les racines complexes de P’ et 'on suppose que : Vk € [0,n — 1], |zx] < 1.

« Montrer que : Vk € [1,n — 1], |tg] < 1.

P// (ZO)
P/(Z())

« On suppose que 2 est racine simple de P. Calculer deux facons :

> en fonction de zg et des t;
> en fonction de zg et des z.
1 1
« Soit z € C\ {—1} tel que |z| < 1. Montrer que Re (H—z) > 5
« On suppose que 2o = 1 et que z( est racine simple. Montrer qu’il existe k& € [1,n — 1] tel que |1 — #| < 1.
« On suppose que |z9| = 1. Montrer qu’il existe ¢ € [1,n — 1] tel que |z — ;| < 1.
« s Soient () € R[X] non constant et « € R*. On pose P = Q? + . Montrer qu’il existe une racine z de P et une racine ¢ de P’
telles que |z — t| < |z].
Exercice 289 [X MP 2024 # 287] Pour P = ag + a1 X + -+ + a, X" € C[X], on pose || P|| = (X1 |a:[?)
« Montrer que pour tout P € C[X]etz € C, (X — 2)P| = ||(1 — 2X) P
« On suppose P unitaire, et on note Mp le produit des modules des racines de P de module > 1. Montrer que Mp < || P|.
« Montrer, pour 1 < k < n — 1, que |ag| < ("gl)Mp + (z:i)
Exercice 290 [X MP 2024 # 288] « Soient P = agp + a1 X + -+ + ap, X" € C[X] de degré n > 1. On pose r = min{|z|, z €
C, P(z) = 0}, et on suppose r > 0. Si a;, # 0, montrer que r* < ( 5 )%
« Soit A, = {P € C[X] | deg P = n, P(—1) = P(1) = 0}. Montrer que supp. 4, {min{|z|, P'(z) = 0}} < 4o0.
Exercice 291 [X MP 2024 # 289] Soient w,q € C* tels que w? n’est pas une puissance entiére de g. On consideére I'équation
(%): wf(2)g(qz) = w?f(qz)g(z) + P(2), d’inconnues (P, f, g) € C[X]?, avec g, P unitaires.
« Si (P, f, g) vérifie (x), trouver une relation entre les degrés de P, f, g.
« On fixe P. Montrer 'existence de (f, g) tel que (P, f, g) vérifie (x).
« On fixe (P, f). Y a-t-il unicité de g tel que (P, f, g) vérifie (*)?
Exercice 292 [X MP 2024 # 290] Soit § € C un nombre algébrique.
« Montrer que 'ensemble des polyndmes annulateurs de 6 est ’'ensemble des multiples d’un certain polynéme P € Q[X] unitaire,
déterminé de maniére unique. On écrit P = >} ax X k avec a, = 1, et on suppose P a coefficients entiers, 6 irrationnel et
ap Z 0.
« Montrer que n > 2, ag > 0 et 6 est racine simple de P.

1/2

« Onpose @ = X"P(1/X)et f: z— ggg Montrer que si ! n’est pas un pole de f, alors ag = 1 et n est pair.
« Montrer qu’il existe r > 0 et une suite (b,,) d’entiers telle que pour tout z € D(0,r), on ait f définie en z et f(2) = :i% b 2"
Exercice 293 [X MP 2024 # 291] Soit M € M,,(R).

« Si M est inversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum pour la rendre non-inversible ?

« Si M n’est pas inversible, combien de coefficients de M faut-il modifier au minimum pour la rendre inversible ?

29



Exercice 294 [X MP 2024 # 292] Soient V un R-espace vectoriel de dimension finie, et a,b € L(V). Pour u,v € L(V'), on pose

[u, v] = uv — vu. On suppose que a est nilpotent et que [a, [, b]] = 0. Montrer que [a, b] et ab sont nilpotents.
Exercice 295 [X MP 2024 # 293] Soit Vj,...,V,, des espaces vectoriels, (vg,..., v} ) € L(Vo, V1) x -+ x L(V,,_1,V,,) et
(v ,..-,v,) € L(VA, Vo) X+ X L(Vp, Viu—1). On suppose que v, ov;” = —v;, , ov; pourtouti € [1,n — 1], etque v;}_;ov,; = 0.

Montrer que I'endomorphisme v; o va' de V est nilpotent. Déterminer I'indice de nilpotence maximal possible de v] o U(')" .

Exercice 296 [X MP 2024 # 294] Pour tout o € S,,, on note P, € M,,(R) la matrice de permutation associée et, pour tout k, ny (o)
le nombre de cycles de longueur k£ dans la décomposition de o en produit de cycles a supports disjoints.

« Soit o € S,. Calculer, pour tout k, tr(P¥) en fonction des n,.(o).

« En déduire que deux permutations o, 7 € S,, sont conjuguées dans S, si et seulement si les matrices P, et P, sont semblables.
Exercice 297 [X MP 2024 # 295] Soient V' = C™ et T = (C*)". Pour tout v € V et toute partie H C V, onnote H - v =
{(hv1,..., hyvy), h € H}.

« Soit v € V. Déterminer la nature topologique de 7" - v. Preciser notamment son adherence.

+ Quels sont les sous-espaces W C V tels que, pour toutv € T, W - v = W?

« Dénombrer les familles (W;);c[o,»] de sous-espaces vectoriels satisfaisant la condition de la question précédente et les inclusions

strictes Wy C Wy C --- C W),
Exercice 298 [X MP 2024 # 296] Soient V' un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle et ¢ un morphisme de groupes de U
dans GL(V) tel que {0} et V' soient les seuls sous-espaces vectoriels de V' stables par tous les ¢(g) pour g € U.
» Montrer que dim V = 1.
- On suppose f: 6 € R+ ¢(e'?) dérivable en 0. Déterminer .
Exercice 299 [X MP 2024 # 297] Soit M = (m; j)1<i,j<n € My(C). On dit que (V, A, B) est une realisation de M si :

« V est un C-espace vectoriel de dimension d,

« A= (ay,...,a,) est une famille libre de formes linéaires sur V,

« B=(by,...,b,) est une famille libre de vecteurs de V,

« pour tous 4, j, a;(b;) = m; ;.

On dit que d est la dimension de la réalisation.

« Montrer que si M est realisée par un espace de dimension d, elle I’est aussi par un espace de dimension d’ > d.

-1 1
« Trouver la dimension minimale d’une realisation de M.
Exercice 300 FORMULE DE GLAUBER [X MP 2024 # 298] Soient A, B € M,,(R) commutant 8 AB — BA.
« sV2 Simplifier eA* Be~4t,
- Calculer exp(A + B).
Exercice 301 [X MP 2024 # 299] Soient A, B, M € M, (R) telles que x4 = x5 et AM = MB.
« Montrer que, pour tous 7 € Net X € M, (R),onatr((A— MX)") =tr((B—-XM)").
« En déduire que, pour tout X € M, (R), onadet(A — MX) = det(B — X M).

Exercice 302 [X MP 2024 # 300] La matrice ( (1) 20124

Exercice 303 [X MP 2024 #301] Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soient a, b € L(E). On suppose que : ab—ba = fowv
avec f € L(C,E)etv e L(E,C).
« Calculer det(ab — ba).

« Montrer que a et b sont cotrigonalisables.

Exercice 304 [X MP 2024 # 302] Soit .A un sous-espace vectoriel de M,,(R) stable par crochet de Lie : pour M, N € A, [M,N] =
MN —NM € A. TODO

1 -1
« Trouver une realisation de la matrice My = ( )

) peut-elle s’écrire 3,0 (;}2:)1142"‘*1 avec A € M3(R)?

« On suppose que, pour tout M € A, N — [M, N] induit un endomorphisme diagonalisable de .A. Montrer que VM, N € A,
[M,N]=0.
« On suppose que dim A < 3 et que, pour tout M € A, N — [M, N] induit un endomorphisme nilpotent de .A. On pose Ay = A
et,pour j € N, Aj 11 = {[M, N], (M, N) € A3}. Montrer que Az = {0}.
Exercice 305 [X MP 2024 # 303] Soit E un espace vectoriel de dimension n. Un drapeau de E est une famille de sous-espaces
(F3)iefo,n telle que Fo € Fy € --- C F,.
+ Soit (F);e[o,n] un drapeau de E. Déterminer dim F} pour tout & € [0, n].
+ E On considére dorénavant deux drapeaux (F});cfo,n] €t (Gi)ic[o,n]-
« Soient i € [1,n], jo € [0,n] tels que F;_1 + G, = F; + G;,. Montrer que, pour tout j > jo, F;_1 + G; = F; + Gj.
« Soit ¢ € [1,n]. Montrer qu’il existe j € [1,n] tel que F;_1 + G; = F; + G;.
« Montrer que l'application o qui a ¢ associe min{j € [1,n], F;—1 + G; = F; + G, } est une permutation de [1, n].
+ Montrer qu’il existe une base (ey, ..., e,) de E telle que Vi € [1,n], e; € F; N Gy;).
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« s Soit A € GL,,(K). Montrer qu’il existe une unique permutation 7 € S,, pour laquelle il existe deux matrices U et V' triangu-
laires supérieures dans M,, (K) vérifiant A = UP,V ou P, = (5i77(j))1§i’j§n, et montrer qu’on peut en outre imposer que 1
soit la seule valeur propre de U.
Exercice 306 [X MP 2024 # 304] On considére un groupe fini GG et un C-espace vectoriel V' de dimension finie. Soit p un morphisme
injectif de G dans GL(V).
« Calculer tr(p(e)) ou e est le neutre de G.
« Montrer que, pour tout g € G, p(g) est diagonalisable.
« Montrer que, si tr(p(g)) = tr(p(e)), alors p(g) = p(e).
« Soit f: G — C.Pourm € N, onnote ap, = >_ . f(9) (tr(p(g)))™. Démontrer qu’il existe m € N tel que a,, # 0 lorsque
f(e) 0,
« Montrer que ®: z — Z:;O:Oo amz™ est une fonction rationnelle.
« Onprend G = G et p: 63 — GL(V).
Montrer qu’il existe une décomposition de V' sous la forme ), E; telle que :

> Vi, Vg € G, E; est stable par p(g)
> Vi, dim E; € {1,2).

Exercice 307 [X MP 2024 # 305] Soit d > 2. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soient 6, > 0 avec d; # do.

d+1)(d+4
x; — x| € {01,02}. Montrer que n < %

Ind. Montrer que les f;: y — (||y —ai|® - (5%) (||y o — 5%) sont linéairement indépendantes.

Soient 1, ..., z, € R% On suppose que Vi # j,

Exercice 308 [X MP 2024 # 306] Pour n € N*, soit H,, = {M e M,({-1,1}) | MTM = nIn}.
o Déterminer Hy, H, et Hs.
« Soit n > 4 tel que H,, # (). Montrer que 4 divise 7.
« Alaide de A € H,,, construire une matrice B € Ho,,.
« Soit p un nombre premier tel que p = 3 [4]. Montrer que Hp, ;1 n’est pas vide.
Exercice 309 [X MP 2024 # 307] On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit v € R? unitaire.
Soient oy & & — 2 (z,u)u et Q, = {x € R® | (z,u) > 0et (z,0,(z)) <0}.
« Décrire et représenter €2,,.
« Montrer que 2, est auto-dual, c’est-a-dire que 2, = {y ER?; V€, (z,y) > 0}.
« On dit que =z € Q, est extrémal si : V1,29 € Q,, x = 1 + 22 = x, 21, T2 colinéaires. Quels sont les points extrémaux de
Q,?
« Si f € L£(R3), ondit que f est extrémalsi f(€,) C Q, et, pour tous g, h € L(R3) tels que f = g+h, () C Qu, A(Qu) C Qu,
ona f, g, h colinéaires.
Déterminer les endomorphismes extrémaux de rang 1.

Exercice 310 [X MP 2024 # 308] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient (vq,...,v,) € R™\ {0} et r =
rg(v1, ..., vy). On cherche a quelle condition il existe une base orthonormée (f1,..., f,,) de R™ et un projecteur orthogonal p tels

que : Vi € [1,n], p(f;) = v;.

« Traiter le cas r = n.

« On suppose dans cette question que n = 2 et r = 1. Donner une condition nécessaire et suffisante dans ce cas.
Exercice 311 [X MP 2024 # 309] Combien y a-t-il de matrices orthogonales de taille n € N* a coefficients dans Z?
Exercice 312 [X MP 2024 # 310] Un produit scalaire hermitien ® sur le C-espace vectoriel E est une application ¢ : E x E — C telle
que:Vy € B, x +— ®(z,y) est linéaire; V(z,y) € E2 ®(y,x) = ®(z,y); Vo € E\ {0}, ®(x,z) > 0. On note alors ||z| = /P (z,z)
pourz € E.

« On munit C? du produit scalaire hermitien tel que {(z1,22), (y1,¥y2)) = 191 + 22¥s. Soit T' I'endomorphisme de C? dont la
matrice dans la base canonique est (8 é) .Déterminer {(Tz,z) ; z € C?, ||z|? = 1}.
« Onmunit 'espace £2(N, C) des suites complexes (1, ), >0 de carré sommable du produit scalaire défini par : (u, v) = 3% u,,7y,.
Soit T’ 'endomorphisme de £%(N, C) quia (uy, )n>0 associe la suite (uy41)n>0. Déterminer { (T'w, u) ; u € £2(N,C), [lul|* = 1}.
Exercice 313 [X MP 2024 # 311] Soientn € N*,a; < --- < a, et by < --- < b, des nombres réels, A et B dans S,,(R) telles que
xa = [l (X —ax) et xp = [[_; (X — by). Montrer que tr(AB) < >_7'_, abs.

Exercice 314 [X MP 2024 # 312] On munit P'espace £ = R"™ de sa structure euclidienne canonique. Soit v un endomorphisme
autoadjoint de E. On note A\; < --- < )\, les valeurs propres de . Soit (eq, ..., €,) une base orthonormée de F telle que Vi €

Hlvnﬂ7 <U(€i),€i> = A

Montrer que (eq, ..., €,,) est une base de vecteurs propres de u.

2) Analyse

Exercice 315 [X MP 2024 # 313] Soit F un espace vectoriel normé. Que dire d’une partie A de E a la fois ouverte et fermée ?
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_° %
Exercice 316 [X MP 2024 # 314] Trouver une partie A de R telle que A, A°, A, A et A soient toutes distinctes.
Exercice 317 [X MP 2024 # 315] Soit N une norme sur R (ou d > 1).
« Montrer que la boule unite fermée pour N est fermée, bornée, d’intérieur non vide, convexe et symétrique par rapport a 0.

+ Soit C' une partie non vide de E, fermée, bornée, d’intérieur non vide, convexe et symétrique par rapport a 0. Montrer qu’il
existe une norme sur R% dont C est la boule unite fermée.

Exercice 318 [X MP 2024 # 316] Soit f: [0,1] — R.
« Montrer que si f est continue alors le graphe de f noté I'; est fermé dans R%. La réciproque est-elle vraie ?
+ Montrer que si Iy est compact alors f est continue.

Exercice 319 [X MP 2024 # 317] Soient E I’ensemble des polyndmes a coefficients dans {—1,0, 1} et A 'ensemble des racines des
polynémes non nuls de F.

« Trouver des propriétés de base sur A (stabilité ou symétrie).
« Montrer que, pour tout a € A, |a| < 2.
« Montrer que A = [-2,—1/2] U {0} U [1/2,2].
Exercice 320 [X MP 2024 # 318] Soit £ = C°([0, 1],R) muni de la norme infinie.

« Soit hy: E — R définie par hy(f) = >  f (%) q% Montrer que h; est bien définie et continue.
p/q€0N[0,1]
pAg=1

- Soient g: R — R croissante et ho: £/ — R définie par ho(f) = sup,c(o,1) 9(f(2))-
Déterminer les points de continuité de ho.
Exercice 321 [X MP 2024 # 319] Existe-t-il une fonction continue f: C — C telle que fo f = exp?
Exercice 322 [X MP 2024 # 320] « Soit A € M,,(R), exprimer la norme subordonnée de A relative a la norme infinie, puis a la
norme 1.
« Montrer que si [|A[op,oc < L et |[A]lop,1 < 1, alors ||Aflop,2 < 1.

« Soit A € GL,(R), montrer que inf ggcr,, () [ B — Allop,2 = VA1, ou A1 est la plus petite valeur propre de AA”.

Exercice 323 [X MP 2024 # 321] Soit (u,) une suite réelle majorée telle que Vn € N*, u,, = 1 Ziin_ﬂ ug. Montrer que (u,,) est
constante.

Exercice 324 [X MP 2024 # 322] On définit la suite (z,,) par zo € C* et, pour toutn € N, 2,41 = 3 (zn + i).

Zn
« Lorsque zp € R*, étudier I'existence de la suite (z,) et sa convergence.
« Méme question lorsque 2y € C*.
Exercice 325 [X MP 2024 # 323] - Sin € N*, montrer que I’équation y_;'_, 2* = 1 admet une unique solution dans R que
I’on note a,,.
« Montrer que (ay)n>1 converge vers une limite £ & déterminer. Donner un équivalent de a,, — £.
Exercice 326 [X MP 2024 # 324] Soit (a,, ), >0 une suite strictement décroissante a termes dans ]0,1[. Soient o > 0 et (u,,) définie

par ug > 0etVn € N, upt1 = up(u® + ay). Montrer qu’il existe un unique ug > 0 tel que la suite (u,,) converge vers un réel > 0.
Déterminer alors cette limite.
Exercice 327 [X MP 2024 # 325] « Soient a,b € N* avec a A b = 1. Montrer l'existence de N € N* tel que, pour toutn > N, il
existe (u,v) € N? vérifiant n = au + bv.
« Soit (S,,)n>1 une suite strictement croissante d’éléments de N\ {0, 1}. On suppose que 'ensemble S = {s,,, n € N*} est stable
par produit.

Sn+1
Sn

Exercice 328 [X MP 2024 # 326] Soit f: R — R 1-périodique.
On définit : VS € RN", Vn € N*, M, (f,5) = 2377, f(Sk).

« Montrer que la suite (M, (f, S)) converge pour toute suite S si et seulement si f est constante.

— 1 si et seulement s’il existe p, g € N* tels que In(sp) ¢ Q.

Montrer que In(sq)

+ Ondit qu’une suite réelle (u,,) est équirépartie modulo 1 lorsque pour tout fonction continue 1-périodique, % Sopey flug) Frrenest fol f
Montrer que la suite (1/n) est équirépartie modulo 1.
Exercice 329 [X MP 2024 # 327] Calculer la somme de la série de terme general n?2~("+1)

]
Exercice 330 [X MP 2024 # 328] Soit ¢: N* — N* injective. Nature de > % ?
]

ne

[
Exercice 331 [X MP 2024 # 329] Déterminer la nature de la série > sin(my/n)
[

Exercice 332 [X MP 2024 # 330] Soit (uy,,) une suite réelle strictement positive telle que la série »_ u,, converge.

1

Montrer que la série de terme general v, = 15—
n

diverge.
Exercice 333 [X MP 2024 # 331] « Soit (up)n>0 € (RT*)N. Pour n € N, on pose S,, = ug + -+ + u,. On suppose que

Sa 5 ¢ > 0. Déterminer la nature de (S,,). Donner un équivalent de Lo kug.

NUn  n—s+oo
« Soient (Un)n>0, (Un)n>0 € (RT*)N. Pour n € N, on pose S, = ug + --- + u, et Tj, = vg + --- + v,. On suppose que

n * T, * 2 : 1 n
e ST 0 € R et e ST b € R% . Donner un équivalent de P D o UkUk- TODO
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Exercice 334 [X MP 2024 # 332] Déterminer les fonctions dérivables f: R — R telles que V(z,y) € R?, f(2)f(y) = f(z +yf(z)).
Exercice 335 [X MP 2024 # 333] Soit f: N* — R telle que f(mn) = f(m) + f(n) pour tous m,n > 1.
« On suppose [ croissante. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que : Vn € N*, f(n) = clnn.
« On suppose que f(n+ 1) — f(n) — 0 quand n — +00. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que : Vn € N*, f(n) = clnn.
Exercice 336 [X MP 2024 # 334] Soit F '’ensemble des f € C*°(R,R) telles que f +—Oo> 0.
SifeFE, onpose A(f):x+— flx +1)— f(x).
« Montrer que A est un endomorphisme de E. Est-ce un automorphisme ?!! (surjectivité ? Sous la forme d’une série ?)
« Soient f € E,x € Retn € N*.
Montrer qu'il existe z,, € |z, z + n[ tel que A™(f)(x) = f™)(z,,).
(y—1)- k'(y —k+1) Ak(f)(x)
Exercice 337 [X MP 2024 # 335] Déterminer les f € C?([0, 1], R) telles que Vx € [0, 1], f(z) = 2(f(z/2) + f(1 — x/2)).
Exercice 338 [X MP 2024 # 336] Soient IV et d deux entiers supérieurs ou egaux & 1. On pose D = [—N, N]]d et on note (eq, ..., ¢eq)
la base canonique de RY. TODO

On note 9D = {Z?Zl xiei; (X1,...,2y) € D, Fi € [1,d], |zi| = N} etD = D\ 0D.

Ind. Etudiery — f(z +y)ety — > 1, Y

Pouri € [1,d] etu: D — R, onpose Vo € D, Aju(z) = 2u(z) — u(z + ¢;) — u(x — e;).
On pose, pour z € D, Mu(x) = szl Aju(z).
« Construire une fonction u: D — R concave, i.e. vérifiant Vi € [1,d], A;u > 0, telle que Vo € D, Mu(x) > 0 et ulgp = 0.

Pour f: B — R™ fixée, on note A I'ensemble des h: D — R™ concaves, nulles sur 9D et telles que Mh > f. Soit u: z
infrea h(x).
« Montrer que A est non vide.
« Montrer que u € A et que Mu = f.
Exercice 339 [X MP 2024 # 337] Si f est une fonction de [0, 1] dans R, on note V() la borne supérieure, dans [0, +-00], de 'ensemble
{ Z;é |flags1r — flag)|; meN0<as<a; - <a,< 1}. On note V B I'ensemble des fonctions f de [0, 1] dans R telles que
V(f) < 4o0.
« Montrer que V' B est un sous-espace de I'espace vectoriel des fonctions f de [0, 1] dans R contenant les fonctions monotones et
les fonctions lipschitziennes.
« Donner un exemple de fonction continue de [0, 1] dans R n’appartenant pas 8 V B.

« Montrer qu’une fonction f de [0, 1] dans R est dans V' B si et seulement si elle est différence deux fonctions croissantes de [0, 1]
dans R.

« Soit f € RI%!. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
> Vg € [0, 191V (g) < +o00 = V(fog) < +o0;
> f est lipschitzienne.
Exercice 340 [X MP 2024 # 338] 1. Soit f: R™ — R une fonction convexe.

« Montrer qu'il existe £ € R tel que (;)

e ¢; déterminer les valeurs possibles de /.
« Sif € R, montrer que f(z) — ¢z posséde une limite dans R quand x tend vers +oc et déterminer les limites possibles.
2. Soient f, g convexes et continues sur [0, 1] vérifiant max(f, g) > 0.
Montrer qu’il existe «, 3 positifs et non tous nuls tels que a.f + Bg > 0.
3. Soient f1,..., fn : [0,1] = R convexes et continues vérifiant max(f1,..., f») > 0.
Montrer qu’il existe vy, . . ., o, positifs et non tous nuls vérifiant 22:1 agfr > 0.
Exercice 341 [X MP 2024 # 339] Soient f € C*(R,R) et (a,b) € R? avec a < b. Montrer I'équivalence entre :
« f n’est pas polynomiale,
« Vect ({z — f(az + ) ; (o, B) € R?}) est dense dans C%([a, b],R).
Exercice 342 [X MP 2024 # 340] Soient F' un fermé de R, O =R\ F.
+ Montrer que O est reunion dénombrable d’intervalles ouverts bornés.
« Montrer qu’il existe une fonction f de classe C*° de R dans R telle que F' = f~1({0}).
Exercice 343 [X MP 2024 # 341] On munit £ = C°([0,1],R) de la norme || || .
Pour f € E, soit T'(f): t € [0, 1] = supjg 4 (f) — f(¢). Soit f € E.
« Montrer que T'(f) est continue, que T'(f) > 0 et que T'(f)(0) = 0.
« Montrer que la suite (|77 (f)||)n>0 est décroissante.
« Si f est K-lipschitzienne, montrer que 7'( f) est lipschitzienne.
« Soit f € E lipschitzienne. Montrer que (7 f) converge uniformément vers la fonction nulle.
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Exercice 344 [X MP 2024 # 342] Soit f : [0,1] — [—a, b] continue, ou a et b sont dans R*. On suppose que fol f(@®)dt = 0.
Montrer que fo t)2dt < ab.

Exercice 345 [X MP 2024 # 343] Pourr € Retn € N, soit D,,(r) = f_ll(l — 22)" cos(rx)du.
« Montrer que, pour tout n € N, il existe P,, et (),, des polyndmes a coefficients entiers de degré au plus n tels que, pour tout
7 € R, Dy(r) = wier (Pa(r) cos(r) + Qu(r) sin(r)).
« En déduire que 7 est irrationnel.
Exercice 346 [X MP 2024 # 344] Soient f: R — R de classe C! a support compact et E 'ensemble des fonctions ¢ de R dans R, de

classe C! bornées par 1. Déterminer sup { fjooj fo, pekE

Exercice 347 [X MP 2024 # 345] Nature de [, ey 427

Exercice 348 [X MP 2024 # 346] Soit f: R — R intégrable et lipschitzienne. Peut-il exister un réel  non nul tel que la série de terme
general f(nz) diverge?

Exercice 349 [X MP 2024 # 347] Soit (f,) une suite de C*(]0,1],R) convergeant uniformément vers une fonction f sur [0, 1]. On
suppose que, pour toute fonction g € C1([0, 1], fo 7 g — 0 quand n — +00. Que dire de f?

. . s(na)

Exercice 350 [X MP 2024 # 347] Soit z € R. Calculer )~ _\. <22

Exercice 351 [X MP 2024 # 348] Montrer que > % (1-(1—e")") ~In(z) quand z — +o0.

Exercice 352 [X MP 2024 # 349] Soit ¢ € R*. Soit a € C°(R,R*). Soit m, M deux réels vérifiant : 0 < m < M et m < |a| < M.
On suppose egalement que m > 2 ou M < % Montrer qu’il existe une unique fonction F': R — R* continue et bornée vérifiant

LVEER,F(t) =1+ 24,

Exercice 353 [X MP 2024 # 350] Soit Y a, 2™ une série entiére dont le rayon de convergence appartient & |0, +-occ[. Déterminer le
rayon de convergence de » anz"

Exercice 354 [X MP 2024 # 351] Soit z > 0.
« Montrer que : Vn € N, 741 (— 1)’“% <eT <Y (~1)k LEs

2
« Montrer que : Vn € N 22"“(—1)’“”2::11 < arctanz < Z (—1)’”;:%.
k, 2k k 2k
« s Montrer que Vn € N ZZHH (43()19')2 <2 01 C\‘/);(L; dt < Zk 0 ;:T)Z'
Exercice 355 [X MP 2024 # 352] Montrer que, pour tous r € ]0,1[et§ € R, In |1 —re?| = — toe 77 cos(nd).

Exercice 356 [X MP 2024 # 353] Soit f: R — R de classe C™ telle que Vn € N, Va € R, f(™(z) > 0.
« On suppose que f(0) = 0. Montrer que Yz < 0, f(x) =
« On suppose que f(0) = 0. Montrer que Vz > 0,Vn € N*, f(x) < %f,(:z:) Que peut-on en déduire ?

. Dé n f0) k
Démontrer que Vo € R, Y, *57—w p— f(z).
Exercice 357 [X MP 2024 # 354] Soit (L, ), >0 définie par Lo = L1 = let,sin > 1, L,11 = (n+ 1)L, — (Z)Ln_g, avec L_; = 0.
Onpose f:z+— ::O% f{;x

« Montrer que le rayon de convergence de f est strictement positif.

« Montrer que — 0.

« Déterminer f. Ind. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

« En déduire un équivalent de I;L—?
Exercice 358 [X MP 2024 # 355] Une série ), - a, est dite primitive lorsqu’elle est a termes entiers et il n’existe pas d’entier d > 1
divisant tous les a,,.

« Soit ), <o an et > - by deux séries primitives. Montrer que leur produit de Cauchy est une série primitive.

. Soit F(z) = Y onen n2", 0U ¢, € Z pour tout n, telle qu’il existe P et () dans C[X] avec PAQ = 1 et Q(0) = 1, tels que, pour

z voisin de 0, on ait F'(z) = ggz; . Montrer que (P, Q) € Q[X]?.

« s A Compléter.

2
Exercice 359 [X MP 2024 # 356] Soit n > 2. On pose g, = Y ,_, 2%(2:) . Soit K, I’élément de R, [X] tel que \/1177 o
K, (x) 4+ o(z™).
2 0 (2
- Montrer que 5- foﬂ |Kn (e“’)’ df = gy.
« Soit 3 ayz* une série entiére de rayon de convergence supérieur ou egal a 1, de somme f(z). On suppose que, pour |z| < 1,
|f(2)| < 1. Montrer que >, _, ak| < gn.

Exercice 360 [X MP 2024 # 357] Déterminer la limite de la suite de terme general u,, = n f0+oo sin(¢™) dt.
Exercice 361 [X MP 2024 # 358] Soit r € ]0,7[. Déterminer la limite de la suite de terme general u,, = [" sin(nt) g,

sint

Exercice 362 [X MP 2024 # 359] Déterminer un équivalent en 1~ de x — fol L

—— it
V(A—t2)(1—zt2)
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Exercice 363 [X MP 2024 # 360] Calculer f(z) = [; {7z dt.

Exercice 364 [X MP 2024 # 361] Soitt > 0. Our p € R, on pose F,(p) = f0+oo —te* cos(pa?) du,
Fy(p) = 0+°° e~ sin(pa?) da et Z = F, + iF.
» Montrer que Z est de classe C* sur R.

« Déterminer une équation différentielle du premier ordre satisfaite par Z.
« En déduire F, et Fj.
Exercice 365 [X MP 2024 # 362] Soit f: RT — R% de classe C' telle que 2@ 5 eR quand x — +o0.

f=@)
« Soit m € R’.. Montrer que x + fHm )(c( admet une limite en +00; la calculer.

. Soit I: t f0+°o e f(z)dz

> Montrer que [ est définie sur R? .

> Montrer que I admet une limite finie en +o0.
> Supposons a < —1. Déterminer la limite de 7 en 0.
Exercice 366 [X MP 2024 # 363] « Soient I et J deux segments de R, et f : I X J — R continue. Montrer I'existence et I’égalité
des deux quantites [, ([, f(z,y)dy) dz et [, ([, f(z,y)dz) dy.
- Pour @ €]0,1[ et f: R — R de classe C' telle que f et f'? sont intégrables sur R, on note || f[|2 = [ (fR 'f‘j)ylﬁzu‘ dy) dx.
Montrer que || ||, définit une norme sur I'espace vectoriel { f € C1(R,R), (f, f') € L*(R,R)?}.

Exercice 367 [X MP 2024 # 364] Soientn € N*, (a; ;)1<; j<n des éléments de R™™, f1,..., f,, des fonctions dérivables de R* dans
R tendant vers 0 en +oo telles que, pour tout i € [1,n], f/ = Z?:l a; ; f;. Montrer que la famille (f1,..., f,,) est liée.

Exercice 368 [X MP 2024 # 365] « Soit f € C'([0,7],R) telle que f(0) = f(m) = 0. Montrer que [ f? < %2 Jo (f)2.
- Soit f,q € C°([0,7],R) telle que Vz € [0,7], g(z) < . Soient a,b € R. Montrer qu’il existe une unique fonction y €
C%([0, 7], R) telle que ¥ + qy = f, y(0) = a, y(7) = b.
Exercice 369 [X MP 2024 # 366] Pour f € C*°(R,R), on pose H(f): x v 2%f(z) — f"(x), A_(f): @ — —f'(z) + zf(z) et
Ap(f): z = fl(2) + 2 f ().
o Déterminer A_ o Ay et Ay o A_.
« Montrer qu’il existe une unique @ € C*°(R, R) de carré intégrable, telle que H(pg) = g et ¢o(0) = 1.
« E On pose, pour n € N*, ¢, = A™ (¢9).
« Montrer que, pour toutn € N, H(¢,,) = (2n + 1)¢y,.
« Montrer que ,, s’écrit sous la forme P,, X g avec P,, polynomiale.
Exercice 370 [X MP 2024 # 367] « Soit f une fonction croissante de [a, b] dans [a, b]. Montrer que f posséde un point fixe.
« On s’intéresse a 'équation différentielle (E): 2'(t) = cos(z(t)) + cos(t). On admet que, pour tout a € [0, 7], il existe une
unique solution ¢, définie sur R telle que ¢, (0) = a, et de plus que s’il existe ¢ tel que @, (t) = wp(t) alors a = b.
Montrter qu’il existe une unique solution ¢, de (E) qui est 27-périodique.
Exercice 371 [X MP 2024 # 368] « Soit x de classe C' au voisinage de +00. On suppose qu’il existe 7 > 0 et A > 0 tels qu’on ait
2'(t) + Ax(t — 7) < 0etz(t) > 0 au voisinage de +oo.
Démontrer que z(t — 7) < ﬁx(t) au voisinage de +o0.
« Soient x de classe C! sur R, metndans N*, Ay, ..., Ay, fi1, . . ., pty, desréels, 71, . . ., 7, des réels strictement positifs, 1, . . . , o,
des réels positifs.
On suppose que Vt € R, 2/(t) + > i ia/(t — 1) + vy paz(t — o;) = 0.
Démontrer qu’il existe c et K réels tels que, pour ¢ au voisinage de +oo, |/ (t)| < Ke®.
Exercice 372 [X MP 2024 # 369] . Soient f7 g R* — R des fonctions continues et K un réel strictement positif. On suppose
que, pour tout t € RT, f(t) < g(t) + Kfo u) du.
Montrer que, pour tout ¢ € R*, f( ) <g(t)+ K fo K= g (u) du.
. Soient A, B: RT — M,,(R) des fonctions continues, et M, N: RT™ — M,,(R) de classe C'. On suppose que Vt € RT, M'(t) =
A@)M(t), N'(t) = B(t)N(t) et que M(0) = N(0) = L,,.
On suppose de plus que ||A(t)|| < K et ||A(t) — B(t)|| < n pour tout ¢t € [0,T7], ou K,n, T sont des réels strictement positifs,
et || || une norme subordonnée sur M,,(R).
Montrer que, pour tout ¢ € [0, 7], || M (t) — N(t)| < et (e - 1).
Exercice 373 [X MP 2024 # 370] On munit R? de la norme euclidienne canonique. Soit P: R? — R une fonction polynomiale &
valeurs positives.
« La fonction polynomiale P atteint-elle nécessairement un minimum ?

« On suppose que P(z,y) " T ~+00. La fonction polynomiale P atteint-elle nécessairement un minimum ?
x,y)||—+oo

« On garde ’hypothese précédente. On note S(0, 1) le cercle unite.
Montrer que : V(z,y) € S(0,1),3C(x,y) € R U {+o0o}, lim;_ 1 oo P(tm W — Oz, y).
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« Montrer que C est a valeurs dans R™ ou qu’il n’existe qu’un nombre fini de couples (z, y) tels que C(z,y) < +oo.
Exercice 374 [X MP 2024 #371] Soient ug, u; € C*(R,R). Déterminer les fonctions u: R?> — R de classe C™ telles que gig — ‘2;72‘ =
2 2
(%) - (%) ,avec u(t =0,-) = ug et %(t =0,) = us.

Ind. On utilisera la fonction U = f o u avec f € C*°(R, R) convenable.

Exercice 375 [X MP 2024 # 372] Soient n € N* et r € [0,n], P 'ensemble des projecteurs orthogonaux de R™ sur un sous-espace
de dimension r et p € P. Déterminer ’ensemble des vecteurs tangents a P en p.

3) Géométrie

Exercice 376 [X MP 2024 # 373] Soit P un polynéme réel de degré 6. Une droite D est tangente a la courbe Cp en trois points
A, B,C d’abscisses a < b < c.

« On suppose que AB = BC. Montrer que les aires delimitées par [BC] et Cp d’une part, et par [AB] et Cp d’autre part, sont

egales.

« Onpose:q = % etQ = ‘2—; avec A; et Aj les aires susmentionnées. Montrer que : %q‘r’ << %q5.
Exercice 377 [X MP 2024 # 374] On se place dans le plan R?. Soient ¢y = (1,0), e; = (0,1) ez = (—1,0), e3 = (0, —1) et, pour
k >4, ex = €k mod 4. Soit P € R[X]. On écrit P = cg X" —c; X" 1 + .-+ (=1)"¢c,. On pose M_;(P) = (0,0), et pour k € [0,n],
M. (P) = My_1(P) + ¢ ex. Pour k € N, soit Dy, la droite passant par M}, (P) dirigée par e. Soit A € R. On pose A;(A) la droite
passant par (0,0) de pente A, Ag(A) la perpendicularaire a A;()) et passant par (0, 0) et, pour & > 2, Ap(A) = Ak mod 2)(A)-
On pose g = (0,0). Pour k& € N*, puy, est I'intersection de Dy, et de la parallele & Ay () passant par jg—1.

« On suppose dans cette question que P = X2 — 2X?2 — 5X + 6.

« Déterminer les racines de P.

« Pour chaque racine A de P, construire M3 et ps.

+ Que peut-on conjecturer ?

« En notant Jj, la distance algebrique selon ey, de My, & p11,, montrer que M,, = iy, si et seulement si P(A) = 0.

4) Probabilités
Exercice 378 [X MP 2024 # 375] Soient vy, ..., v, des vecteurs unitaires d’un espace euclidien. Montrer qu’il existe (¢1,...,&,) €
{=1,1}" tel que [ 320, e5vill < v/
Exercice 379 [X MP 2024 # 376] Soit E un ensemble fini. Dénombrer les triplets (A, B, C') de parties de E tellesque A C B C C.
Exercice 380 [X MP 2024 # 377] Soit r € N*. Combien y a-t-il de facon d’apparier les entiers de 1 a 27?
Exercice 381 [X MP 2024 # 378] Soit n € N*.
« Dénombrer les décompositions n = ny + - - - + n, our > 1 est arbitraire, et nq, ..., n, sont des entiers naturels non nuls.
« On fixe r € N*. Dénombrer les décompositions n = ny + - - - + n, ouny, ..., n, sont des entiers naturels non nuls.
Exercice 382 [X MP 2024 # 379] Soit N € N*. Dénombrer les fonctions f: [0,2N] — [0,2N] telles que f(0) = f(2N) = O et
Vk e [0,2N —1], |f(k+1)— f(k)] = 1.
Exercice 383 [X MP 2024 # 380] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}.
On pose S, = > ,_; Xk, etonnote N : w > Card{n € N*, S,(w) =0} € NU {+oo}.
« Montrer que E(N) = +c0.
« Exprimer P(INV > 2) en fonction de P(N > 1).
« Montrer que P(N = +00) = 1.
Exercice 384 [X MP 2024 # 381] Soit n € N*. Déterminer espérance et variance du nombre de points fixes d’une permutation de
[1,n].
Exercice 385 [X MP 2024 # 382] On munit S,, de la loi uniforme et on considére X, la variable aléatoire qui associe a une permutation
le nombre d’orbites de cette permutation.
« Calculer P(X,, = 1) et P(X,, = n).
« Déterminer la fonction generatrice de X,,.
« En déduire des équivalent de E(X,,) et V(X,,) quand n — +o0.
« Comment peut-on déterminer la loi de X, ?
Exercice 386 [X MP 2024 # 383] « Déterminer le nombre de listes de k entiers non consécutifs dans 'intervalle d’entiers [1, n].

« On place aléatoirement des couples (4;, B;), oui € {1,...,n}, autour d’une table ronde & 2n places, de sorte qu’aucun des A;
ne soit assis a coté d’un autre A;. On cherche la probabilité p,, que A; et B; ne soient pas a c6té. Montrer que, si la configuration
des A; est fixée, la probabilité que A; et B; ne soient pas a cote est inchangée. En déduire une expression sommatoire de py,.

Exercice 387 [X MP 2024 # 384] Soit s un réel > 1. On munit N* de la probabilité P, définie par P;({n}) = #(S) pour toutn > 1.
On note par ailleurs P 'ensemble des nombres premiers. Pour tout p € P on note X, la variable aléatoire définie sur N* telle que

Xp(n) = 1sip divise n, et 0 sinon.
+ Montrer que les variables aléatoires X, sont mutuellement indépendantes.

+ En déduire que ((s) = [[cp (1_7;_)
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« Pour p € P etn € N*, on note v,(n) la plus grande puissance de p qui divise n. Déterminer la loi de v, étudier I'indépendance
mutuelle des variables aléatoires v,.

Exercice 388 [X MP 2024 # 385] On joue a pile ou face avec probabilité p €]0, 1] d’obtenir pile. On découpe la succession des lancers
en sequences maximales de résultats identiques. Déterminer I’espérance de la longueur de la deuxiéme séquence.

Exercice 389 [X MP 2024 # 386] Une grille {1,2,3} x {1,2,...,n} modélise un tuyau vertical. On dépose a I'instant ¢ = 0 une goutte
d’eau au point (2, n). a chaque instant, si elle se trouve au milieu (i.e. en un point (2, k)), la goutte descend d’un niveau avec probabilité
% ou se deplace a droite (resp. gauche) avec probabilité % ; si elle se trouve sur un bord, elle descend avec probabilité % ou va au milieu
avec probabilité %

« Calculer la probabilité pour que la goutte sorte du tuyau a un instant ¢.

« s Calculer 'espérance du temps d’attente pour que ’eau sorte du tuyau.

Exercice 390 [X MP 2024 # 387] « Soient n € N* et X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
les entiers pairs entre 2 et 2n. Déterminer P(|X — Y| < 1) et P(|X — Y| < 2).

« Soientn € N* et X1, ..., X, des variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes et identiquement distribuées. Pour m € N,
on pose :
. 2
Smln) = |{,9) € [Lnl?: |X: — X1 < m}]|.
Montrer que E(S,,(n)) = n+n(n — 1)P(| X5 — Xo| < m).
« Soit (z,,) € ZN". Pour n € N* et m € N, on pose : s,,(n) = 1{(4,) € [1,n]%; |2 — ;] < m}|.
Montrer que pour tout n € N*, sa(n) < 3s1(n).
« En déduire que, si X, Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes et de méme loi, alors P(|X — Y| < 2) <
3P| X -Y|<1).
Exercice 391 [X MP 2024 # 388] Soit, pour n € N*, X, une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [1,n]. On considére les
événements : A, : «v/X,, admet 1 pour ler chiffre apres la virgule», B,, : «(\/Xn admet 1 pour ler chiffre», et C, : «2%n admet 1
pour ler chiffre».
« Etudier I'existence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(A,,)).
« Etudier I'existence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(B,,)).
« Etudier l'existence et, le cas échéant, calculer la limite de la suite (P(C,,)).
Exercice 392 [X MP 2024 # 389] On dit qu'une variable aléatoire Y est k-divisible lorsqu’elle a la méme loi que la somme de &
variables indépendantes et identiquement distribuées.
« On suppose que Y ~ B(n, p). Pour quels entiers k > 0 la variable Y est-elle k-divisible ?
« Construire une variable aléatoire Y non constante infiniment divisible.
+ Soit Y une variable aléatoire bornée infiniment divisible. Montrer que Y est constante presque surement.
Exercice 393 [X MP 2024 # 390] Soient o > 0 et (B;);en~ une suite de variables aléatoires indépendantes telle que P(B; = 1) =
1-P(B; =0) = %.S0it S = {n € N*, B, =1}.
+ Donner une condition sur a pour que .S soit infini presque surement, puis pour que .S soit fini presque stirement.
« On suppose & < 1.On pose 8 > 0et N = max{n € N*, SN [n,n+n’] = 0}. Donner des conditions sur 3 pour que
P(N = +400) =1 et pour que P(N = +00) = 0.
« Montrer que, presque surement, il existe un rationnel y tel que [y2" | ¢ S pour tout n € N.
Exercice 394 [X MP 2024 # 391] Soient N > 1, x une distribution de probabilité sur [1, N] telle que (1) > 0, (X,,)n>1 une suite
i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi 1. On pose Sp = 0 et, pour n € N*, S, = X7 + -+ + X,,. Soit E = {S,,, m € N}.
« Pour n € N*, montrer que P(n € E) = Zi\;l wk)P(n—keE).
Onpose F': z — Z:i% Pne E)z"etG: 2z +— Zszl u(k)zk.
« Onpose D = {z € C, |z| < 1}. Montrer que : Vz € D, F(z) = ?1@)
« Montrer que 1 est un pole simple de F' et tous les autres poles de F’ ont un module strictement supérieur a 1.
« Montrer que P(n € ) —

1
n—+00 E(X1)"

« Et si pu n’est pas a support fini?
V) X-PSI AUTRE
1) Algebre

Exercice 395 [X PSI 2024 # 392] Soitn € N*.Onpose Py = let,pour1 < k < n, P, =[]
(50,-..,5n) € Z"T! tel que X" = Y7 siPr.
Exercice 396 [X PSI 2024 # 393] Soit E un R espace vectoriel de dimension finie.

k-1

i=0(X — j). Montrer qu'il existe

+ Quels sont les endomorphismes de £/ qui commutent avec tous les projecteurs?
« Quels sont les éléments de GL(E) qui commutent avec tous les éléments de GL(F)?

Exercice 397 [X PSI 2024 # 394] Soient A4, ..., A,, des matrices distinctes de M, (R), commutant entre elles et telles que : Vi €
[1,m],A? = I,,. Montrer que m < 2".
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Exercice 398 [X PSI 2024 # 395] Soient A, B € M,,(C). Montrer que A et B ont une valeur propre commune si et seulement s’il
existe C' € M,,(C) non nulle telle que AC = CB.
2) Analyse

Exercice 399 [X PSI 2024 #396] Soit n € N*. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout (vy,...,v,) € (R™)™,
c[Ti=1 lvilloe-

Exercice 400 [X PSI 2024 # 397] Déterminer les f € C°(R,R) telles que : ¥(z,y) € R?, f(z)f(y) = ffj; f(t)dt.
Exercice 401 [X PSI 2024 # 398] On note S(R) = {p € C*(R,R) ; Yk € N, Vj € N, x > xF¢() () est bornée}.

« Montrer que Yk € N, Vj € N, 2 > 2F¢0) () est intégrable sur R.

det(vy,...,vn)| <

« Soit ¢ € S(R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que ¢ posséde une primitive appartenant a S.
Exercice 402 [X PSI 2024 # 399] On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient U et W deux sous-espaces vectoriels de
méme dimension m. On suppose qu’il existe un vecteur u € U tel que u € W, u # 0. Montrer qu’il existe v # 0 € W tel que
ve Ut
Exercice 403 [X PSI 2024 # 400] Soit f € C°([0,7/2],R). On pose, pour n € N*, I, = (n + 1) Oﬂ/z z f(z) cos(z)™ du.

Déterminer la limite de (I,),,>0.

Ind. Utiliser J,, = (n + 1) foﬂ/2 sin(x) cos(z)"dz.

Exercice 404 [X PSI 2024 # 401] Soient f € L!(R)et F: x € R — fj;o f(®) ei’*dt. Montrer que F est définie et qu’elle tend vers
0 en +00.;q._ Traiter le cas ou f est C1, le cas ou f est nulle sur R prive de [—a, a].

Exercice 405 [X PSI 2024 # 402] Soit (E) : y” + 1355y = 0. Montrer que (E) admet une solution non bornée.

Exercice 406 [X PSI 2024 # 403] On considére 1'équation différentielle (F) : " (¢) + ©(t)y(t) = 0, avec ¢ continue 27-périodique
et on note Sol 'ensemble des solutions de (E) de classe C? a valeurs complexes.

« Montrer qu’il existe y; € Sol telle que y1(0) = 1, %1 (0) = 0, et yo € Sol telle que y2(0) = 0,y5(0) = 1.
Montrer que toute solution de (E') est combinaison linéaire de y; et yo.
« Pour y € Sol, on note ¥(y) la fonction ¢ — y(t 4+ 27). Montrer que ¥(y) € Sol.
Déterminer la nature de ’application V.
« Montrer que, si z € Sol avec z # 0 est telle que V¢ € R, z(t + 2m) = Az(¢t) avec A € C, alors \ est racine du polynéme
X2 — (31.(27) + 44 (2m) X — 4 (2m)ya(27) + 91 (27 )i (2)
Etudier la réciproque.
 Montrer que A ne peut étre nul puis que det(p) = 1.
Exercice 407 [X PSI 2024 # 404] Soient E,, g = {(i1,...,iq) € N%, iy + - +ig=n} et
Via=1{f: (21, zq) ERT > 2 .. 2% (i1,...,ia) € Ena}.
+ Montrer que V;, 4 forme une famille libre et déterminer son cardinal.

« Soit A f € Vect(V,,,q) — A(f) = Ol gi£
d

527 . Déterminer Ker A.
Y

3) Géométrie

Exercice 408 [X PSI 2024 # 405] Soient n € N* et xq,..., s, des points distincts de R%. Montrer qu’il existe toujours une droite
separant ces 2n points en deux groupes de n points.

4) Probabilités
Exercice 409 [X PSI 2024 # 406] Soit X une variable aléatoire de loi G(1/2). Pour tout k& € N*, on note A, 'événement < < X est
multiple de k> > .
« Soient (p,q) € (2N*)2. Les événements A, et A, sont-ils indépendants?
« Méme question pour p et ¢ quelconques dans N*.

Exercice 410 [X PSI 2024 # 407] Soient X et Y deux variables aléatoires. On suppose que X suit la loi géométrique de paramétre p
et que, pour tout N € N*, la loi conditionnelle de Y sachant (X = N) est la loi binomiale B(N, p). Déterminer E(Y").

X1 1 0
Exercice 411 [X PSI 2024 # 408] Soit M = 0 Xy 1 ] ouXj, Xo, X3 sont des variables aléatoires indépendantes suivant
0 0 X3

la loi géométrique de paramétre p. Calculer la probabilité que M soit diagonalisable.

Exercice 412 [X PSI 2024 # 409] Soient (a; ;j)1<i,j<» une famille de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur
{—1,1} et A = (@i ;j)1<i,j<n- Déterminer E(det(A)) et V(det(A)).

Exercice 413 [X PSI 2024 # 410] Soit Y une variable aléatoire & support fini inclus dans R™. Déterminer a quelle condition on a
E(Y'/2") = E(Y)'/?" pour tout entier naturel n.
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VI) X -ESPCI-PC AUTRE

1) Algebre

Exercice 414 [X PC 2024 # 411] Un graphe est un couple G = (.5, A) ou S est un ensemble fini et A un ensemble de paires de S. Les
éléments de S s’appellent les sommets de G et ceux de A les arétes de G. Soient G = (S, A) et G' = (57, A’) deux graphes et f une
application de S dans S’. On dit que f est un morphisme de G dans G’ si V(u,v) € S%,{u,v} € A = {f(u), f(v)} € A’. On dit que
f est un isomorphisme de G dans G’ si

V(u,v) € 82, {u,v} € A < {f(u), f(v)} € A"

Donner une majoration du nombre de graphes a n sommets et k arétes deux a deux non isomorphes.

Exercice 415 [X PC 2024 # 412] Soientn > 2 et ay,...,a, € R. Montrer qu’il existe un entier ¢ € [0, n] tel que 'on

n

i
D= ) a
k=0

k=i+1

ait < sup |agl

0<k<n

Exercice 416 [X PC 2024 # 413] Soit P = X2 + ¢; X + cg a coefficients dans N. Déterminer les suites d’entiers naturels (a,,) telles
que, pour tout n € N, P (a,,) = Gpt1an42-

Exercice 417 [X PC 2024 # 414] Soit k € N. Déterminer les suites (a,, )nen & valeurs dans N pour lesquelles il existe un polyndome P
a coefficients dans N, unitaire et de degré k tel que Vn € N, P(a,) = H?Zl At -

Exercice 418 [X PC 2024 # 415] Soient A et B deux éléments de R[X] dont toute combinaison linéaire réelle est scindée ou nulle, x
et y deux racines de A telles que x < y. Montrer que B 4 une racine dans [z, y].

Exercice 419 [X PC 2024 # 416] Calculer >, ﬁ

Exercice 420 [X PC 2024 # 417] Soit n € N avec n > 2. Soient uq,...,u, des nombres complexes de module 1. Montrer que
1

[yl = 77 <.

Exercice 421 [X PC 2024 # 418] Pour n € N¥, calculer le module de ZZ;& exp (2i7r];2>.

Exercice 422 [X PC 2024 # 419] Soit P € R[X] scindé sur R. Soit a € R. Montrer que le polynéme Re (P(X + ia)), polynoéme dont
les coefficients sont les parties réelles du polynéme P(X + ia), est scindé sur R.

Exercice 423 [XPC 2024 # 420] OnnoteD = {2 € C; |2] < 1} et || P|| = sup,¢p |P(2)| pour P € C[X]. Pour P € C[X], on définit
la suite (P,),>0 en posant Py = P puis P,,11 = (P,,)? pour tout n € N. Montrer qu’il existe un réel € > 0 tel que, si || P|| < ¢, alors
lim,, 1 o0 || Pn|| = 0.

Exercice 424 [X PC 2024 # 421] Soit F' un polynéme non constant a coefficients dans Z. Montrer qu’il existe une infinite d’entiers
n € Z tels que F'(n) ne soit pas premier.

Exercice 425 [X PC 2024 # 422] Montrer que R™ ne s’écrit pas comme reunion finie de sous-espaces vectoriels strictly.

Exercice 426 [X PC 2024 # 423] Montrer que, pour tout n € N*, il existe une matrice M € M, (R) telle que, pour n’importe quelle
permutation de ses n? coefficients, on obtienne toujours une matrice inversible.

Exercice 427 [X PC 2024 # 424] Soient I et F' deux C-espaces vectoriels. Une application f : E > F est dite antilinéaire si
Va,y € E,YA € C, f(x + A\y) = f(x) + Af(y) Pour quels entiers n existe-t-il f: C™ — C™ antilinéaire telle que f o f = —id?

o 1 - 1
Exercice 428 [X PC 2024 # 425] Soientn > 2et A = Lo © | Montrer que A € GL,(R). Trouver les valeurs propres
1 1 0

de A et leurs multiplicités.

Exercice 429 [X PC 2024 # 426] Soient (a1,...,a,) € R™, (b1,...,by,) € R et A= (a; + 0; ;b — 1 < i,j <n e My(R).
« Calculer det(A).
« La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 430 [X PC 2024 # 427] Soient A et B € M,,(C). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes;

(i) A et B admettent au moins une valeur propre commune,

(ii) il existe P € M, (C) non nulle telle que PA = BP.

Exercice 431 [X PC 2024 # 428] Soient A, B € M,,(R) telles que A2 = B? = —I,,. Montrer que A et B sont semblables.

Exercice 432 [X PC 2024 # 429] Soit n un entier naturel impair. Soient A, B € M,,(R) telles que AB + BA = A. Montrer que A et
B ont un vecteur propre commun. Le résultat persiste-t-il pour n pair ?

Exercice 433 [X PC 2024 # 430] Soient A et B des matrices de M., (R) telles que AB est diagonalisable.
« Est-ce que que B A est diagonalisable ?

+ Montrer que :
dim (Ker (AB)) < dim (Ker (B (AB) A)) < dim (Ker (A (BABA) B)) < dim (Ker (AB)).
« Est-ce que que (BA)? est diagonalisable ?
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Exercice 434 [X PC 2024 # 431] Soient A et B dans M,,(R). On suppose que les valeurs propres complexes de A ont une partie
réelle strictement negative et que celles de B ont une partie réelle negative. Soit C' € M., (R). Montrer qu’il existe une unique matrice
M € M, (R) telle que C = AM + M B.
Exercice 435 [X PC 2024 # 432] Dans M, (C), soient S et S’ diagonalisables, N et N’ nilpotentes. On suppose NS = SN et
N'S"=8N'etS+ N =25+ N'.Montrer que S = S’ et N = N'.
Exercice 436 [X PC 2024 # 433] Montrer que, pour toute matrice A € S,,(R), il existe un unique couple (B, C) de matrices symé-
triques positives tellesque A = B — C et BC =CB = 0.
Exercice 437 [X PC 2024 # 434] « Montrer que toute matrice réelle de taille n symétrique positive admet une racine carrée sy-
métrique positive.
+ Soient S et A deux matrices de taille n avec S symétrique définie positive et A antisymétrique. Montrer que AS est C-
diagonalisable.
Exercice 438 [X PC 2024 # 435] Soient A € S,,(R) et k € N*. Pour H € S,,(R), on pose oy (H) = ¥} ATH A1,
« Montrer que ¢y est un endomorphisme de S, (R).
« a quelle condition ¢y, est-elle injective ? surjective ? bijective ?
Exercice 439 [X PC 2024 # 436] Soit f € L (S,(R),R) telle que VM € S (R), f(M) > 0. Montrer que f est une combinaison
linéaire des formes linéaires o x : M +— X7 M X avec X € M,, 1(R).

Exercice 440 [X PC 2024 # 437] Soit n un entier naturel impair. Soient A et B dans S,,(R). On note C'(A) (resp. C(B)) I'ensemble des
matrices de M, (R) qui commutent avec A (resp. B).Montrer que C'(A) NC(B) =, si et seulement s’il n’existe pas deux sous-espaces
F et G de R™, stables par A et B, de dimension > 1, tels que F' & G = R".

Exercice 441 [X PC 2024 # 438] Soient A, B € S,,(R) deux matrices dont les valeurs propres sont strictement supérieures a 1.
Montrer que les valeurs propres de AB sont strictement supérieures a 1.

2) Analyse
Exercice 442 [X PC 2024 # 439] On note E 'ensemble des polynémes non nuls a coefficients dans {—1,0, 1} et A I’ensemble des
racines des polynémes appartenant a F. Déterminer 'adhérence de A.

Exercice 443 [X PC 2024 # 440] Chercher les fonctions f: R2 — R2 bijectives, continues, dont la réciproque est continue, et telle
que, pour tout droite D, f(D) est une droite.
Exercice 444 [X PC 2024 # 446] On note a = /2. Pour n > 1, soit S,, = % Za<£<a+1 \/% Etudier la convergence de (.S,,).

v n - —a
Exercice 445 [X PC 2024 # 449] Soit (a,,) une suite de réels de |0, 1] telle que la série > Wi /ay converge. Montrer que la série
> Ty converge.

Exercice 446 [X PC 2024 # 450] Soit (ay,),eN une suite complexe vérifiant, pour n € N, a1 = a,, + ﬁ > oro Gn.

« Trouver « tel qu’il existe C' vérifiant Vn € N*, |a,,| < Cn®
« On suppose ag > 0. Montrer que Y _ a,, diverge.

:o% 272" est irrationnelle.

Exercice 447 [X PC 2024 # 451] Prouver que la série de terme general 2-2" converge et que sa somme >

Exercice 448 [X PC 2024 # 452] Soit (a,,) une suite de réels strictement positifs telle que > a,, converge. Soit (u,,) une suite réelle.
o OkUn—k

On pose, pour n € N, v,, = ’“Z*:n

ap
k=0 k

« Montrer que, si > u,, converge absolument, alors 3 v,, converge.
« Est-ce toujours le cas si ) _ u,, ne converge pas absolument ?

Exercice 449 [X PC 2024 # 453] Soit f € [0;+00[— R de classe C! telle que f0+oo |f/(t)] dt converge. Montrer que

/O - F(t)dt

> fn)

k
Exercice 450 [X PC 2024 # 454] Soient k € N* et 21, ...,z € RT*. Montrer I'inégalité Hle(l + k) > (1 + H?:l a:i) )

converge si et seulement si

Exercice 451 [X PC 2024 # 455] Déterminer les fonctions continues f: R — R telles que :
b

V(a,b) € R%a < b, f(42) = ;1 [ f(t)dt.

Exercice 452 [X PC 2024 # 456] Soientn € N et A €]0, 1[ distinct de %4_2

« Trouver toutes les fonctions f de classe C" ! telles que, pour tous réels a et b, on ait f(b) = >_;_, (E'_T(!L)kf(k) (a)—l—wf(”ﬂ) (Ab+

(n+1)!
(1 - Xa)).

« Etudier le cas A = -1

n+2
Exercice 453 [X PC 2024 # 457] Soient a1, ..., a, desréelset P : x + Y ', aj sin(kz). Pour tout entier r € N, on suppose que
(—1)"P®") est positive sur [0; 7 ]. Montrer que P est la fonction z + a; sin(x).
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Exercice 454 [X PC 2024 # 458] Soit (ux,n ) (k,n)enxn une suite doublement indexée a valeurs complexes. On suppose que, pour toute
suite complexe (v, )nen bornée, limy 1 oo Z:i% Un Uk = 0.
Montrer que lim_, 4 oo Z;:B |ugn| = 0.

Exercice 455 [X PC 2024 # 460] Soient f,g € C°([0, 1], R) telles que fol fg=0.

 one e ol Lo o[
[rfr=sfefs)

Exercice 456 [X PC 2024 # 464] Pour f : [0,1] — Retn € N*, onpose P, : z — > ,_, (Z)f(k) oF(1 — 2)"~*. On admet que, si

n

2

+ Montrer que

f est continue, alors (P,,) tend uniformément vers f sur [0,1].
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f : [0,1] — R afin qu’il existe une suite de polyndmes a coefficients entiers qui
converge uniformément vers f.

Exercice 457 [X PC 2024 # 465] Soit f : 2+ > T 1

« Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

« Montrer que la restriction de f a 'ensemble des nombres complexes de module 1 n’est pas continue.
Exercice 458 [X PC 2024 # 466] Soit S 'ensemble des f € C!(R,R) telles que, pour tout z € R, f (z) = zf’ (z/2).

« Chercher les f € S développables en série entiere.

» L’espace S est-il de dimension finie ?

Exercice 459 [X PC 2024 # 467] Soit (un),,>( € CN une suite qui tend vers 0. Pour ¢t €] — 1, 1], on pose f(t) = 3% u,t".
« Vérifier que f est bien définie sur | — 1;1].
« Montrer que lim ¢f(¢t) = 0.
t—1-
« On suppose de plus qu’il existe des réels ay,...,a,et0 < 07 < --- < 0, < 7wtelsqueVn € N, u,, = 2221 ay, cos(ndy).

Montrer que a;, = 0 pour tout k € [1,r].
Exercice 460 [X PC 2024 # 468] La fonction f : x — ZZ;’B(—I)"”':BM admet-elle une limite lorsque « tend vers $1°-\,$?
Exercice 461 [X PC 2024 # 469] Soit (@) (k,n)en2 une famille de nombres complexes telle que, pour tout n € N, la série entiére

fniz— Zz:é k2" 4 un rayon de convergence supérieur ou egal a 1. On note B I'ensemble des nombres complexes de module
< 1. On suppose que la suite (f,,) converge simplement sur B et qu’il existe M € R™ tel que, pourtousn € Netz € B, | f,(z)] < M.
Montrer que la suite ( f,,) converge uniformément sur {z € C, |z| < r} pour tout r < 1.

Exercice 462 [X PC 2024 # 470] Soient U un voisinage de 0 dans C, & € N et f une fonction de U dans C développable en série
entiére au voisinage de 0 telle que f(2) = O(z*). Montrer que, pour 7 > 0 assez petit, il existe au moins 2k nombres complexes 2
zZ—r

de module r tels que f(z) € R.

Exercice 463 [X PC 2024 # 471] Pour 2 > 0, on pose I(x) = foﬂ/z cos(z cos 0) db.

« Ecrire I(z) sous la forme d’une série.

« Montrer que I(x) = O(x~'/*) quand x tend vers +oo.
Exercice 464 [X PC 2024 # 472] On admet le theoreme d’approximation de Weierstrass. Soit f: R — R une fonction continue. Soient
a,b > 0. On suppose que f(z) = 0 pour tout 2 € R\ [—a;a]. Pour z € R, on pose f(x) = jj;o f(t)e =t de.

« On suppose que f(z) = 0 pour tout z € [—b;b]. Montrer que f = 0.

« On suppose que f(z) = 0 pour tout zz € R\ [—b;b]. Montrer que f = 0.

Exercice 465 [X PC 2024 # 473] Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle : zy” + 3y’ — 4zy = 0.
Ind. Chercher les solutions développables en série entiere.
Exercice 466 [X PC 2024 # 474] Soient p: R — R intégrable et y: R — R de classe C? vérifiant (E) : y” — py = 0.
« Montrer que lim, 4o ¢/ (2) = 0.
« On admet que, pour tout (a,b) € R?, il existe y vérifiant (E) et (y(0),y'(0)) = (a,b).
Montrer que (F) admet une solution non bornée.
0, -I,

Exercice 467 [X PC 2024 # 475] Soit X : R + R?" de classe C" telle que X' (t) = JSX(t),ou J = < I o

> et S e ST (R).
Montrer que X est bornée sur R.
Exercice 468 [X PC 2024 # 476] Déterminer les extrema globaux et locaux de f : M € SO4(R) +— tr(A).
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Exercice 469 [X PC 2024 # 477] Soient d € N et Q € C2(R%,R). On suppose que V(£2)(0) = 0 et on note D?(Q) la hessienne en a
de Q. On suppose que Im(D?2(2)) = F, ou F est indépendant de a et de rang p.

Montrer qu’il existe un changement de coordonnées f (c’est-a-dire une application de R dans R?) tel que, pour tout (1, ..., z4) € RY,
(Qo f)(x1,...,24) ne depende que de (z1,...,zp).

Exercice 470 [X PC 2024 # 478] Soient N € N* et f € C°(R™,R). Montrer qu’il existe une suite ( f,,) de fonctions dans C*°(R",R)
et une suite (7,,) d’éléments de R™ qui tend vers 0 telles que, pour tout n € N, la fonction f — ,, admette un minimum local en z,.

3) Probabilités
Exercice 471 [X PC 2024 # 479] On lance une piéce une infinite de fois. On note S,, le nombre de successions de deux pile consécutifs
dans les n premiers lancers.
. Trouver E(S,,) et V(S,,).
« Onpose T =min{n € N, S,, = 1}. Calculer G7(t) et en déduire sa loi.
Exercice 472 [X PC 2024 # 480] Soit f : [0;1] — R une fonction croissante. Pour n € N*, montrer que la fonction p,, : = —
Yo (DS (%) xF(1 — )" =" est croissante sur [0, 1]. Interpréter d’un point de vue probabiliste.
Exercice 473 [X PC 2024 # 481] On étudie un groupe de cellules. a l'instant initial, n = 0, il y en a une. a chaque instant, chaque

cellule peut de facon equiprobable : mourir, raster telle qu’elle est, se diviser en 2, se diviser en 3. Calculer la probabilité que le groupe
disparaisse.

Exercice 474 [X PC 2024 # 482] Soient p € ]0, 1], (X, )nen une suite de variables aléatoires définie par Xy = 0 et, pour n € N,
Xn+1 = X, + 1 avec une probabilité p et X,, ;1 = 0 avec probabilité 1 — p.
Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
Exercice 475 [X PC 2024 # 483] Soit {2 un ensemble. On dit que M C P(€2) est une classe monotone si elle vérifie :
(i) $22 eM,$ (ii) M est stable par union croissante,
(ili)si A,Be MetB C A, alors A\ B e M.
« Montrer qu’une intersection de classes monotones est une classe monotone.
« Montrer qu’'une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.

« Soit C' C P() stable par intersection finie. Montrer que la classe monotone D engendrée par C' (c’est-a-dire la plus petite
classe monotone contenant C') est une tribu.

VII) Autres X/ENS XENS
Exercice 476 [Ly 2024 # CHRISTOPHE] Soit £ un espace euclidien. Soient X € P(FE) \ {0} etz € E. On pose TODO

lx(z) ={ye X,Vze X, |z -] =[]z -yll}

Donner une CNS sur z et X pour que ITx(x) # 0.

Exercice 477 [LYON 2024 # CHRISTOPHE] Soit A un ensemble quelconque. Montrer que toutes les bijections de A dans lui meme sont
des produits (composees) de deux involutions.
o0 2" 2

Exercice 478 [ULSR 2024] 1. Soit z € C tel que |2| < 1. Montrer que Z 1 _Zzgn+1 =7 i ot
n=1
oo
2. On definit (F,,) par Fp =0, F; =1, Vn > 2, F,, = F,,_1 + F,,_5. Deduire la valeur de >’ ﬁ
k=02

o0

3. > % est-il algebrique ? Indication : cerire les sommes partielles comme des rationnels dont on majorera le denominateur,
= P
estimer le reste et raisonner par I’absurde.

Exercice 479 [X 2024] On pose pour tout f € C*(R,R), Hy(z) = —f"(z) + 2> f(z).
1. Montrer qu’il existe, a scalaire multiplicatif pres, une unique fonction ¢ de carre integrable telle que H,, = ©o.

2. Construire ¢, tel que H, = (2n + 1), et v, = P,pg avec P, polynome de degre n.

Exercice 480 [ENS 2024] 1. Pour a € N* pair, on pose W: 2+ >0 Singikw). Montrer que W est continue.
sin(z + h) —sinx
h
3. En considérant les suites (h,, = 2% ) et (h], = ), ainsi que les quantités

2. Pour z € R et h > 0, montrer 'inégalité —cosz| < 5

W (x+ hy) — W(x)
hy

W(x+hl,)—W(x)

An = y
hn,

et Al =

montrer que pour a assez grand, la fonction W n’est dérivable en aucun point.

Exercice 481 [X 2024] Soit N > 1 et (X,,),>1 indépendantes de méme loi 11 sur [1, N] telle que (1) > 0. On pose S,, = > p_; Xk,
et B ={S;, i€ N}
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Montrer que Vn > 1, P(n € E) = Zgzl wk)P(n—keE).

Soit F'(2) =3, 5o P(n € E)2" et G(z) = E,[j:l u(k)z*. Montrer que F(z) = ﬁ(z)

Montrer que F' admet un pole simple en 1 et que les autres pdles sont en module strictement plus grand que 1.
Montrer que ce résultat reste vrai si 'on remplace «(1) > 0» par «pged{k | u(k) > 0} = 1».

a

7= +.... Déterminer a.

On décompose F' en éléments simples sous la forme F'(z) =

AR o A

Déterminer lim,,_, 1, P(n € E).
Exercice 482 Soitn € N*.On considére v = (v;);c7/,7 € RZ/nZ et (ti)iez/nz € ]0,1[Z/nz.0n définit (v(k))keN = (v(k)
UKO) = V;

RZ/nZ N ar : ’
(REPE)Tpars 9 o (g gy 1)

)ieZ/nZ,kEN

Montrer que les (vi(k)) convergent vers la méme limite.
keN

Exercice 483 Soit une fonction f: [a,b] — R, (b # a) on pose pour x € [a,b]7ap r(z) = =2 f(a) + £=2 f(b) on dit que f est
e-linéaire si | f(x) — 74,7 (2)| < €]b — a| pour tout = € [a, b]. Soit f 1-lipschitzienne sur [a, b]. Montrer qu’il existe ¢, d € [a, b] tels
que f est e-linéaire sur [c, d] avec d — ¢ > a(b — a) ol c. une constante a déterminer.

Exercice 484 Soit A; = {A € M, (R) | Vv € R", 3a, € Rt.q. A¥v — a,e;}. Onpose p,: A; -+ R A+ «,. Montrer que ¢, est

continue, pour tout v € R™.

n
Exercice 485 [ENS 2024] Soita > O et z1,...,z, > 0. Déterminer inf {Z %, yi > 0et Z Yy < 1}.
y.

i=1 “7?
VIII) Mines - Ponts - MP MINES
1) Algebre

Exercice 486 [MiNEs MP 2024 # 484] Soitn € N\ {0, 1}. Calculer S,, = Z,E(J) () (=3)F et T, = Z£Eg (3%)-

Exercice 487 [MINEs MP 2024 # 485] Soient (a1, ...,a,), (b1,...,b,) € R™. Montrer que I'application définie sur I’ensemble des
permutations de [1,n] par f(o) = >_"" | a;by(;) admet un minimum et un maximum a expliciter.
Exercice 488 [MinNes MP 2024 # 486] On note ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

- Calculer ¢(7) et p(37044).

« Montrer que : ¥n € N*, ¢(n)

nln?2
Z Inn+In2°

Exercice 489 [MiNEs MP 2024 # 487] Soient a et b dans N*. Montrer que a A b = 1 si et seulement si, pour tout n > ab, il existe
u,v € N tels que au + bv = n.
Exercice 490 [MiNEs MP 2024 # 488] Pour n € N, soit F,, = 22" + 1.
« Montrer que, si m et n sont deux entiers naturels distincts, F,, A F;, = 1.
« Retrouver 4 I'aide de la question précédente que I’ensemble des nombres premiers est infini.
Exercice 491 [Mines MP 2024 # 489] Soit n € N*. Déterminer et dénombrer les sous-groupes de Z/nZ.
Exercice 492 [MINEs MP 2024 # 490] Soit G un groupe fini non reduit 4 'élément neutre et tel que : Vg € G, ¢ = e.
« Montrer que G est abelien. - Soit H un sous-groupe strict de G eta € G\ H. Montrer que H U aH est un sous groupe de G et
que l'union est disjointe.
+ Montrer que le cardinal de G est une puissance de 2.
« Calculer le produit des éléments de G.
Exercice 493 [MINEs MP 2024 # 491] Soient GG un groupe fini et 2 = G que I'on munit de la probabilité uniforme.
Onpose: C = {(z,y) € G*; xy = yx} et p = P(C).
« Montrer que p > 0. Que diresip = 1?
Dans la suite, on suppose que G n’est pas commutatif.
« Calculer p lorsque G = S3 puis lorsque G = S;.
« On définit la relation ~ sur G? par : ¢ ~ y <= g € G,z = gyg~'. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

S

card G~
Exercice 494 [MINES MP 2024 # 492] Soit G un groupe abelien. Soient a et b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux, et
x € G d’ordre a et y € G d’ordre b. Montrer que zy est d’ordre ab.

« On note s le nombre de classes d’équivalence. Montrer que : p =

Exercice 495 [MiNEs MP 2024 # 493] Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne - associative, telle qu’il existe e € G
vérifiant xe = x pour tout « € G, et, pour tout z € G, il existe 2’ € G tel que xa’ = e. Montrer que (G, -) est un groupe.

Exercice 496 [MINEs MP 2024 # 494] Soit a = €’ un nombre complexe de module 1. Calculer szo(az—’f +a2" ).

Exercice 497 [MiNEs MP 2024 # 495] Soit n un entier > 2. On pose Q = 1 + 2X + --- + nX"1 Calculer [ceu, QC), ou U,
designe le groupe des racines n-iemes de 'unite.
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Exercice 498 [MINEs MP 2024 # 496] Soient m € N*, x1 < 2o < -+ < o, des nombres réels, a, . .., a,, des éléments de N* et
P =TI{“, (X — @)*. Quel est le nombre de racines réelles distinctes de P’?

Exercice 499 [MiNEs MP 2024 # 497] « Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme P,, € Z[X] tel que

Vr € R*, P,L(z—&—%) =" 41

xn

- Soit a € Q tel que cos(am) € Q. Montrer que 2 cos(arw) € Z.
Exercice 500 [MINEs MP 2024 # 498] Soient 0 < ag < -+ < an, P =Y ;_, aprXFetQ= (X —1)P.

« Soientp > 2etzy, ..., 2, € C*tels que |21 + -+ + z,| = |z1| + -+ + |2p|. Montrer qu’il existe A\ € R™* tel que, pour tout
ke [1,p], 2k = Az1.
« Justifier que, pour tout z € C, |Q(2)| < Q(|z]).
« Montrer que les racines de P sont de module strictement inférieur a 1.
Exercice 501 [MiNEs MP 2024 # 499] Soit K un sous-corps de C. Déterminer les P € C[X] tel que P(K) C K.
Exercice 502 [MINEsS MP 2024 # 500] Soit P € C[X].

- a quelle condition a-t-on P(C) = C?

« a quelle condition a-t-on P(R) = R?

« a quelle condition a-t-on P(Q) = Q?
Exercice 503 [Mines MP 2024 # 501] Soit P € R[X] un polyndéme non constant. On note 7+ (P) le nombre de racines de P dans
RT* et N(P) le nombre de coefficients non nuls de P.

« Quedirede Psi N(P)=1?si N(P) =27

« Montr per que : 7 (P) < rT(P') + 1.

« On suppose que P(0) = 0. Montr per que : 7 (P) < r+(P’).

« Montr per que : 7+ (P) < N(P) — 1.

« Soitn € N. Soient0 < 21 < -+ < x,, desréels et 0 < p; < ---p,, des entiers. Montr per que : det (xfj)1<i,j<n > 0.
Exercice 504 [Mines MP 2024 # 502] Soit P un polyndéme a coefficients complexes.

« Donner la décomposition en éléments simples de P’/ P.

« Montr per que 'enveloppe convexe des racines de P’ est incluse dans I’enveloppe convexe des racines de P. Que dire si P est
un polynéme a coefficients réels scindé dans R?

« Montr per que si un demi-plan ferme H contient une racine de P’ alors H contient une racine de P.

a b c
Exercice 505 [MINEs MP 2024 # 503] « Soient a, b, ¢ € Z premiers entre eux, montrer que A = | 2¢ a b | estinversible.
2b 2¢ a

« On pose a = 2'/3, Soit (a, b, c) € Q? tel que a + ba + ca® = 0.
Montrer que a = b =c = 0.
Exercice 506 [MiNEs MP 2024 # 504] Soient E un K-espace vectoriel et u € L(E).

« On suppose que E est de dimension finie. Montr per que les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) Ker u = Ker u?; (ii)

Imwu = Imu?; (iii) Kerv ® Imu = E.

« En dimension infinie, donner des contre-exemples.

« En dimension finie ou infinie, montrer que : (iii) <= ((i) et (ii)).
Exercice 507 [MiNEs MP 2024 # 505] Soit f € £(R?) tel que f2 = 0. Montr per que, si F' est un plan vectoriel de R stable par f, on
alm(f) C F.
Exercice 508 [MINES MP 2024 # 506] Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K). Montr per qu’il existe A € M,,(K) telle que ¢ = M
tr(AM). En déduire que tout hyperplan de M., (K) contient une matrice inversible.
Exercice 509 [Mines MP 2024 # 507] Soient F un espace vectoriel de dimension n > 2, p1,...,p, € L(E) \ {0} tels que :
Vi, J, pi © pj = 0; jp;. Montr per que les p; sont de rang 1 et que F = @?:1 Im(p;).
Exercice 510 [Mines MP 2024 # 508] Soient F et I’ deux K-espaces vectoriels de dimension finie.

« Soientu € L(E, F) etv € L(F, E) tels que uvu = u et vuv = v. Montrer que F = Ker(u) @ Im(v).

« Soient u € L(E, F), E1 un supplementaire de Ker v dans E, F un supplementaire de Im(u) dans F'. Montrer qu’il existe un

unique v € L(F, E) tel que Kerv = Fy, Imv = Ey, uvu = u et vuv = v.

Exercice 511 [Mines MP 2024 # 509] Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient u,v € L(E).

« Montrer que : rgu + rgv — dim F < rg(u o v) < min(rgu, rgv).

« On suppose que uov = 0 et u + v € GL(E). Montrer que rgu + rgv = dim FE, Imv = Keru, £ = Ker u @ Im w.
Exercice 512 [MINEs MP 2024 # 510] Soient a,b € C distincts, E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F) vérifiant
(u—aid) o (u—bid) = 0.On pose p = "= (u — aid) et ¢ = -1 (u — bid).

—a

Déterminer p?, ¢%, p o ¢, ¢ o p et p + q puis montrer que E = Ker(p) @& Ker(q).

Exercice 513 [MINEs MP 2024 # 511] Soient E un K-espace vectoriel de dimension infinie dénombrable, (e, ), >0 une base de E. Soit
u € L(FE) tel que : Vn € N, u(e,) = e,,11. Soit ® I'endomorphisme de L(E) tel que : Vv € L(E), ®(v) = uv — vu.
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« Montrer que ® n’est pas injectif et que la dimension de Ker ® est infinie.

« Soient xg € F et w € L(E). Montrer qu’il existe un unique v € L(E) tel que ®(v) = w et v(eg) = xo.
Exercice 514 [MiNEs MP 2024 # 512] Soient E un K-espace vectoriel et A une sous-algébre de L(E) telle que les seuls sous-espaces
vectoriels stables par tous les éléments de A sont F et {0}. Montrer que, pour tout z € E non nul et tout y € E, il existe u € A tel
que u(z) = y.
Exercice 515 [Mines MP 2024 # 513] Soient F un espace vectoriel de dimension n et © € L£(E) nilpotent de rang n — 1. Montrer
que u admet exactement n + 1 sous-espaces stables.

Exercice 516 [MiNEs MP 2024 # 514] Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Trouver les endomorphismes de E qui com-
mutent avec tous les automorphismes de E.

Exercice 517 [MiNEs MP 2024 # 515] « Soientn > 2 et B = (b; j)1<i,j<n € My(R) & coefficients entiers telle que, pour tout ¢,
b; ; soit impair et, pour tout (¢, j) avec ¢ # j, b; ; soit pair. Montrer que B est inversible.

« La propriété est-elle encore vérifiée lorsqu’on intervertit < < pair > > et < < impair > >?
Exercice 518 [MiNEs MP 2024 # 516] Soit A € M,,(R) telle que A% = 0. Déterminer une condition nécessaire sur n et A pour qu’il
existe B € M,,(R) telle que A = B2
Exercice 519 [MiNgs MP 2024 # 517] Soient A, B € M,,(C) telles que A = B3. On suppose que A est de rang 1. Donner une relation
entre tr A et tr B.
Exercice 520 [MiNEs MP 2024 # 518] Soit A € M,,(R). Montrer qu’il existe une matrice D € M,,(R) diagonale a coefficients
diagonaux éléments de {—1, 1} telle que A + D soit inversible.
Exercice 521 [MINEs MP 2024 # 519] Soientn € Net x1 < x2 < ... < &, réels. On note V = (m‘g_l)lgi’jgn.

« Calculer le déterminant de la matrice V.

« Montrer que V est inversible et calculer son inverse.
Ind. On pourra interpréter V comme matrice de passage dans R,,—1[X].

Exercice 522 [Mines MP 2024 # 520] Soient n € N* et Py,..., P, € K[X]. Montrer que la famille (Py, ..., P,) est libre si et
seulement s’il existe a1, ..., a, € K tels que la matrice (P;(a;))1<i,j<n soit inversible.
Exercice 523 [Mines MP 2024 # 521] Soient E un K-espace vectoriel et f, g € L(FE) tels que: fg — gf = id.

« Montrer que : VP € K[X], fP(9) — P(g9)f = P'(g).

« Montrer que (g"™),en est une famille libre.

« Si E = R[X], donner un exemple de couple (f, g) vérifiant les relations précédentes.
Exercice 524 [MinEs MP 2024 # 522] Soient n > 2 et E un ensemble a n éléments. On pose N = 2" — 1 et Fy, ..., Ey les parties
non vides de E. Soit A = (a; ;)1<ij<n € Mn(R) oua;; = 1si E; N E; # (), et 0 sinon. Calculer det A.
Exercice 525 [Mines MP 2024 # 523] Soient n € N* et f1, ..., f,, des fonctions de R dans R.
Montrer que la famille (f1, ..., f,) est libre si et seulement s’il existe (z1, ..., z,,) € R™ tel que det ((f;(x;))1<i,j<n) # 0.
Exercice 526 [MINEs MP 2024 # 524] Soient IV un C-espace vectoriel et f1, ..., f, des formes linéaires sur £.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

o (f1,..., fp) estlibre,

« lapplication ¢ : x +— (f1(z), ..., fp(z)) est surjective de E sur CP,

« il existe 21, ..., xp € E tels que det ((f;(x;))1<i,j<p) # 0.
Exercice 527 [MiNEs MP 2024 # 525] Soient A, M € M,,(C) avec A inversible et M de rang 1.

- On suppose que det(A + M) = 0. Que dire de tr (A~'M) ?

« On suppose que det(A + M) # 0. Donner une expression de (A + M)~L.
I, A
A I,

Exercice 528 [MiNes MP 2024 # 526] Soient A € M, (C) et M = ( ) Etudier I'inversibilité de M, et le cas echeant,

déterminer M 1.
Exercice 529 [MiNEs MP 2024 # 527] Soient A, B € M,,(R) avec B nilpotente et AB = BA.
« Montrer que A € GL,(R) si et seulement si A + B € GL,(R).
« Calculer (A + B)~! quand A est inversible.
Exercice 530 [Mings MP 2024 # 528] Soit A € M,,(K). Montrer que A% = 0 si et seulement si A est semblable & une matrice de la

0 I,
forme (O O) ou?2r <n.

Exercice 531 [MINEs MP 2024 # 529] Pour $neN"$ soit P, = X" — X + 1.
« > Montrer que, pour tout n € N*, P, admet au plus une racine réelle.
> Donner les racines des P,..

> Montrer que les P, sont a racines simples.

ry+1 1 1
« Notons 71,79, 73 les racines de Ps. Calculer 1 ro +1 1
1 1 rg+1
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Exercice 532 [MINEs MP 2024 # 530] « Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et p € [1,n — 1]. Soitu € L(E),
qui stabilise tous les sous-espaces de dimension p. Montrer que u est une homothetie.

« Soient A, M € M,,(C). On suppose que A n’est pas scalaire et que M commute avec toutes les matrices semblables a A. Que
dire de M ?

« Méme question pour deux matrices réelles.

Exercice 533 [MiNes MP 2024 # 531] Soient K un sous-corps de C, A et B dans M,,(K). Si A et B sont semblables, montrer que
Com(A) et Com(B) le sont aussi.

Exercice 534 [Mines MP 2024 # 532] Soit A € M,,(R). Montrer que, si t € R*, det(A% + t1,,) > 0.

Exercice 535 [MiNEs MP 2024 # 533] Soit N € M, (C) nilpotente. Montrer que G = {P(N),P € C[X]et P(0) = 1} estun
sous-groupe de GL,,(C).

Exercice 536 [MiNEs MP 2024 # 534] Soientn > 2 et A, B € M,,(C) non inversibles telles que (AB)" = 0.
« Montrer que (BA)™ = 0.

« On suppose que (AB)"~! # 0 et (BA)"~! # 0. Montrer que, pour tout k¥ € [1,n], Ker((AB)*) = Ker(B) et Ker((BA)*) =
Ker(A).
+ Conclure
Exercice 537 [MiNEs MP 2024 # 535] Soient n > 2 et A € M,,(C) non nulle et non inversible.
« Montrer qu’il existe p € N* tel que C" = Im(AP) @ Ker(AP).

« Montrer qu’il existe r € [1,n — 1], Ag € GL,(C) et N € M,,_,(C) nilpotente tels que A est semblable & ( 111)0 ](\)7 )

« On suppose qu'il existe m > 2 et B € M,,(C) tels que A™B = A. Montrer que A" B = A" 'BA = ... = BA™,
Exercice 538 [MiNEs MP 2024 # 536] Soientn € N, P € K[X] de degré n, ay, .. ., a, des éléments distincts de K.

« Calculer le déterminant de la matrice (P (a;))o<i j<n-

+ Montrer que (P(X + «;))o<;<n est une base de K,, [X].
Exercice 539 [MiNEs MP 2024 # 537] Soientn > 2, m =2" —2, E =[1,n] et F = P(E) \ {0, E}.

« Montrer qu’il existe une unique bijection g: F — F telle que Vo € F, g(a) Na = (.

+ On se donne une enumeration a1, ..., &, de F. Soit A = (a; ;) € M,,(R) la matrice définie par a; ; = —1sia; Na; =0 et 0
sinon. Calculer det(A).

Exercice 540 [MinEs MP 2024 # 538] Soient n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension 3n et f € £(E). On suppose que f2 = 0

0|1,

0
1 e . . 010

et rg(f) = 2n. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est egale a I,
010

0

Exercice 541 [MiNEs MP 2024 # 539] Soit G un sous-groupe de GL,,(R) vérifiant VM € G, M? = I,,. Montrer que G est fini.
Exercice 542 [MiNnes MP 2024 # 540] Soit I 'ensemble des matrices inversibles de M,,(Z) et A € M,,(Z).

« Preciser la structure algebrique de 1.

« Montrer que A € [ si et seulement si det A € {—1,1}.

« Pour toute colonne X a coefficients entiers, on note a(X) le pged de ses coefficients. Montrer que A € T si et seulement si,
pour toute colonne X a coefficients entiers, a(AX) = a(X).

Exercice 543 [MiNEs MP 2024 # 541] Déterminer les parties G C M,,(C) telles que (G, X) est un groupe multiplicatif mais pas un
sous-groupe de GL,,(C). Montrer que toutes les matrices de G' ont méme rang.

Exercice 544 [MiNEs MP 2024 # 542] Soit f € GL (M,,(R)) vérifiant : VA, B € M, (R), f(AB) = f(A)f(B).
« Calculer f(Ip).

« On pose A = Diag(1,...,n). Montrer qu’il existe une matrice P € GL,,(R) telle que f(A) = PAP~!. Montrer que, pour
toute matrice diagonale D, ona: f(D) = PDP~1.

« Expliciter f.
Exercice 545 [MiNEs MP 2024 # 543] Soient A, B € M,,(C). On suppose qu’il existe ¢ € C tel que AB — BA = cA.

« Montrer que Vk € N, (A — cI,,)*B = BA*.

« Montrer que V¢ € R, e~ “*et4 B = Bet4,
Exercice 546 [MINEs MP 2024 # 544] Pour M € M,,(R), on dit que M est stochastique si : V(i,j) € [1,n]?, m;; > 0etVi €
[1,n], 2?21 m; ; = 1. Soit A € M,,(R). Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que exp(tA) soit stochastique pour tout
teRT.
Exercice 547 [MINEs MP 2024 # 545] « Soient M € M, ,(K) et N € M,, ,(K). Trouver une relation entre xasn et xnar-

- Soit A € GL,,(K). On pose B = (1 4 a; j)1<i j<n, on écrit A=' = (s; j)1<; j<n et on pose enfin S = Zlgi,jgn si. Trouver

une relation entre det A, det B et S.
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0 1 0 0
1 0
0 : ) o :
Exercice 548 [MINEs MP 2024 # 546] Soient J = | © . . . ,A:5 0 o 0 € M, (R).
. . . .. . 0
0 0 1
10 0 0 0 -0 1
1 0 1 0
« Montrer que J est diagonalisable dans M,,(C), et preciser ses éléments propres.
« Déterminer les éléments propres de la matrice A.
0 0 an
Exercice 549 [Mines MP 2024 # 547] Soient (a1, ...,a,) € C" et M = “ . & quelle condition
0
0 Ap—1 0

M est-elle diagonalisable ?

Exercice 550 [MINEs MP 2024 # 548] Soient a, b € Ravec a® # b%. Diagonaliser si possible la matrice A € M, (R) telleque a; ; = a
sit + j est pair et a; ; = b sinon.

01 0 0

. . 1 k£ 1 1
Exercice 551 [MiNEs MP 2024 # 549] Soit A = 010 0l¢€ M4(C).

01 0 0

« Justifier que A est diagonalisable lorsque k£ € R.
« Montrer que Y4 = X?(X —u1)(X — ug) avec uy + ug = k et u? +u3 = k? + 6.
« a quelle condition A est-elle diagonalisable ?
Exercice 552 [MINES MP 2024 # 550] Soit n € N*. Soit A = (a; ;) € M,,(R) définie par a; ; = j si i # j et O sinon.
« Calculer det(A + kI,,) pour k € {1,2,...,n}.

« - Montrer que A a n valeurs propres distinctes.

n k
« Pour A valeur propre de A, montrer que ), _, punrie 1.

« Déterminer la somme et le produit des valeurs propres de A.

Exercice 553 [MiNgs MP 2024 # 551] Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable dans M, (C). Montrer que les matrices A et AT
sont semblables dans M., (R).

Exercice 554 [Mines MP 2024 # 552] Soit w un nombre complexe non réel
« Montrer qu’il existe un unique couple (c, 3) € R? tel que w? = aw + B.
« Montrer que, si z € C, il existe un unique (\, 1) € R? tel que z = \ + pw.

« Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie 2n et u € £(E). On suppose que u? = au + Bidg. On pose (A + pw) * x =
Az + pu(z) pour tous (), ) € R? et z € E. Montrer que (E, +, *) est un C-espace vectoriel de dimension finie.

« Soit (eq, . .., ep) une base de ce C-espace vectoriel. Montrer que e = (e1, u(e1), ..., ep, u(ep)) est une base du R-espace vectoriel
E.

« Quelle est la matrice de u dans e ? Son polynéme caractéristique ?

Exercice 555 [MiNEs MP 2024 # 553] Soient E un espace vectoriel de dimension finie, H un hyperplan de E, u € GL(F) \ {id} tel
que Vz € H, u(xz) = x. Montrer I’équivalence des conditions suivantes :

« pour tout supplementaire S de H dans FE, il existe z € S tel que u(z) # x;
« u est diagonalisable;
(iii) v admet une valeur propre autre que 1;
o det(u) # 1;
 I'image de u — id n’est pas contenue dans H ;
« il existe A # 1 et une base de F dans laquelle la matrice de u est Diag(1,...,1,\).
Exercice 556 [MINEs MP 2024 # 554] Soient E un espace vectoriel de dimension finie et s € L(E') une symétrie.

Soit & : u € L(E) — sutus

. Déterminer les éléments propres de @ puis étudier sa diagonalisabilité.

Exercice 557 [Mines MP 2024 # 555] Soient A, B € M,,(R) des matrices non nulles. Soit f I’endomorphisme de M., (R) défini par
f(M) =M +tr(AM)B pour tout M € M,,(R).

+ Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de f.

« Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

« Déterminer les éléments propres de f.
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Exercice 558 [MINEs MP 2024 # 556] Soit B € Mg3(R). Donner une condition nécessaire et suffisante sur B pour que 1’équation
A3 = B admette au moins une solution.
Exercice 559 [MINEs MP 2024 # 557] Pour P € R[X], on pose L(P) € R[X] le polynéme associe a la fonction polynomiale
+oo —t
i [ Pz 4t)etdt.
« Montrer que L définit un endomorphisme de R[X].
« Montrer que L = 3% D* ou D est I'endomorphisme de derivation de R[X].
« Déterminer les éléments propres de L.

+ Déterminer le commutant de L.
1 =
Exercice 560 [MINEs MP 2024 # 558] Soient £ = C°(R,R) et ¢ tel que, pour tout f € F et toutz € R: ¢(f)(x) = o 2, fu)du
x
sia #0,¢(f)(0) = f(0).
« Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
« Trouver les éléments propres de .
« Montrer que ¢ stabilise R,,[X].

Exercice 561 [MiNEs MP 2024 # 559] Soient E = C°([-1,1],C) et g € C°([—1,1],[—1, 1)) surjective et croissante. Soit ® € L(FE)
définie par : Vf € E, ®(f) = f o g. On considére F' # {0} un sous-espace de dimension finie de F stable par ®.

« Montrer que ¢ est un automorphisme. - Montrer que 1 est 'unique valeur propre de ®p.
« Montrer que u = ®p — idF est nilpotent.
Exercice 562 [MinEs MP 2024 # 560] Soient F un C-espace vectoriel de dimension finie, v € £(F) diagonalisable et P € C[X] non
constant. Montrer qu’il existe u € L(E) tel que v = P(u).
Exercice 563 [Mings MP 2024 # 561] Quelles sont les M € M,,(C) telles que 'ensemble { M* ; k € N} soit fini ?
Exercice 564 [MiNEs MP 2024 # 562] Trouver les A € M,,(C) telles que P A est diagonalisable pour tout P € GL,,(C).

aM bM

Exercice 565 [MINES MP 2024 # 563] Soit A = <bM cM

) avec M € M, (R) et a, b, ¢ € R. Etudier la diagonalisabilité de A en

fonction de a, b, cet M.
Exercice 566 [MineEs MP 2024 # 564] Soient A, B, C € M,,(C) telles que AB = BC. Déterminer une condition nécessaire et

suffisante pour que (é g) soit diagonalisable.

Exercice 567 [Mings MP 2024 # 565] Soit A € M,,(Z) tel que AP = I,, (p € N*). Soit m > 3. On suppose que les coefficients de
A — I, sont divisibles par m. Montrer que A = I,,.

Exercice 568 [MINEs MP 2024 # 566] Soit M = (mi7j)1§i7j§n € Mn(C) On note M = (Mivj)1<z}j<.n'

« Montrer qu’il existe « € U tel que aM + @I, € GL,(C).
« Montrer I’équivalence entre :
(i) MM = I, avec A > 0, (ii) 3P € GL,(C),I3p € C, M = uPﬁ_l.
« Montrer I’équivalence entre : (i) M M est diagonalisable et Sp (M M) C RT,

(ii) M = PDP 'avec P e GL,(C) et D € M,,(C) diagonale.
Exercice 569 [MINEs MP 2024 # 567] « Montrer existence et I'unicité d’une suite (P,),>0 de polynomes telle que Py = 2,
Py=XetVneN, Pyyo = XP,y1 — P,,deg(P,) = n.
« Soitn, N € N*. Soit A € My (C) telle que P,(A) = 0. Montrer que A est diagonalisable.
« Soit n > 2. Résoudre le systeme Vi € [1,n], ©; = ;—1 + x;+1 en convenant que xg = x,+1 = 0.
Exercice 570 [MINEs MP 2024 # 568] Soit A € M,,(R) diagonalisable sur C. Montrer que A est semblable sur R & une matrice

diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont soit de taille 1, soit de la forme < @ —b ) avec (a,b) € R x R*,

b

Exercice 571 [MiNEs MP 2024 # 569] Soient A et B deux matrices non cotrigonalisables de M5 (C). Montrer qu’il existe P € GL(C)
telle que P~! AP soit triangulaire supérieure et P~! B P triangulaire inférieure.

Exercice 572 [MINEs MP 2024 # 570] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F).

« Soit F un plan stable par f. Montrer qu’il existe P € K[X] non nul de degré au plus 2 tel que : F' C Ker P(f). - Soit P € K[X]
non nul de degré 2 divisant le polyndme minimal de f. Montrer qu’il existe un plan F stable par f tel que F' C Ker P(f).

Exercice 573 [Mines MP 2024 # 571] Soient K un corps et F un K-espace vectoriel de dimension n. Soit u € L(FE). Donner une
condition nécessaire et suffisante sur x,, pour que les seuls sous-espaces stables par u soient {0} et E.

Exercice 574 [MINEs MP 2024 # 572] Soient A et B dans M,,(C). Montrer I’équivalence entre : (i) BA = 0 et B nilpotente, (ii)
VM € E, XaM+B = XAM-
Exercice 575 [Mines MP 2024 # 573] Soient A, B dans M,,(C) telles que sp A Nsp B = .
« Montrer que x 4(B) est inversible.
« Soit M € M,,(C). Montrer qu’il existe une unique matrice X telle que AX — XB = M.
Exercice 576 [MiNEs MP 2024 # 574] Quelles sont les A de M,,(C) qui commutent avec chaque matrice de leur classe de similitude ?
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Exercice 577 [Mines MP 2024 # 575] Soient A, B € M, (C).
«+ On suppose que AB — BA = oA avec a € C. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
« On suppose que AB — BA = oA + B. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
Exercice 578 [Mines MP 2024 # 576] Soient A, B € M, (K).
« On suppose que A et B admettent une valeur propre commune A. Montrer qu’il existe C' € M,,(K) non nulle telle que AC' =
CB = \C.

« On suppose qu’il existe C' € M,,(K) non nulle telle que AC' = C'B, et on note r le rang de C. Montrer que x 4 et x 5 admettent
un diviseur commun de degré .

« Etudier la réciproque.

Exercice 579 [MiNEs MP 2024 # 577] Pour A € M,,(C), soit C(A) la sous-algébre des matrices de M,,(C) qui commutent avec A.
« On suppose que A est diagonalisable. Calculer la dimension de C'(A). a quelle condition a-t-on C'(A) = C[4]?
« Montrer que, sans hypothese sur A, la dimension de C(A) est supérieure ou egale a n.

Exercice 580 [MinEs MP 2024 # 578] Pour A € M,,(C), soit C(A) la sous-algébre des matrices de M,,(C) qui commutent avec A.
a quelle condition sur A est-il vrai que C'(A) ne contient aucune matrice nilpotente non nulle ?

Exercice 581 [MiNEs MP 2024 # 579] Soientn € N*, A, B € M, (R), P € R[X]|et M = (é i)

« Supposons deg P > 2. Montrer que, si P est scindé a racines simples, P’ I'est egalement.

« Calculer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.

« Montrer que M est diagonalisable dans R si et seulement si A est diagonalisable dans R et B = 0.

Exercice 582 [Mines MP 2024 # 580] Soient F un espace préhilbertien réel et (eq, ..., e,) une famille libre de vecteurs de F telle
que [|z]|2 = 321, (x, e;)” pour tout z € E.

« Montrer que (e, ..., e,) est une base orthonormale de E.

« On remplace I’hypothese —(eq, ..., e,) est libre > par = les vecteurs ey, . . ., e, sont non-nuls . Le résultat subsiste-t-il ?
Exercice 583 [MinEs MP 2024 # 581] On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient 6 > 0 et A une partie de R™ vérifiant :
Viw,y) e Az #y = [l —yll =0

« Soientp € Netuy,...,u, € Adistincts. On considére la matrice M € M,,(R) définie par : m; j = (u; — ug, u; — uo). Montrer

que M est inversible.

« Montrer que A est finie.

Exercice 584 [MINEs MP 2024 # 582] « Montrer que (P, Q) — f_ll P\(/tl)_it(;) dt est un produit scalaire sur R[X].

« - Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, tel que Vz € R, T, (cos(x)) = cos(nz).

« Donner, pour n € N*, degré et coefficient dominant de 7,,.

« Soit n € N*. On note U,, I'ensemble des polynémes réels unitaires de degré n.

Calculer minpey, fil \1/3125—?2 dt.

Exercice 585 [Mines MP 2024 # 583] Soit M € M,,(R). Montrer que : [det M| <[, />0, m7 ;.

Exercice 586 [MinEs MP 2024 # 584] Soient E un espace euclidien et f € L(E) tel que || f(z)|| < ||z|| pour tout z € E. Etudier la
. - _ 1 n k

convergence de la suite (uy,)n>0 définie par u, = =5 > ;o f" pour tout n > 0.

Exercice 587 [MiINEs MP 2024 # 585] Soient E un espace euclidien et f € £(FE) un endomorphisme 1-lipschitzien. Montrer que :
L

E =Ker(f —id) & Im(f — id).

Exercice 588 [MINEs MP 2024 # 586] Soit M € M, (R) une matrice nilpotente non nulle.

Déterminer I'image de I'application ¢ : z € R" — 27 M.

Exercice 589 [MiNEs MP 2024 # 587] Soit E un espace vectoriel euclidien. Montrer que I'application f : z € F +— est

1-lipschitzienne.

oz
max([|z[[,1)

Exercice 590 [Mines MP 2024 # 588] Soit (a, b, xg) une famille libre d’un espace euclidien E. Trouver une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe un endomorphisme u de E tel que u(xg) = a et u*(z9) = b.

Exercice 591 [Mines MP 2024 # 589] Soient E un espace euclidien, p et ¢ dans L(E) des projecteurs orthogonaux. Montrer que gop
est un projecteur si et seulement si c’est un projecteur orthogonal.

Exercice 592 [MINES MP 2024 # 590] Soient £ un espace euclidien, u et v dans O(E) telles que det (u) det(v) < 0. Calculer ||v—ul,, .

Exercice 593 [MiNes MP 2024 # 591] Pour K = R ou K = C, on appelle d,,(K) la dimension du plus grand sous-espace vectoriel de
M., (K) dont tous les éléments sont diagonalisables.

+ Que peut-on dire du spectre réel d’'une matrice antisymétrique ?
- Déterminer d,, (R).
- Déterminer dy(C).
Exercice 594 [MINEs MP 2024 # 592] Soit n > 3. Soient A, B € R™ non colinéaires. On pose : M = ABT + BAT.

« Montrer que M est diagonalisable.
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« Déterminer rg M.
« Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M.
On I?L
I, 0,
« Montrer que G est un sous-groupe de GLo, (R).
« Caractériser les éléments de O3, (R) N G.
Exercice 596 [MINEs MP 2024 # 594] Décrire {e? ; A € A,(R)}.
Exercice 597 [MINEs MP 2024 # 595] Soient f : M,,(R) — R** continue et A € A, (R). Montrer que inf,cg f(e*4) > 0.
Exercice 598 [MinNEs MP 2024 # 596] « Trouver toutes les applications f de R dans GL,,(R) telles que
Vz € R",VP € GL,(R), f(Px) = Pf(x)P~L.
« Méme question en remplacant GL,, (R) par O, (R).
Exercice 599 [MINEs MP 2024 # 597] « Soit A € A,,(R). Montrer que Sps(A4) C iR.
« On note £ 'ensemble des matrices M € SO,,(R) telles que —1 ¢ Sp(M). Montrer que I'application ¢ : A, (R) = L, M —
(I, + M)(I,, — M)~! est une bijection.
« Soit @ € SO2(R).
Résoudre I’équation : (I,, + X)(I,, — X)~! = Q d’inconnue X € Ay(R).
Exercice 600 [MINES MP 2024 # 598] Soit A = (a; j)1<ij<n € On(R). Montrer que
Z1§i,jgn aijl <n < Z1gi,jgn |ai | < ny/n.

Exercice 601 [MINEs MP 2024 # 599] On munit R? de sa structure euclidienne canonique.
Soient e1,e2 € R3 et f : x> (w,e1) ea + (m,e1) e1.

Exercice 595 [Mines MP 2024 # 593] Soit J = ( ) € My, (R). Soit G = {M € Ma,(R), MTJM = J}.

« Si e et e sont linéairement indépendants, montrer qu’il existe une base orthonormée de R dans laquelle la matrice de f est
Diag(/\l, /\27 O) avec /\17 Ao € R*.
« Etudier la réciproque.
Exercice 602 [MINEs MP 2024 # 600] Soit E un espace réel de dimension n > 2. Lorsque ¢ est un produit scalaire sur F, on note
Og(E) le groupe des isométries pour @, et S 7 (E) I'ensemble des endomorphismes autoadjoints définis positifs pour ®.
+ On fixe un produit scalaire . Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) ¥ est un produit scalaire, (i) 3a € S5 (E), U(z,y) = ®(a(z),y).
« Soit u € Og(E). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que u € Oy (E) (on utilisera 'endomorphisme a de la
question précédente).
+ Soit P I'ensemble des produits scalaires sur F. Déterminer [y p Ow (E).

Exercice 603 [MiNEs MP 2024 # 601] Soit M € M, (R). Montrer qu’il existe une base orthonormée (ey,...,e,) de R telle que
(Meq, ..., Me,) soit orthogonale.

k1 o --- 0
1
Exercice 604 [MINEs MP 2024 # 602] Soit k un réel fixe. On pose A = | ol € Mn(R)
)
0 0 1 k

Montrer que maxyespa A > k + letminyespa A >k — 1.
Exercice 605 [MiNEs MP 2024 # 603] Soit € S,,(R).
« Montrer I’équivalence des enonces suivants : (i) 27 Sz > 0 pour tout = € R",
(i) Sp S C R, (iii) il existe T € S,,(R) telle que S = T2
Desormais, on suppose ces conditions realisées.
« Montrer que, pour tous 1 <i # j <netz,y €R, si,ixQ + 25 jxy + sj7jy2 > 0. En déduire que S?J < 54,i5j,5-

1 )
863 /1<i,j<n

+ On suppose de plus les coefficients de S non nuls, et on pose T' = ( . Montrer que T' € S;F(R) si et seulement si

rgS =1
Exercice 606 [Mines MP 2024 # 604] Soit A € M, (R).
« Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe S € S,,(R) telle que A = S% + S + I,,.
« a quelle condition la matrice .S est-elle unique ?
Exercice 607 [Mines MP 2024 # 605] Soient A, C € S3(R) et B € A2(R).

A
B
+ On suppose ici que B = 0. Donner une base de diagonalisation de M construite a partir de vecteurs propres de A et C.
« Montrer que, pour tous E' € GL2(R) et G € M3 (R), rg(EG) = rg(GE) = rg(q).

« Montrer que M = ( _CB ) est diagonalisable.
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I A-'B

0 I ) Calculer M P. En déduire le rang de M.
2

« On suppose ici que A est inversible. On pose P = (

Exercice 608 [MINEs MP 2024 # 606] Soit A = (%) e
1<i,j<n
R+, T

Exercice 609 [MINEs MP 2024 # 607] Soit A,, = (ﬁ)w 4
<i,j<n
plus petite valeur propre de A,, est inférieure a 2n1+1 .On pourra montrer que, pour P € R[X],ona fil P(t)dt+ [ P(e")ie’ d§ = 0.
Exercice 610 [Mines MP 2024 # 608] Soient F un espace euclidien, u € S(F), a et b deux réels tels que a < b, P € R[X] tel que
Vz € [a,b], P(x) > 0. On suppose que Vz € E, allz||? < (u(z),z) < b||x||?. Montrer que P(u) € ST(E).
Exercice 611 [Mines MP 2024 # 609] Soit M € M,,(R). Montrer que M est combinaison linéaire de quatre matrices orthogonales.
Exercice 612 [MINEs MP 2024 # 610] Soit A € M,,(R) telle que AT A = AT A. Montrer que si F est un sous-espace de R" stable
par A alors F'* est stable par A”. On suppose n = 3. Montrer que A est soit diagonalisable, soit semblable 4 une matrice de la forme
A 0 O
0 o pB)avecB#N0.
0 -8 «
Exercice 613 [Mines MP 2024 # 611] Soit M € GL,(R).
« Montrer qu’il existe un unique couple (O, S) € O, (R) x S;7*(R) tel que M = OS.
« Déterminer sup sco,, (r tr(AM).
Exercice 614 [Mines MP 2024 # 612] Soit (E, ( )) un espace euclidien.
« Soit u € S(FE). Montrer que F = Ker(u) ® Im w.
« Soit u € ST(E). Montrer qu’il existe h € ST (FE) tel que u = h2.
« Soient f,g € ST(F) tels que Ker(f + g) = Ker f N Kerg.
Montrer que Im(f + g) =Im f + Im g.
Exercice 615 [MINEs MP 2024 # 613] Soient S € S,/ (R) et A € M,,(R) qui commute avec S2. Montrer que A commute avec S.
Exercice 616 [MiNgs MP 2024 # 614] Soient A, B € S, (R) telles que A2B? = B2A?. Montrer que AB = BA.
Exercice 617 [MiNgs MP 2024 # 615] Soient n, k € N*. Etudier 'injectivite et la surjectivite de 'application f: S, (R) — S, (R)
définie par f(A) = A*.
Exercice 618 [MiNes MP 2024 # 616] Soit M € GL,(R).
« Montrer qu'il existe P € O,,(R) et D = Diag(\1, ..., \,) avec \; > 0 pour tout i telles que PT M7 M P = D2
« On note V7, ..., V, les colonnes de M P.Soit () la matrice dont les colonnes sont )\%Vl, ce %Vn Montrer que @ € O, (R).
« Montrer qu’il existe O, O’ dans O,,(R) telles que M = ODO'.
« Montrer le méme résultat si M est non inversible.
Exercice 619 [MiNes MP 2024 # 617] Soitn > 2

« Déterminer le sous-espace vectoriel engendre par S, (R).

. Montrer que A est diagonalisable et que son spectre est inclus dans

. Montrer que les valeurs propres de A,, sont dans |0, 7| et que la

« Déterminer le plus petit sous-anneau de M,, (R) contenant S;"*(R).
Exercice 620 [MINEs MP 2024 # 618] Soitn > 2.

« Soit S € S;7*(R). Montrer qu’il existe P € GL,,(R) tel que S = PTP.

« Déterminer le sous-espace vectoriel engendre par S;" *(R).

. Soient A1,..., Ay € S T(R), aq,..., a € R.
Montrer que |det(ag Ay + -+ - + arAg)| < det(|oq| Ay + - -+ + ok Ag).
Exercice 621 [Mines MP 2024 # 619] Soient E un espace euclidien et u € L(E).

+ Montrer que [Jul| = sup [[u(z)]| = sup [Ju(z)]|.
llzl|=1 lzll<1
« Montrer que |Ju| = sup [u(z),y)| = sup [{(u(x), y)l.
llzll=1,llyll=1 llzl <1 llylI<1
« On suppose u symétrique. Montrer que [|u]| = sup [{u(x),z)| = sup [{u(x),z)|.
llzll=1 lle] <1

Exercice 622 [MINES MP 2024 # 620] On munit M,,(R) de la norme subordonnée a la norme euclidienne canonique.
Soit A € GL,(R). On note r la plus petite valeur propre de A A et R la plus grande. Montrer que ||A|> = Ret [[A7]|72 = 1.

2) Analyse

Exercice 623 [Mings MP 2024 # 621] Soient E = C1([0,1],R) et N : f — \/f(o)2 + fol ()% dt.

« Montrer que N est une norme sur E.

« Compare N & la norme |||oo.

Exercice 624 [MiNEs MP 2024 # 622] Pour a € Ret P € R[X], on pose N,(P) = |P(a)| + fol |P].
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« Montrer que, pour tout a € R, N, est une norme.
« Soient a,b € R. Les normes N, et N}, sont-elles équivalentes ?

Exercice 625 [MiNEs MP 2024 # 623] On munit R™ de la norme euclidienne canonique. Soit f € C°([a, b], R™). Montrer que

f: || ]| si et seulement s’il existe ® € C%([a, b],RT) et u € R™ tels que Vt € [a,b], f(t) = ®(t)u.
Exercice 626 [MiNEs MP 2024 # 624] On pose E = {f € C?([0,1],R), f(0) = f’(0) = 0}.
« Montrer que || f|| = ||f + 2/ + f”| oo définit une norme sur F.
« Les normes || et ||oc sur E sont-elles équivalentes ?
Exercice 627 [Mines MP 2024 # 625] Soit Q € R[X]. Construire une norme N sur R[X] telle que : N(X" — Q) — 0.

n—-4oo

12 1| =

Exercice 628 [MiNes MP 2024 # 626] Pour tout P € R[X], on pose N(P) = sup |P(¢)|. Pour n € N, on note E,, 'ensemble des
te(0,1]

polynomes unitaires de R,,[X] et a,, = Ping N(P).
€En

« Montrer que a,, > 0; calculer ag et a;.
« Montrer que (a,,)neN est décroissante et de limite nulle.
Exercice 629 [MiNes MP 2024 # 627] Déterminer les sous-groupes compacts de (C*, x).

Exercice 630 [MINES MP 2024 # 628] Soit ) € R[X] non nul. Pour P € R[X], onpose |P||g = sup |PQ(z)|.
z€[—1,1]

« Montrer que || ||g est une norme sur R[X].

« a quelle condition sur @) la norme || ||q est-elle équivalente & || ||; (norme associée au polynéme egal a 1)?

« Soit ¢ € [—1, 1] une racine de Q. Trouver P € R[X] tel que P(c) =1, P'(c) =0etVx € [-1,1]\ {c},0 < P(x) < 1.

« Montrer que ||[P"||g — 0 quand n — +o0.

« Qu’en déduire?
Exercice 631 [Mines MP 2024 # 629] Soient (FE, || ||) un espace vectoriel normé, A une partie de F, f : [0,1] — FE continue. On
suppose que f(0) € Aet f(1) € E\ A. Montrer que f([0,1]) NFr(A4) # 0.

Exercice 632 [MINEs MP 2024 # 630] On munit £ = C°([a, b], R) de la norme de la convergence uniforme. Soit (z — 1 < i < n des
points distincts de [a, b] et (y — 1 < i < n des réels. Montrer que I'adherence de 'ensemble { P € R[X];Vi € [1,n], P(x;) = y; } est
{feEVie[L,n], f(zi) = v}

+oo
Exercice 633 [MiNEs MP 2024 # 631] On munit C[X] de la norme || P|| = max |ps| ou P = Y ppX*.
k=0

Déterminer les valeurs b € C pour lesquelles f : P — P(b) est continue.
Exercice 634 [MINEs MP 2024 # 632] Soient C' une partie convexe d’un espace norme E, X une partie de £ telle que C € X C C.
Montrer que X est connexe par arcs.
Exercice 635 [MINEs MP 2024 # 633] « Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si,
pour tout z € C, | Im(2)|™ < |P(2)].
« On note 7 l'ensemble des matrices trigonalisables sur R et D I'ensemble des matrices diagonalisables. Montrer que 7 est un
fermé de M,,(R) et que 'adherence de D est 7.

Exercice 636 [MINEs MP 2024 # 634] « Montrer que I'image par une fonction continue d’une partie connexe par arcs est connexe
par arcs.

« Montrer qu’une fonction continue injective de R dans R est strictement monotone.

a b

« Soient f: R — R continue et F': <c d> € Ma(R) — <f(a) f(b)> On suppose que F' envoie toute matrice inversible sur

fle) f(d)

une matrice inversible.

« Montrer que f est injective et ne s’annule pas sur R*. - Montrer que f(0) = 0.

16m k=n k

Exercice 638 [MINEs MP 2024 # 644] Soit (u,) la suite définie par up = z > O et Vn € N, up1 = 7.

. . 4
Exercice 637 [MINEs MP 2024 # 643] Déterminer la limite de u,, = —= an < n)

Un

« Soit k € N. Montrer que, si ugy+1 < ug, alors la suite (uy, ), >x+1 est strictement décroissante.
« Montrer que, si la suite (u,,) est croissante, alors sa croissance est stricte.

Que dire de sa limite ?
« On admet que e 2 <9 /4. Montrer que, pour x suffisamment petit, la suite (u,,) converge.

Exercice 639 [MiNEs MP 2024 # 645] Soit o > 1. On considére 'équation : (E,,): [[;_, (kx + n?) = an®".
« Montrer que pour tout n € N*, (E,,) posséde une unique solution strictement positive. On la note x,.
« Montrer que : Vn € N*, 2, < 2.
« Montrer la convergence et calculer la limite de la suite (z;,).

Exercice 640 [MINEs MP 2024 # 646] Soit f: Rt — R une fonction de classe C! telle que f(x) — +ooet f'(x) — 0 quand x — +o0.
Montrer que {e’f () n e N} est dense dans le cercle unite.
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Exercice 641 [MINEs MP 2024 # 647] Soient f € C!(R,R) et (u,,) une suite vérifiant u,, 11 = f(u,) pour tout n.
« Montrer que si (u,,) converge alors sa limite £ est un point fixe de f. Dans la suite on considére a un point fixe de f.
« On suppose que |f/'(a)| > 1. Montrer qu’il existe n > 0 et k > 1 tel que |f'(z)| > k pour z €]a — n,a + n[. Si |f'(a)] > 1
décrire les suites (u,,) qui convergent vers a.
« On suppose que | f’(a)| < 1. Montrer qu’il existe n > 0 et k € [0, 1] tel que |f'(z)| < k pour = €]a — 1, a + n[. Montrer que la
suite (u,,) converge vers a si et seulement s’il existe un rang p tel que u, €la —n,a + 1].
Exercice 642 [MINEs MP 2024 # 648] Soit (uy,)nen définie par ug € RT* et, pour n € N, uy 41 = /U + ﬁ
Montrer qu’il existe un entier naturel N tel que un > 1.
« Montrer qu’il existe ng > N tel que (uy, )n>n, est décroissante.
« La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, trouver sa limite.
Exercice 643 [Mines MP 2024 # 649] Soit f: R™ — R™ une fonction bornée et telle que |f(z) — f(y)| < |z — y| pour tous

x,y € RT tels que & # y. On considére une suite (u,,),>1 telle que u; € RY et uyy1 = f(uy) + % pour tout n > 1. On pose enfin
n = |Unt+1 — uy| pour tout n > 1.

« Soient p et g des entiers tels que 1 < p < g. Montrer que a; — a, < %.
« Montrer que la suite (a,,),>1 est convergente.
« Montrer que la suite (u,),,>1 est convergente.
Exercice 644 [MiNEs MP 2024 # 650] Soit (u,,) la suite définie par ug > —1 et Vn € N*, w11 = uy, + ul.

+ Montrer que la suite (u,,) converge.

« On suppose ug > 0 et on pose v,, = ln(“") pour n € N.

1
2Muy,

« Montrer la convergence de la suite (’Un) vers un réel a puis que 0 < o — v,, <
« Donner un équivalent de wu,,.
« Donner un équivalent de u,, dans le cas ug €] — 1,0[.

Exercice 645 [MINEs MP 2024 # 651] Soit (u;,),>1 & valeurs dans [0, 1]. On dit que (u,,) est equirepartie si et seulement si, pour tous
o < fBdans[0,1],ona card{k € [1,n],a <u, < B} — B—o

n—-+oo

« On suppose (u,,) equiperaptie. Montrer que (u,,) diverge. Montrer que {u,,,n € N*} est dense dans [0, 1].

« Montrer I’équivalence entre :
(i) Vf € C0([0,1],C), lim £ Y70, Flun) = fy f(t)dt,
(iii) vm € N*,lim L 37" e i, _ 0.
Exercice 646 [MINEs MP 2024 # 652] Soit (4, )n>0 une suite réelle décroissante de limite nulle. Quelle est la nature de la série
S (=), 2
Exercice 647 [MINEs MP 2024 # 653] Existe-t-il une bijection f: N* — N* telle que la série £ Hn)
Exercice 648 [MINEs MP 2024 # 654] Soient (u,, ) une suite de réels non nuls et A € R.
On suppose que : u"jl =1- % +0 (#) - Etudier la nature de Y u,,.

Exercice 649 [Mines MP 2024 # 655] Soit f: R — R telle que f(x) oS0 +U 424 (d).

+ a quelle condition la série de terme general u,, = f(n) converge-t-elle ?

« a quelle condition la suite de terme general v, = [[,_, f(k) converge-t-elle ?
Exercice 650 [MINEs MP 2024 # 656] « Soit f : [1,+00[— R de classe C*.

(m) = 7 50 | < & maxiego, i 1£(0)

sm(ln n) o

Montrer que, pour tout n > 1,

« Quelle est la nature de la série >

J» (n+1)7r S

Exercice 651 [MinEs MP 2024 # 657] Pour tout n > 0, on pose u,, = in(x )d:c. - Etudier le signe de u,,.

« Montr’er que la série ) u,, est semi-convergente.
Exercice 652 [MiNEs MP 2024 # 658] Existe-t-il une suite réelle (u,,) telle que > u,, converge et > u> diverge?
Exercice 653 [MiNEs MP 2024 # 659] Soit (uy,)nen & valeurs dans R,

+ On suppose Y u, convergente et on pose R,, = E;:;X:l |1 Uk. construire a partir de R,, une suite v,, > 0 croissante tendant
vers +oo telle que > u, v, converge.
« On suppose Y u,, divergente. construire v,, décroissante qui tend vers 0 telle que > u,v,, diverge.
Exercice 654 [MiNEs MP 2024 # 660] Etudier la convergence de la série > sin(men!).
Exercice 655 [MINEs MP 2024 # 661] Soit (uy,),>0 une suite réelle telle que la série > n(Inn)?u2 converge. Montr’er que la série
> u, converge.

Exercice 656 [MiNEs MP 2024 # 662] On considére la suite réelle définie par zg = 0 et x,, 41 = 1+2”" pour tout n > 0.

Etudier la convergence de la série Y (1 — x,,).

53



1

nuy,

Exercice 657 [MINEs MP 2024 # 663] Soient o € R™ et (uy,),>1 vérifiant u; € R™* et, pour n € N*, up, 1 = up, +

« Déterminer les valeurs de « pour lesquelles (u,,) converge.
« Trouver alors un équivalent de £ — u,,, ou ¢ designe la limite de la suite.
- Donner un équivalent de u,, lorsque (u,,) diverge.

Exercice 658 [MiNEs MP 2024 # 664] Soit Y u,, une série a termes positifs divergente. On pose v, = pour toutn > 0.

[ Un
o (1Fur)
Montr’er que la série Y v,, est convergente et calculer sa somme.
Exercice 659 [MINEs MP 2024 # 665] Soient (uy,),>o définie par ug > 0 et, pour tout n € N, up,+1 = In((exp(un) — 1)/uy).
« Déterminer la limite eventuelle de (u,).
« En déduire la nature de > w,,.
Exercice 660 [MINEs MP 2024 # 666] Soit T'I’endomorphisme de RN qui 4 la suite u associe T'u telle que :
Vn €N, (Tu)n = 57 2o peo Uk
« Siu converge vers ¢, montr’er que T'u converge vers /.
« On suppose que u est a valeurs positives.

On note +/u la suite telle que : Vn, (v/u), = \/ty. Si Tu tend vers 0, montr’er que T'y/u tend egalement vers 0.0n suppose u positive
et décroissante.

+ On pose w, = v/n u,. Montrer que Tw tend vers 0 si et seulement si w tend vers 0.
On pose, pour n € N, s, = Y up, et v, = nuy,.

« Montrer que s — T's = T'v.

« On suppose que T's converge. Montrer que T tend vers 0 si et seulement si la série Y u,, converge.
Exercice 661 [Mings MP 2024 # 667] Soit (u,) une suite de réels positifs convergeant vers 0. On pose, pour tout n € N, S, =
> r_o uk et on suppose ug > 0 et (|S, — nu,|) majorée. On suppose enfin > u,, divergente.

« Montrer que In S,, ~ Inn.

 Montrer que Vn, S,, > /n.

« Montrer que lim u,, > 0. Conclusion?

/(@)

Exercice 662 [MINEs MP 2024 # 668] Soit f une fonction de classe C' de R™ dans R™* telle que —
f(x) T—r—+00

—o00. Montrer que

> f(k) converge et donner un équivalent de ;::; f(&).

u
Exercice 663 [MINEs MP 2024 # 669] Soit (), >1 une suite réelle décroissante de limite nulle. Montrer que la série > — converge
= n

si et seulement si la série Y (u,, — uy11) Inn converge.

(="

Exercice 664 [MiNEs MP 2024 # 670] Soient o > 0 et (a,,) définie par a1 > 0, a1 + a2 > 0etVn > 2, a5,41 = - Z?:l a;.
n

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles la série > a,, converge.
+oo (_1)k
k=n k2 .

1 e (D)
z(x+1)---(x+n) =0z +n)
Exercice 667 [MiNEs MP 2024 # 673] « Pour n € N*, soit d(n) le nombre de diviseurs de n.

d(n)

Exercice 665 [MiNEs MP 2024 # 671] Nature et somme de la série de terme general u,, =

Exercice 666 [MINEs MP 2024 # 672] Soit € R\ (—N). Montrer que ZI:B

Pour a > 1, montrer que 3., = ((a)%
na
s p(n) _ (la—1)
« Pour a > 2, montrer que :, = .
2t e =)

Exercice 668 [MINEs MP 2024 # 674] « Etudier la convergence de la suite (u,,) définie par ug > 0 et Vn € N, 1,1 = ul". On
choisit desormais ug € N\ {0,1}.
« Montrer que YN € N, Vn € [0, N], un | un.

« Montrer que, pour N,k € N, un 4 > uﬁ,“.

1
+ Montrer la convergence de la série —.
n

1
+ Montrer que uy ZZ;ON+1 — — 0 quand N — +o0.
Uy,

1
- Montrer que 3.7 — ¢ Q.
Uy,

Exercice 669 [MINEs MP 2024 # 675] Soit f: R — R croissante. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

Exercice 670 [MINEs MP 2024 # 676] Soit f: R — R de classe C2. Montrer que f est convexe si et seulement si, pour tous z € R et
re Ry, 2rf(x) < [T f(1)dt.
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Exercice 671 [MiNEs MP 2024 # 677] Soit I un intervalle non trivial de R. Montrer que toute fonction de classe C? sur I est la

différence deux fonctions convexes.
1 ., . vr . P (t)
———. Montrer que la derivée n-ieme de f s’écrit sous la forme ——————
V1+t? (14¢2)"t2

ou P, € R[X]. Trouver une relation linéaire entre P, 2, P11 et P,.

Exercice 672 [Mines MP 2024 # 678] Soit f(t) =

Exercice 673 [MINES MP 2024 # 679] Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, f: R — E continue en 0. Montrer que f
f(2x) — f(z)
x
Exercice 674 [MiNes MP 2024 # 680] Soient I = ]—3,9[ et f une fonction de classe C2 de I dans R. Pour z € I\ {3}, on pose

X
g(z) = tan <?
1?

Exercice 675 [Mines MP 2024 # 681] Une fonction de classe C* de [0, 1] dans R est-elle nécessairement monotone par morceaux ?
Exercice 676 [MINEs MP 2024 # 682] Soit f: R — R de classe C* telle que f(0) > 0, f'(0) > 0 et lirf f(z)=0.
T—>1+00

est dérivable en 0 si et seulement si x — posséde une limite quand z — 0.

) f(x). a quelle condition la fonction g se prolonge-t-elle continument a I ? Le prolongement est-il de classe C* sur

« Montrer qu’il existe x; tel que f/(z1) = 0.
« Montrer qu'il existe une suite (z,,) strictement croissante telle que, pour tout n € N, f(™)(z,,) = 0.

Exercice 677 [MINES MP 2024 # 683] Montrer que la fonction x — ¢ n’admet pas de primitive de la forme x f(;l:)ezz, ou
f: R — R est une fonction rationnelle.

Exercice 678 [MINEs MP 2024 # 684] Soit f: RT™ — R de classe C* telle que f'(¢)+ f(t) — 0 quand t — +o0c. Montrer que f(t) — 0

quand t — +00.
1

Exercice 679 [Mines MP 2024 # 685] Posons f : x # 0 — e~ 27 prolongée par continuité en 0.
« Montrer que f est de classe C*° sur R.
« Montrer que f n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogene.
« Pour n € N, soit P, € R[X] tel que Vz # 0, f()(z) = P, (2) f(z). Déterminer degré et coefficient dominant de P,.

« Montrer que les polynoémes P,, sont scindés dans R.

Exercice 680 [MINEs MP 2024 # 686] Soient I un intervalle non trivial de R, M € R** et f une fonction de classe C' de I dans C
non identiquement nulle et telle que |f/| < M| f|. Montrer que f ne s’annule pas.

Exercice 681 [MiNEs MP 2024 # 687] Soit E = C°(R*,R).
« Soit f € E. Montrer v : z € R™ — —L [7 7 f(t) dt se prolonge par continuité en 0.
On note u(f) ce prolongement.
« Montrer que v ainsi défini est un endomorphisme injectif de E.
« Déterminer son spectre.
Exercice 682 [MiNEs MP 2024 # 688] Soit f € C°([0, 1], R). Montrer ff{% f(32% — 223)dx =2 fol f(32% — 223) du.
Exercice 683 [Mines MP 2024 # 689] Donner un équivalent de f(x) = flm ttdt lorsque  tend vers +oo.
Exercice 684 [MiNEs MP 2024 # 690] Soit f: R — R™ une fonction continue, strictement croissante telle que f(0) = 0.
« On suppose que f est de classe C.

Montrer que Yz > 0, [ f(t)dt + [J §(=) fr@)dt = 2 f(z).
+ -Soitx > 0.Pourn € N* eti e [0,n], onnotezzn = %
Montrer que Zi:_O Tin(f(@it10) — f(@in)) — fo T
« Montrer I’égalité vue en -.
« Soienta € RT etb € f RT™ — R™ continue et bijective.

Montrer que [ f(t)dt + fo t)dt > ab.
Exercice 685 [MINEs MP 2024 # 691] Soit f continue et strictement positive sur [a, b].

)dt quand n — +o0.

« Soit n € N*. Montrer qu'il existe une unique subdivision (g, . .., Zn ) de [a, b] telle que V& € [L,n], [(*" f = %fb f-

Tk—1,n a

Déterminer la limite de la suite de terme general Sorey [(@En)-

Exercice 686 [MINEs MP 2024 # 692] Soit f € C"(R,R). On suppose que f et f(™) sont bornées sur R.

« Pourtout p € [1,n], onpose: ¢, : x — f(z+p) — f;ﬂa {:1_)8)‘ (x+p—t)"Ldt.

Montrer que ,, est bornée sur R.
« En déduire que f, ..., f(»=1 sont bornées sur R.
Exercice 687 [Mines MP 2024 # 693] « Soit f € C%([0,1],R). On suppose que, pour toute fonction ¢ € C!([0,1],R) vérifiant
©(0) = ¢(1) = 0, on ait fo o(t)dt = 0. Montrer que f = 0.
« Soient maintenant f, g € C°(]0, 1} R) telles que, pour tout ¢ € C*([0, 1], R) vérifiant (0) = (1) = 0,l'on ait fol F@)pt)dt =
fo t) dt. Montrer que g est de classe C! et déterminer sa derivée.
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Exercice 688 [MiNEs MP 2024 # 694] Soient h > 0, f € C?([a,b],R) avec f/ > m? > 0,et E = {z € [a,b],|f'(z)| > h}.
f el (@) dx‘ <3

« On suppose que [c, d], avec ¢ < d, est inclus dans E. Montrer que
6
- Montrer que | [ ir 40| < 2.

» Montrer que ’fb eif (@) dx’ <84 %

j‘ zfm)dl.’<m

+ Montrer que

Exercice 689 [MINEs MP 2024 # 695] Déterminer la nature de f;oo ordr.
Exercice 690 [MINEs MP 2024 # 696] Soit a > 0. Calculer f0+oo alnt dt. Que dire de +OO Int_ 4t pourp > 27

PR ap+p
Exercice 691 [Mines MP 2024 # 697] Soit E I'ensemble des f € C*([0,1],R) telles que f( )= f(1)=0.
« Pour f € E, montrer la convergence de I = fo t) cotan(wt)dt et de Io = fo F2(t) (1 + cotan?(7t))dt. Comparer I;
et IQ
« Montrer que, si f € E, fo 2> n? fo f2. Pour quelles f y-a-t-il égalité ?

Exercice 692 [Mines MP 2024 # 698] Convergence et calcul de fo \/ 15 In(z)dz.

Exercice 693 [MiNEs MP 2024 # 699] Soit o € R**. Nature de I'intégrale f0+°o exp(—t® sin?(t))dt.

Exercice 694 [Mines MP 2024 # 700] Montrer que f : z — f;oo e ﬂ 0 est définie, continue et intégrable sur |0, +-00].

Exercice 695 [MINEs MP 2024 # 701] « Calculer foﬂ/Q HL(TEZ)dw
sin xr

« Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R.
Montrer que fOW/Q f(sin(22)) sin(z)dz = W/Z f(cos?(y)) cos(y)dy.

Exercice 696 [MiNEs MP 2024 # 702] « Soit (a,g) € (RT*)2. Apres avoir simplifie In (%), montrer que

+o0 In(1 azr 2
/ In(1+e*), / % )y,
e x 1 ey —1

« Montrer que f2 wdy =1In(2)In(1 — e~2%) — ff In(y) —dy.

« En déduire la valeur de +°° elff)l dr.
« Retrouver le résultat precedent par un calcul direct de +Oo 12(¢i dx.
Exercice 697 [MiNEs MP 2024 # 703] Soit F' définie sur R™ par : Vo > 0, F((x) = f;oo St t.

« Montrer que F est bien définie.
« Montrer que F est intégrable sur RT*.
« Calculer fo (x)da.
Exercice 698 [MINES MP 2024 # 704] Soit f: RT — RY une fonction continue. On note F' la primitive de f qui s’annule enE 0.

Montrer que les intégrales f0+oo (5:32 dt et f0+oo {fl) dt sont de méme nature.

Exercice 699 [MINEs MP 2024 # 705] « Soit f : [1,+00[— R continue. On suppose que I'intégrale f1+°o f est convergente.
Montrer que f oo K t) dt est une intégrale convergente.
« Soit > u,, une série convergente. Montrer que » “7" est une série convergente.

Exercice 700 [Mines MP 2024 # 706] Trouver un équivalent simple de fox ‘“t—ntl dt quand x tend vers +o0.

Exercice 701 [MINES MP 2024 # 707] Soit f: R — C une fonction continue et T-périodique. - a quelle condition f admet-elle une
primitive T-périodique ?

« On suppose a present que fOT (x) dx # 0, et on fixe un réel a €0, 1]. Donner un équivalent de [;° ft(f) dt quand x — +o0.

Exercice 702 [Mines MP 2024 # 708] Quelles sont les fonctions de [0, 1] dans R qui sont limite unlforme sur [0, 1] d’une suite de
polyndémes convexes ?
Exercice 703 [Mines MP 2024 # 709] Soit f continue sur [0, 71| telle que Vn, foﬂ cos(nt) f(t)dt = 0. Que dire de f?

sin (2" x)
2'”/

Exercice 704 [MINEs MP 2024 # 710] Soit f: x + >,
« Montrer que f est définie sur R.
« Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 705 [MINEs MP 2024 # 711] Soit v € RT*.
« Montr re qu'en posant Vz € R™, f(z) = Zn 1 e~""%, on définit une fonction de classe C* de R™* dans R.
« Donner la limite puis un équivalent simple de f en +oc.
+ Donner la limite puis un équivalent simple de f en 0.

Exercice 706 [MinEs MP 2024 # 712] Déterminer le domaine de définition et un équivalent simpleen 1~ de f : z +— ZW 0x"
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Exercice 707 [MiNEs MP 2024 # 713] Pour n > 0, soit u, :  — H?:o %ﬂ

« Montr re que S = Z:i% uy, est définie et continue sur RT*.
+ Ex primer S(z + 1) en fonction de S(z) et de z.

+(X: 677l1
n=1 n+z "’

Exercice 708 [MiNes MP 2024 # 714] Onpose f : x +— Y

« Déterminer le domaine de définition D de f.

« Etudier la continuité de f sur D.
« Déterminer des équivalents de f aux extremites de D.

—+o0

n X
Exercice 709 [MiNes MP 2024 # 715] « Soit x € [0, 1] Justifier la convergence de f(z) = [], (1}‘_';7”5“) . - Montrer que,
+oo

pour tout z €]0, 1[, In f(z) = ==L 12" In(1+ 2™) +1n2.

« En déduire que, pour tout z € [0, 1], ln f( )=In24 3% ( ;) ﬁ

« Montrer que f posséde une limite finie en 1 et la determmer

Exercice 710 [MiNEs MP 2024 # 716] On pose f : x — Z Gl

p=0 p'(x-s-p)
« Déterminer le domaine de définition de f

- Exprimer f(z) en fonction de : g(z) = L + S m.
+ Déterminer un équivalent simple de f en +ooc.

« Déterminer un équivalent simple de f en 0F.

« Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions Z sur les parties du domaine de définition de f.

'(I+p)
Exercice 711 [MiNEs MP 2024 # 717] Soit f : z — n:O > (Arctan(n + x) — Arctan(n)).
« Donner le domaine de définition de f. Etudier sa régularite.
« Exprimer f(z + 1) en fonction de f(z) et de .

Exercice 712 [MINEs MP 2024 # 718] Domaine de définition et équivalent en +oo de f: 2+ 3> (1117;)1 .

Exercice 713 [MINEs MP 2024 # 719] Soit ug I'identite de [1, +-0o[ et, pour n € N, up, 41 : 2 € [1, +00[— uy,(z) + —2

Uun ()"
« Montrer que la suite de fonction (u,,) est bien définie.

« Etudier la convergence simple de (u,,) sur [1, +oc|.

Pour n € N, soit f,, : 2 € [1, +oo[— - 1)).
« Montrer que la suite ( f,,) converge simplement sur [1, +o0].
« Montrer que la somme de la série de terme general f,, est continue sur [1, +0o0|.
- A-t-on convergence normale sur [1, +00[?

Exercice 714 [Mines MP 2024 # 720] Notons, pour & > 0, n € N* et & > 0, u,,(z) = sz)
« Déterminer les modes de convergence de > u,, sur Rt et RT*.
« Montrer que la somme S, de cette série est continue sur R™* et que si « > 1/2, S,, est continue sur R*.
« Pour @ < 1/2, S, est-elle continue en 0?

Exercice 715 [MINEs MP 2024 # 721] Pour x réel convenable, on note {(x) = Zﬁ n%

« Déterminer le domaine D de définition de (.

—a [ At ou {1} =t — [t].

En déduire que ¢ peut étre prolongée sur un ensemble D’

« Montrer que, pour z € D, ((z) =

« Donner un équivalent de ¢ en 1.
« Montrer que le prolongement de ¢ sur D’ se prolonge par continuité en inf(D’).

Exercice 716 [MiNEs MP 2024 # 722] Soit, pour z € RT, f(z) = ;rz lf;w

- Montrer que f est de classe C! sur [0, 1].
« Donner un équivalent de f(z) en 1.

. 5
Exercice 717 [MinEs MP 2024 # 723] Rayon de convergence et somme de ), -, cos ( Zn)
Exercice 718 [Mines MP 2024 # 724] Montrer que la fonction f : z — In(1+ e~ %) est développable en série entiére au voisinage de
0.

(2n+1)! n

Exercice 719 [Mines MP 2024 # 725] Déterminer le rayon et la somme de Zn>0 w2

Exercice 720 [Mines MP 2024 # 726] Soit, pour n € N, a,, = fo cos(t)™ sin(nt) dt. Soit f : v 32,0 a,a”
« Calculer ag, ay, as.
« Calculer f(z) pour |z| < 1. Preciser le rayon de convergence de f.
« En déduire a,,.

Exercice 721 [MiNEs MP 2024 # 727] « Soit z € C tel que |z| # 1. Montrer que la fonction ¢ + —=— est développable en série
entiére au voisinage de 0.
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« Soient F' € C(X) sans pole de module 1 et « € R. Montrer que la fonction ¢ — F(e*') est développable en série entiére au
voisinage de 0.

Exercice 722 [MiNEs MP 2024 # 728] Pour n € N*, on note a,, = v2(n) (valuation 2-adique).

- Déterminer les valeurs d’adherence de (a,,).
- On pose, pour n € N*, b, = 1 (3)'_, ay,). La suite (b,) posséde-t-elle une limite ?
- Déterminer le rayon de convergence de > b, a".

71'/4

Exercice 723 [Mines MP 2024 # 729] Pour n € N, soit a,, = tan" (x) dz. - Montrer que (a,),>0 tend vers 0.

« Sin € N, exprimer a,, 2 en fonction de a,,.
« Déterminer le rayon de convergence R de x — Z:i% anx™. Calculer la somme. Etudier le comportement en +R.

Exercice 724 [Mines MP 2024 # 730] On pose ug = 1 et up41 = Zk 0 ( )ukun x pour tout n. Trouver w,, en considérant la
Un,
—x
n!
Exercice 725 [MINES MP 2024 # 731] La suite (ay, ), >0 est définie par ag > 0 et Vn € N, ay41 = In(1 + a,,).

série entiére ), - "

« Montrer que (ay,)nen tend vers 0.
« Donner un équivalent de a,,.

« Donner le rayon de convergence R de > a,,z™. Y-a-t-il convergence pour x = R? pour z = —R?
« Donner un équivalent de Z:i% an2™ quand z tend vers R™.
t
Exercice 726 [MiNEs MP 2024 # 732] Soitt € R tel que : Vn € N*, nt & 27Z. Soit f : z — Z+°° sin(n )a:"
n

« Déterminer le rayon de convergence R de f.

- Etudier la convergence en +R. Ind. Poser S,, = >_;'_ sin(kt).

« Exprimer f(z) pour z €] — R, R].
Exercice 727 [Mines MP 2024 # 733] Soit (ay,)n>0 une suite complexe telle que la série Y na,, converge absolument. On note D le
disque unite ouvert de C. Soit f : z — Zn —oan2".

« Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.

« On suppose que a; # 0 et que 3.5 nja,| < |a;|. Montrer que f est injective sur D.

1 1
Exercice 728 [MiNEs MP 2024 # 734] Soit (ay,),>0 définie par ag = a1 =0, a2 = = et a4 = —— ZH— ._,, a;a; pour n > 2.
= 2 n(n 4+ 1) —*HI=n
« Montrer que le rayon de convergence de Y a, 2™ est supérieur ou egal & 1.
« Montrer que = — 3% a,,z" est solution de I'équation zy” — = = y2 sur |0, 1[.
Exercice 729 [MiNEs MP 2024 # 735] Soit (a,,) définie paragp = a1 =letVn > 1, apt1 = an + - lan,l.
n

« Montrer que Vn € N*,1 < a,, < n?. En déduire le rayon R de f(z) = > a,x
« Montrer que f est solution de (1 — z)y’ — (22 4+ 1)y = 0. Exprimer f a I'aide de fonctions usuelles.

Exercice 730 [Mines MP 2024 # 736] Soient f(z) = : 0 @n 2" la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 0, et D
son disque ouvert de convergence.

« Montrer que, s’il existe (2;) € (D \ {0})N de limite nulle telle que Yk € N, F(2;,) = 0, alors F est nulle.
« On suppose que F'(0) € R et que |F'| admet un maximum local en 0.

Montrer que F est constante.

Ind. Raisonner par contraposée et montrer I'existence de p € N tel que pour tout z € D,

—+ oo

[F(2)| = [F(0) +apz?| = > lanll2]"

n=p+1

by
Exercice 731 [MINEs MP 2024 # 737] Soit (by,) la suite définie par by = 1 et Vn € N*, b,, = > _'_,

k!
Mont Vn €N, b, !
+ Montrer que Vn —
" C)
« Montrer que la série entiére ) b, 2™ 4 un rayon de convergence R non nul et que
1
Vz €] - R, R], Zn 2 bz = 5o

« En déduire une expression sommatoire explicite de b, pour n € N.

Exercice 732 [Mines MP 2024 # 738] Soit f : z € C\ {1} — exp (1 : >
—Zz

« Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner son rayon de convergence. On écrit f(z) =
+oo
ano anz".

58



« Donner une expression sommatoire des a,,.
« Trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite (a,, ).

« Donner un développement asymptotique de In(a,,).

1
Exercice 733 [MiNEs MP 2024 # 739] Soit a € C*. On pose Ag = 1 et, pour k € N*, A, = HX( — ak)*.
« Montrer que, pour tout P € C,[X], P(X) = Y_}_, P®¥) (ak) Ax(X).
En déduire que Vy € C*, ny"~' = >0 | (})(—ak)*(y + ak)"~*. - Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére

—n n—1 n
D> ( n)! T
« On note S sa somme. Montrer que Vz €] — R, R[, z(1 + S(x))S’(z) = S(x).

Donner une expression simple de h : . — S(x)e
Exercice 734 [MINEs MP 2024 # 740] Soit (a,)n>2 une suite réelle telle que la série entiére associée est de rayon de convergence
supérieur ou egal a 1.
On suppose que f : z +— z + Zn 5 anz" estinjective sur D = {2z € C, |2] < 1}.

« Montrer que, pour tout z € D, f(z) € R si et seulement si z € R.

- Montrer que, pour tout z € D, Im(f(z)) > 0 si et seulement si Im(z) > 0.

« Calculer, pour n € N* et r < 1, fo% Im(f(re't)) sin(nt)dt.
Exercice 735 [MINEs MP 2024 # 741] Soit (a,,) une suite de réels positifs avec ag > 0 et a; = 1. Soient S : x +— Z;::S apx” et, pour
n €N, S,z >} _,arz". On suppose que le rayon de convergence de S est R > 0.

. Soient n > 1 ety > ag. Montrer qu’il existe un unique z,,(y) € R* tel que S,,(z,(y)) = y. Montrer que la suite (z,(y))
converge vers un réel note 7'(y). Montrer que |T(y)| < R.

« On suppose que |T'(y)| < R. Calculer (S o T')(y). Que peut-on en déduire ?
Exercice 736 [MiNes MP 2024 # 742] Soit 3 a,,2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f.
- Montrer que, pour tout r € [0, R[, I(r) = 5= 027T |f(re?®)[2d0 = 307 |an|?r®", puis que la fonction I est croissante sur
[0, R[.
« Si f n’est pas nulle, montrer que I(r) > 0 pour tout r €]0, R|.
« Montrer que la fonction ¢ — In (I(e")) est convexe sur ] — oo, In RJ.
Exercice 737 [MINEs MP 2024 # 743] Soient P € R[X| de degré 2 et f : z + ¢”'(®), Montrer que f est développable en série entiére
en 0 et que deux coefficients consécutifs de ce développement ne sont jamais simultanement nuls.
Exercice 738 [MINEs MP 2024 # 744] Soit (p,,) une suite strictement croissante d’entiers naturels telle que n = o(p,, ).
Soit f : x — +°°0x .
 Quel est le rayon de convergence de f?
« Déterminer la limite en 1~ de f puis de z — (1 — ) f(z).
Exercice 739 [MiNEs MP 2024 # 745] Déterminer un équivalent de p(n |{ 2,y,2) EN3, 2+ 2y + 32 = n} |
Exercice 740 [MINEs MP 2024 # 746] On dit que la suite (a,,),>0 € RN Verlﬁe P sile rayon de convergence de Y a, a2 est supérieur
ouegalaletsif:xz— Zn o @nx"™ possede une limite finie en 17.
« Déterminer les f: R — R continues en 0 telles que : Vz,y € R, f(z +y) = f(x) + f(y),
« Montrer que si Y _ a,, est absolument convergente alors (a,,) vérifie P. Etudier la réciproque.
« Déterminer les f: R — R telles que, pour toute suite (a,,) € RN vérifiant P, la suite (f(ay,)) vérifie P.

Exercice 741 [Mines MP 2024 # 747] Soit E I'ensemble des fonctions f € C*(R,R) dont la série de Taylor en 0 & un rayon de
convergence +o0.

« Montrer que E est une R algébre.

Pour f € E,onpose T(f):z+ f(z) — ZJroof() ™.

n=0 n!

« Montrer que T est un endomorphisme de F et que Im(7") est un idéal de F.
« Montrer que E = Im(7T) @ Ker(T).
« Déterminer le spectre de 7.

Exercice 742 [Mines MP 2024 # 748] Limite de u,, = [,

(ou il y a n racines car $e$es)?
\/2+\/2+ V2422

Exercice 743 [MINEs MP 2024 # 749] Soit I,, fo sin(t™) dt. Déterminer les n € N pour lesquels I, est définie. Donner un
équivalent de I,,.

Exercice 744 [Mings MP 2024 # 750] Déterminer un développement asymptotique de u,, = 01 1J‘izn en o(1/n?).

Exercice 745 [MiNEs MP 2024 # 751] Pour tout n € N, on pose : u,, = fol(ft2 +t—1)"dt
« Montrer que (uy,,) converge vers 0.

« Montrer que ) -, u, converge et calculer sa somme.
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« Trouver un équivalent simple de u,,.

Exercice 746 [Mines MP 2024 # 752] Pour tout n € N, on pose : [, = ! tnf}?tdt

« Montrer la convergence de I,,.

« Etudier la convergence et la limite eventuelle de ().

« Trouver un équivalent simple de 1,,.
Exercice 747 [Mines MP 2024 # 753] Exprimer sous forme de somme f0+oo et cos(t)dt.
Exercice 748 [MiNEs MP 2024 # 754]

- Justifier que f1/2 ln(l Dt = f1/2 2L dt. - En déduire la valeur de Y, o 5tz
Exercice 749 [MINEs MP 2024 # 755]

est convergente. - Exprimer sa somme sous forme intégrale.

Soient cv et 3 des réels > 0. - Montrer que la série ), -, an_gﬁ

Exercice 750 [MINEs MP 2024 # 756]

Calculer fo In(¢) In(1 — t)dt.
Exercice 751 [MINEs MP 2024 # 757]

)

Pour tout z € R, on pose f(x) = [, e

dt. - Montrer que f est de classe C! sur R, et exprimer sa derivée. - On pose g(z) = f(z?)

pour z € R. Montrer que la fonction z — g(z ( fo et dt) est constante, et preciser sa valeur. - En déduire la valeur de
f0+oo e dt.
Exercice 752 [MINEs MP 2024 # 758]

f+oo arctan ( z ) +arctan(ax)
0

Pour tout réel a > 0, on pose F(a) = 1722

Exercice 753 [MINEsS MP 2024 # 759]

dz. Justifier Uexistence de F'(a), puis calculer cette intégrale.

Pourn € N* etz < 0, on pose : hy,(z) = O+°° (t?ﬁ%)?

—4nx3hy,41(x). - Montrer qu’il existe une suite réelle (a,),en- telle que : Vn € N*, Va > 0, h,(7) = apx
(an).
Exercice 754 [MINEs MP 2024 # 760]

+00 e~

Onpose F:z > [" S
Exercice 755 [MINEs MP 2024 # 761]

- Soit n € N*. Montrer que h,, est de classe C! sur RT* et : Vo > 0, k] (z) =

2=4n__ Expliciter la suite

dt Domaine de définition de F'? de continuité ? - Donner un équivalent de F' en +o0.

Soit f : 2 +— f027r In (22 — 2 cos(t) + 1) dt. - Donner le domaine de définition et étudier la continuité de f. - Donner une expression

de f(x).

Exercice 756 [MINEs MP 2024 # 762] « Déterminer le domaine de définition D de : f : x> [, e sint et d¢. - Montrer que f
est continue sur R™.

« Montrer que f est de classe C! sur R**.

« En déduire la valeur de [; oo Smtdt

Exercice 757 [MINEs MP 2024 # 763]

Soienta > Oet f: 2 € RT* — fol L’application f est-elle intégrable sur RT*?

di
PEEEEE
Exercice 758 [MiNEs MP 2024 # 764] Pour x € R, calculer f(z) = eroo et /2e=int gy par deux methodes :

« en déterminant le développement en série entiére de f(z);
« en montrant que f est de classe C! et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
Exercice 759 [MiNnEs MP 2024 # 765] Soit f définie par: f(z) = fOW/Q sin®(¢) dt.
+ Déterminer le domaine de définition Dy de f.
« Montrer que f est continue et décroissante.
« Pour tout « € Dy, onpose g(x) = (x+ 1) f(z + 1) f(x).

Montrer que : Vo € Dy, g(x + 1) = g(x).
« Déterminer des équivalents simples de f aux extremites de Djy.

Exercice 760 [MINEs MP 2024 # 766] « Montrer la convergence de f0+oo cos(t?)dt.

+oo o~ (t24i)a?
241

+ On admet que f+°° 't = ‘é; Calculer f0+°° e~ dt a Iaide de f.
Exercice 761 [MINEs MP 2024 # 767] Trouver toutes les fonctions f: RT™ — R d éivables verifiant: Vz > 0, f'(z) = f(1/z).

« Onpose f:x +— f dt. Montrer que f est de classe C! sur R*.
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Exercice 762 [MiNEs MP 2024 # 768] Soit f: RT™ — R de classe C', monotone et admettant une limite finie en +o0o. Montrer que les
solutions de I’équation différentielle y"” + y = f(z) sont bornées.

Exercice 763 [MiNEs MP 2024 # 769] On considére I’équation différentielle (E) : 2zy” + ¢y — y = 0.
« Montrer que (E) posséde une unique solution f sur R telle que f(0) = 1 et qui soit la somme d’une série entiére.

« Donner une expression de f a I’aide de fonctions usuelles.

« al’aide du changement de fonction inconnue y = z f, r ésoudre (E).
Exercice 764 [MiNes MP 2024 # 770]
Soit A € R. Montrer que les solutions de : (E) : 3 + (A — 1)2%y = 0 sont de la forme z H(x)(f"”Q/2 avec H développable en série
enticre.
Exercice 765 [MiNEs MP 2024 # 771] R ésoudre I’équation différentielle (1 + 22)y” + zy’ —y = 0.

Exercice 766 [Mines MP 2024 # 772] Déterminer une solution de (E) : y” 4+ xy’ + y = 1 développable en série entiére au voisinage
de 0.

Exercice 767 [MINEs MP 2024 # 773] Soit (E) I’équation différentielle ax?y” + by’ + cy = 0 sur RT*.
« Résoudre (F) en utilisant le changement de variable ¢t = In .
« Résoudre 2%y" + 2y’ +y = sin(alnz).
Exercice 768 [MiNEs MP 2024 # 774] Considérons I'équation différentielle (E) : 2%y’ +y + 22 = 0.
« Résoudre (E) sur RT™.
« Montrer que (F) admet une unique solution qui admet une limite finie en 0.
- Existe-t-il des solutions de (E) admettant une limite finie en +00?
- Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére.
Exercice 769 [Mines MP 2024 # 775] Soient n € N et (x) 'équation différentielle :
(14 2™)(1 — 22)y" + 2z2(1 + 2")y = 2(1 — 22).
« Trouver les solutions de (%) sur | — 1, 1].
« Existe-il une solution définie sur R?

« Existe-il une solution définie sur |1, +00[ et bornée ?

Exercice 770 [MinEs MP 2024 # 776] Soit f une fonction continue et bornée de R dans R. Déterminer les fonctions y de R dans R,
de classe C? et bornées, telles que v/ — y = f.

Exercice 771 [MiNEs MP 2024 # 777] Soit y une solution sur R** de zy" + v’ + zy = 0,
« Onpose:Vz > 0, u(xz) = \/z y(z). Déterminer une équation différentielle dont u est solution.

« Montrer que [* %29 4o = (y/ — w'v)(b) — (uv’ — u'v)(a) avec v vérifiant v +v=0.
q

a 42
« Montrer que, pour tout a > 0, il existe x,, € [a,a + 7[ tel que y(z,) = 0.
n_2n
- Montrer que f : x = >/ %% % s’annule une infinite de fois.

Exercice 772 [MiNEs MP 2024 # 778] On note S 'ensemble solution de I’équation différentielle (F) : zy” + zy’ — y = 0 sur R™*.

« Trouver o € R tel que  — x® soit solution de (E).

x

« Pour tout z > 0, on pose : G(z) = [ %dt. Dresser le tableau de variation de G.

1
. Soient f € C?*(R™*,R) et s :  — xf(z). Montrer que s € S si et seulement si f’ est solution d’une certaine équation

différentielle du premier ordre. Résoudre cette équation différentielle.
« Expliciter S a I'aide de G. Etudier les limites des solutions en 0.
Exercice 773 [MINEs MP 2024 # 779] Soit f: RT — R une fonction monotone de classe C' admettant une limite réelle en +oo.
Montrer que les solutions de I’équation y”” + y = f sont bornées sur RT.
Exercice 774 [MINEs MP 2024 # 780] Soit f une fonction de classe C? de R dans R telle que f” + f > 0. Montrer que, pour ¢ € R,
f@&)+ ft+m)>0.
Exercice 775 [Mines MP 2024 # 781] Résoudre les systemes différentiels

¥ = 2y—=z
t
' = 2z +3y+3z+tet +t6, _ 3p_9
y = 3x+2y+3z+et +‘7€Jt B y
o 2t
2 = 3x+3y+2z+te O Y
+t2et

Exercice 776 [MiNEs MP 2024 # 782] Soient m,n € N* et A € M,,(R). On considére le systeme différentiel (S) : V(™) = AY
d’inconnue Y € C™(R,R™). Montrer que A est nilpotente si et seulement si toutes les solutions de (.5) sont polynomiales.

Exercice 777 [MINEs MP 2024 # 783] On munit R™ de la norme euclidienne canonique. Soit A € M,,(R). Montrer que A est
antisymeétrique si et seulement si les solutions de Y’ = AY sont de norme constante.
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Exercice 778 [MINEs MP 2024 # 784] Soient T' € R**, A une application continue et T-périodique de R dans M, (C). Montrer qu’il
existe A dans C* et une application X de classe C! non identiquement nulle de R dans C" telle que, pour tout t € R, X'(t) = A(t) X (t)
et X(t+T)=AX(¢).

Exercice 779 [MiNes MP 2024 # 785] Soit S € S, (R). Montrer qu’il existe une unique fonction M de R dans S, (R) telle que
M(0) = I, et M'(t) = SM(t)S pour tout ¢ € R. & quelle condition sur S la fonction M est-elle bornée ?

Exercice 780 [Mines MP 2024 # 786] Soient (E, ( )) un espace euclidien, u: R — SO (E) dérivable. Montrer I’équivalence entre :
(i) Vs, t € Ry u(s +t) = u(s) u(t), (i) Ja € A(E), Vt € R, u(t) = e.

Exercice 781 [Mings MP 2024 # 787] Déterminer le domaine de définition de f : (z,y) — >..°% (H—y) . Est-elle continue? de
classe C1?

Exercice 782 [MiNEs MP 2024 # 788] On pose f(0,0) = 0 et, pour (z,y) € R*\ {(0,0)}, f(z,y) =
différentiabilité de f.

Exercice 783 [MiNEs MP 2024 # 789] Soient f € C?>(R**,R) et g définie sur (R**)? par : g(z,y) = f (#) - Déterminer les

4 + . Ethier la continuité et la

fonctions f qui vérifient : aﬂ + 8yg =0.
Exercice 784 [MINEs MP 2024 # 790] On munit R? de sa norme euclidienne canonique.
On définit f sur R? par : V(z,y) € R?, f(z,y) = ( sin(z + y), 5 cos(z — y))

« Calculer la différentielle de f en tout point.

- Montrer que : ¥(z,y) € R?, [|df (z,y)|lop < %

« En déduire que f posséde au plus un point fixe.

Exercice 785 [MiNEs MP 2024 # 791] « Soit f: R — R dérivable et minorée. On pose m = infR f- On suppose que m n’est pas
atteint. Montrer qu’il existe une suite (z,,),>0 telle que, pour tout n € N, f(z,) < m + 5= et |z,| > n. En déduire qu’il existe
une suite (4, )n>0 telle que |u,| — +oo et f/(u,) — 0.

2n

« Soient p > 2 et f € C!(RP,R) minorée. Pour £ > 0, soit g. :  +— f(z) + ¢||z||. Montrer que g atteint son minimum (la norme
est la norme euclidienne standard). En déduire qu’il existe une suite (u,,) telle que V f(u,) — 0.

Exercice 786 [MINEs MP 2024 # 792] « Soientn > 2, U un ouvert de R" et f : U — R différentiable. Soient a,b € U tels que
[a,b] C U. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = df.(b — a).
V2

+3

« Application : si on souhaite connaitre la valeur de - ala precision 1072°, avec quelle precision doit-on alors connaitre /2, e

etm?
Exercice 787 [MinEs MP 2024 # 793] Soit f € C%(R™,R) telle qu’en tout point z le spectre de la hessienne soit inclus dans [1, +oc].
- Montrer que, pour tout z € R" ona f(z) > f(0) + (Vf(0),z) + $27z.
Ind. Considérer ¢ : ¢t — f(tz) — (Vf(0),tz) — 3?2’z
+ En déduire que f admet un minimum.
Exercice 788 [MinNEs MP 2024 # 794] On munit £ = R™ de sa structure euclidienne canonique. Pour z € E \ {0}, on note f(x)
I'unique vecteur y positivement colinéaire a x vérifiant : ||z|| x |ly|| = 1.
« Montrer que f est différentiable et calculer sa différentielle en tout point.
« Soit # € E'\ {0}. Interpréter df () en faisant intervenir la reflexion d’axe {z}=.
« En déduire que df (x) conserve les angles.

Exercice 789 [MiNEs MP 2024 # 795] Soient A € R,n € N* et f une application de classe C! de R™\ {0} dans R. Montrer Iéquivalence
des conditions

(D) ¥(t,x) € RT™ x (R™\ {0}, f(tz) = t* f(x) :

(i) Vo € R™\ {0}, 370 | 20 f(x) = Mf ().

Exercice 790 [MINEs MP 2024 # 796] « Calculer la différentielle du déterminant au point I,.
La fonction det atteint-elle un extremum local en I, ?

« Déterminer points critiques et extrema locaux de la fonction det sur M, (R).
Exercice 791 [MiNEs MP 2024 # 797] On pose D =0, 1[* et 'on définit f sur D par :
_ 1 1
V(z,y) €D, f(z,y) = 15 + 1 + m
« Montrer que f est de classe C'.
« Déterminer les extrema locaux de f. - En etudiant la restriction de f a K = {(x, y) €D (z,y) € [0, g] etx+y > %}
d’eterminer les extrema globaux de f.

Exercice 792 [MiNEs MP 2024 # 798] Soient f: R? — R de classe C!, a € R? ety un arc paramétre plan de classe C! tel que y(0) = a
7'(t)|| = 1. Pour tout A € R, on note Cy = f~1({\}).

« Montrer que V f(a) indique la direction de plus grande pente sur la surface representative de f en a.

« Supposons 7/(0) € RTV f(a). Montr per que, pour A suffisamment proche de & = f(a), il existe un unique ¢, voisin de 0 tel
que y(tx) appartient & C. Donner un équivalent de ||y(¢y) — a|| quand A — a.
Exercice 793 [Mines MP 2024 # 799] Soit f = (fi,...,fn): R® — R™ de classe C? sur R™. On considére les assertions : (i)
V(z, h) € R, [|dfz(h)]| = (z,h) € R, [|f(z +h) = f()] = [In]-
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n Ofm ., _Ofm
m=1 9dz; ijamk'

« On suppose (i) et on pose, pour tous ¢, j,k € [1,n], a; jr = >
Montr per que a; j ; = ;i k,; = —ak,; ; puis que a; ; r = 0.

« Montr per I’équivalence des assertions (i) et (ii).
Exercice 794 [MiNEs MP 2024 # 800] Soit f: R™ — R",z — (f1(),..., fn(x)).

« On suppose f de classe C2. Montr per que J¢(z) est antisymétrique pour tout z € R" si et seulement s’il existe A € A, (R) et

b € R™ tels que f(x) = Az + b pour tout x € R™.
« On suppose f de classe C'. Montr per que J¢(z) est symétrique pour tout € R™ si et seulement s’il existe ¢: R” — R de
classe C? telle que f = Vg.

Exercice 795 [MiNEs MP 2024 # 801] Extrema de f : (7,y) € R? — ze¥ + ye®.
Exercice 796 [MINEs MP 2024 # 802] Soient E un espace euclidien, ¢ € E* une forme linéaire et f : © — @(x)e‘”r”z. Etudier les
extrema de f.
Exercice 797 [MiNEs MP 2024 # 803] Soient n > 2 un entier et f: R” — R de classe C? telle que la hessienne de f est toujours a
valeurs propres dans [1, +00.

« Soit z € R™. Montr per que la fonction t — f(tz) — (Vf(0),tx) — g ||z||? est convexe.

« Montr per que f admet un minimum global.
Exercice 798 [MiNEs MP 2024 # 804] Soient F un espace euclidien, v € E nonnulet f € ST (FE).

« Montr per qu’il existe une base (ey, ..., e,) de E formée de vecteurs propres de f.

« Montr per que, pour tout z € E non nul, (f(z),z) > 0.

- Montr per que g : @ — 1(f(z),z) — (v, x) est de classe C'.

. Calculer les derivées partielles de g relativement a la base (eq, .. ., e, ) et le gradient de g.

« Montr per que g admet un unique point critique c.

« Montr per que g admet un minimum global en c. Existe-t-il d’autres extrema locaux ?
Exercice 799 [MINEs MP 2024 # 805] On munit R™ de la norme euclidienne usuelle. On note 55 la boule unite ouverte et S la sphere
unite. Soit f: B — R de classe C2.

+ On suppose que fs < 0 et qu’il existe ¢ € B tel que f(¢) > 0.
Montrer que ¢ : * € B+ f(z) + £(||x||* — 1) admet un maximum en {, € B pour € > 0 assez petit puis prouver que Af({p) < 0.

+ On suppose que A f = 0. Montrer que min f = mSinf etmax f = max I
B B

Exercice 800 [MiNEs MP 2024 # 806] Déterminer les espaces tangents en [,, aux parties SL,, (R) et O,,(R) de M,,(R).
Exercice 801 [Mines MP 2024 # 807] « Soient A la R-algébre des fonctions de classe C*° de R™ dans R et I 'ensemble des f € A

n
telles que f(0) = 0. Montrer que I est un idéal de A et que tout élément de I s’écrit > f;60; ou les f; sont dans A et les 6; sont
i=1
les formes linéaires coordonnées canoniques sur R™.

« Déterminer les ¢ de A* vérifiant, pour tout (f, g) € A%, ¢(fg) = f(0)¢(9) + g(0)p(f).

« Montrer que 'ensemble des formes linéaires de la question précédente est un sous-espace vectoriel de dimension finie de A*.
Quelle est sa dimension ?

3) Probabilités
Exercice 802 [Mines MP 2024 # 808] On considére n ampoules eteintes numérotées de 1 a n. L’ampoule ¢ 4 une probabilité p; de
s’allumer a un instant donne. On note Y la variable aléatoire comptant le nombre d’ampoules s’allumant.
« Exprimer E(Y) et V(Y).
« On fixe a present m et on considére des p; tels que E(Y) = m. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les p; pour
que V(Y) soit maximal. Donner la loi de Y dans ce cas.

Exercice 803 [MiNEs MP 2024 # 809] Un magasin dispose d’un stock de IV produits. Le nombre de clients qui passent dans une
journée suit la loi de Poisson de paramétre A et chaque client a une probabilité p d’acheter le produit. Quelle est la probabilité que le
magasin soit en rupture de stock avant la fin de la journée ?

Exercice 804 [MinEs MP 2024 # 810] On lance NN des. a chaque tour, on relance ceux qui n’ont pas donne 6 lors des tours précédents.
Soit .S, la variable aléatoire donnant le nombre total de des ayant donne 6 au cours des n premiers tours.

« Montrer que S, suit une loi binomiale dont on donnera les paramétres.

« Montrer que P ( ::(Sn = N)) =1

« Onpose Ty = inf{n € N*, S,, = N} € N* U {+o0}.
« Donner la loi de Ty .

« Montrer que Ty admet une espérance et la calculer.

Exercice 805 [MINEs MP 2024 # 811] Un peage comporte 3 voies et n voitures se presentent en choisissant aléatoirement et indé-
pendamment une voie. On note X; le nombre de voitures qui passent par la voie ¢ pour i € {1, 2, 3}.

« Déterminer la loi des X;.
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« Calculer V(X1), V(X3) et V(X3 + X32). En déduire Cov (X7, X32).
« Les variables X, X2, X3 sont-elles indépendantes deux a deux ? mutuellement indépendantes ?

Exercice 806 [MiNEs MP 2024 # 812] Une urne contient des boules numérotées de 0 a n. On en prend une poignée au hasard et on
note les numéros obtenus. On effectue deux tirages indépendants. Soit X la variables aléatoire correspondant au nombre de numéros
communs entre les deux poignées. Déterminer la loi de X.

Exercice 807 [MiNEs MP 2024 # 813] Soient m,n,p des entiers > 1 tels que p < min(m, n). Une urne contient m boules mauves et
n boules noires. On tire simultanement p boules dans 'ume et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de boules mauves
tires. Quelle est la valeur la plus probable de X ?

Exercice 808 [MiINEs MP 2024 # 814] Une urne contient a > 1 boules blanches et b > 1 boules rouges. a chaque tirage, on remet la
boule tirée et on ajoute ¢ > 1 boules de la méme couleur. Soit Y la variable aléatoire donnant le rang de la premiere boule blanche
tirée. Donner sa loi. Admet-elle une espérance ? Un moment d’ordre p > 27?

Exercice 809 [MINEs MP 2024 # 815] On dispose de deux urnes A et B, et de 2N boules numérotées de 1 a 2N reparties aléatoirement
dans ces urnes. a chaque iteration, on pioche une boule au hasard et on la change d’urne. On note X, la variable aléatoire donnant le
nombre de boules dans I'urne B 4 la n® iteration. On pose, pour n € N, U, = (P(X,, = 0) P(X,, = 1) --- P(X,, = 2N))".

« Déterminer M € Mapn1(R) telle que, pour tout n, Uy, 41 = MU,

« Soient vg,...,vonN des réels et P = Zi]lo v X"*. En notant V le vecteur colonne défini par les coefficients vy, montrer que
2
V eKer(M — Many1) & AP = XP — 120 P,

« Montrer les X, suivent la méme loi si et seulement si X suit une certaine loi a déterminer.

« La matrice M est-elle diagonalisable ?
Exercice 810 [MiNEs MP 2024 # 816] On lance simultanement deux piéces equilibrées n fois. Soit F,, I’événement < < les deux pieces
donnent le me nombre de pile > > .

b b

- -Poura,b,n € Ntels que n < a + b, montrer que >, (1) (,,”,) = (“1").

« En déduire P(E,).

« Déduire combien de fois en moyenne les piéces sont tombées sur Pile lorsque ’événement F,, est realise.
Exercice 811 [MinEs MP 2024 # 817] Soient A et B deux événements. Montrer que A et B sont indépendants si et seulement si
P(ANB)P(ANB) =P(ANB)P(ANB).
Exercice 812 [Mines MP 2024 # 818] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et d’espérance finie.
Montrer que ), .+ P(X > n) converge et donner sa somme.

Exercice 813 [Mines MP 2024 # 819] Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre .

1
Calculer E (le) et B (m)

Exercice 814 [MiNEs MP 2024 # 820] Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi géométrique de
paramétre 1/2. On pose : U = max(X,Y) et V = min(X,Y). Déterminer la loi de (X,Y).
Exercice 815 [MiNEs MP 2024 # 821] A quelle condition sur « existe-t-il une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que

P(X =n)= 1+°° (H_dfta)n pour tout n € N*. Lorsque cela est realise montrer que X admet une variance et la calculer.

Exercice 816 [MINEs MP 2024 # 822] Soient o € R et X une variable aléatoire a valeurs dans N*. Comparer E(X®) et E(X)® au
sens de R.

0 -1 o0 X
Exercice 817 [MiNEs MP 2024 # 823] Soient A= (2 1 2] etU = |Y | avec X, Y, Z trois variables aléatoires indépen-
1 -1 -1 Z

dantes, X et Z suivant G(p) avec p €]0, 1] et Y suivant P(A\) avec A € R™*. Déterminer la probabilité que U soit vecteur propre de
A.

Exercice 818 [MiNgs MP 2024 # 824] Soient X,Y deux variables aléatoires a valeurs dans R**. Minorer aussi precisement que
possible E(X/Y).
Exercice 819 [MiNEs MP 2024 # 825] Soient n € N* et X1, ..., X,, variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans R**.

Calculer E (%) pour k € [1,n].

Exercice 820 [MiNEs MP 2024 # 826] Soient X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A et Y = X2 4 1.
. Calculer E(Y).
« Calculer P(2X < Y).
« Comparer P(X € 2N) et P(X € 2N+ 1).
Exercice 821 [Mines MP 2024 # 827] On suppose que la probabilité de tirer un entier n € N* est 2%
« Calculer P(A,) ou A, est I'événement —n est multiple de p.
« Calculer P(A2 U Aj3).
- On note B I'événement —n est premier —n. Montrer que 53 < P(B) < 203 En déduire P(B) a 1072 pres.

Exercice 822 [MINEs MP 2024 # 828] Soit A, B deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de paramétre
p €]0,1[. Calculer P(AB < B4).
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Exercice 823 [MINEs MP 2024 # 829] Soit X une variable de loi de Poisson P()), avec A > 0. Soient p € N* et Y = X a valeurs
dans Z/pZ. Quelle est laloi de Y ?

Exercice 824 [MiNEs MP 2024 # 830] Soit (X,,),>1 une suite de variables i.i.d. de loi de Bernoulli B(p). Pour n € N*, on pose
Sn = X1 +---+ X,,. Montrer que p = 1/2 si et seulement si, pour tout n € N* et tout k € Z, P(S2, = k) < P(S2, = 0).

Exercice 825 [MINEs MP 2024 # 831] Soit (E}, ), >0 une suite d’événements de (2, 4, P) et Z = :ioo 1g,.Montrer quesiy_ P(E,)
converge alors Z est d’espérance finie.

Exercice 826 [MINEsS MP 2024 # 832] « Soit n € N*. Donner le développement en série entiere de f : ¢t — ﬁ
« En déduire que |{(k1,...,kn) € N", k1 + -+ k, =s}| = (‘Hn*l).

n

« Soit (X;);>1 1.i.d. suivant la loi géométrique de paramétre p €10, 1[.
Déterminer P (Un>1 X1+ +Xn= 3))
Exercice 827 [MiNes MP 2024 # 833] Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires réelles discretes indépendantes.

« Montrer que X7 + X3, X3, ..., X, sont indépendantes.

« En déduire que, pour tout r € [2,n — 1], X3 + -+ + X, X, 11, ..., X, sont indépendantes.
Exercice 828 [MiNEs MP 2024 # 834] Soient & € N avec k > 2, ag,...,ax_1 €]0,1[* tels que ag + --- + ax_; = 1. Soit (X,,)
une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z/kZ. On suppose que : P(Xy = 0) = letVn € N,Vj € Z/kZ, P( X, 41 = j) =
S0 aiP (X = j =)

« Déterminer la loi de X,.

- Soit j € Z/kZ fixe. Etudier le comportement asymptotique de (P(X,, = j))n>0-
Exercice 829 [Mines MP 2024 # 835] Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. On pose
Y = fo% sin(t)X dt. Montrer que Y posséde une espérance et la calculer.
Exercice 830 [MINEs MP 2024 # 836] Soient X;, X2 deux variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi géométrique de
paramétre p €]0,1[. On pose Y = | X; — X5|.

« Calculer P(Y = 0) puis P(Y = n) pour n € N*. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

« Montrer que E(X; — X3)? = 2 V(X}). En déduire que Y admet une variance et la calculer.
Exercice 831 [Mines MP 2024 # 837] Soient un espace probabilise (2, .4, P) et une variable aléatoire X suivant la loi de Poisson de
paramétre A > 0.

- Montrer que P(X > 2)) < 1.

« Soit Z une variable aléatoire réelle centrée admettant un moment d’ordre 2. On pose V(Z) = o2.

« Montrer que pour tousa > Oetz > 0, P(Z > a) < o® +a

= (z4a)?"
« En déduire que P(Z > a) < Ug‘fGQ et P(X > 2)) < 115
Exercice 832 [Mines MP 2024 # 838] + Rappeler le développement en série entiére au voisinage de 0 de —Tliz, ainsi que sa

validite.
« Donner une condition nécessaire et suffisante sur le réel r pour qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que
P(X=n)= %7‘ pour tout n € N.
« Calculer alors I'espérance et la variance de X.
Exercice 833 [MINEs MP 2024 # 839] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que Vk € N*, P(X = k) = 5.
« Justifier la bonne définition d’une telle loi et calculer '’espérance de X.
« Pour n € N*, on note A,, I'événement (n|X). Les événements A, et A, sont-ils indépendants si p et ¢ sont deux entiers pairs?
- Etudier I'indépendance de A, et A, pour p et ¢ entiers quelconques.
Exercice 834 [MinEs MP 2024 # 840] Soit p €]0,1[ et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires ii.d. de loi G(p). On pose Y,, =
min(Xy,...,X,) et Z, = max(Xy,..., X,); a, = E(Y,) et 8, = E(Z,).
« Déterminer la monotonie des suites () et (5,).
« Calculer «,.
« Déterminer la limite de (5,,). Donner un équivalent de 3.
Exercice 835 [MINEs MP 2024 # 841] Soient A > 0 et n € N. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre A.
OnposeY = (X +n)!
« Trouver une condition sur A pour que Y admette une espérance finie.
« On suppose que Y € L'. Montrer que : Vm € N*, P(Y > m) < Tn(l+)‘\)"+1
Exercice 836 [MINES MP 2024 # 842] « Montrer qu’il existe une variable aléatoire telle que : Vt € [0, 1], Gx (t) = S—
. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 837 [MiNEs MP 2024 # 843] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R™* telle que : E (1/X) < +occ. On définit Fx
sur RT par: V¢t € RT, Fx(t) = E(e t¥).
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« Montrer que F'x est bien définie, continue, intégrable sur RT et calculer f0+°O F'x. - Soient Y, Z deux variables aléatoires indé-
pendantes qui suivent chacune la loi géométrique de paramétre p € ]0, 1[. Calculer E (ﬁ)
Exercice 838 [MINES MP 2024 # 844] Soient Xj...., X,, des variables aléatoires indépendantes. Notons, pour tout k£ Fj, la fonction
de repartition associée a Xj.
On note X = max(Xy,...,X,)etY =min(Xy,..., X,).
« Montrer que Fx =[[}_, Fret Fy =1—[[;_,(1 — F).
« Soient z,y € Ravecy < z. Montrer que P(y <Y < X < z) = [[;_, (Fx(z) — Fi(y)).
« Supposons que les X}, suivent des lois géométrique de paramétre p; €]0, 1[. Déterminer la loi de Y.
Exercice 839 [MiNEs MP 2024 # 845] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et admettant une variance.

« Montrer que la fonction generatrice de X est convexe sur [0, 1].

« Prouver que E (ﬁ) <1-2E(X)+ :E(X?).

Exercice 840 [MiNes MP 2024 # 846] Soient m,n € N tels que n > m + 2. On définit une suite (uy)ren en fixant ug € R et en
posant, pour tout £ € N, ug41 = ]ij’:uk

« étudier la série ) In ((%)nfm uZ—;rl) En déduire I'existence d’une constante C' > 0 telle que uy, L CE™™.
’ —+o0

+ Montrer Pexistence d’une variable aléatoire réelle X telle que :
VEeN, (k+n)P(X =k+1)=(k+m)P(X =k)
« Montrer que X € L' et calculer E(X).
Exercice 841 [MINEs MP 2024 # 847] Soit (X, );>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique G(p), avec p €]0, 1.
« Soitn € N*. Donnerlaloide S,, = X7 +--- + X,,.
« Déterminer un équivalent de max{P (S, = k), k € N} lorsque n — +o0.
Exercice 842 [MiNes MP 2024 # 848] Soient (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi G(p) et N

une variable indépendante des X; qui suit la loi G(g). Soit S = ZIICVZI X} Montrer que S est une variable aléatoire et déterminer son
espérance et sa variance.

Exercice 843 [MINEs MP 2024 # 849] Soit N € N*. On repartit 2V boules entre deux urnes A et B. On tire successivement une
boule au hasard dans I'une des urnes, et on la place dans ’autre urne.

Pour n € N, on note X,, le nombre de boules dans I'urne B au n°™ tour et on pose
U, = (P(Xn = 0) s P(Xn = QN))T S M2N+1}1(R).
« Trouver une matrice M € Man1(R) telle que Vn € N, Up,11 = MU, - Soit V = (vg, ..., van)? € Man+1.1(R). On note
P(X)=vg+ 11X + ... + van X2V,
Pour \ € R, montrer que V € Ker(M — My 1) si et seulement si \P = X P + (1 — X?)P'.
« Comment choisir X pour que toutes les variables aléatoires X, soient equidistribuées?
« La matrice M est-elle diagonalisable ?
Exercice 844 [MINEs MP 2024 # 850] Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique G(p), avec p €]0, 1[.
Pour n € N*, soient Y,, = min(X3,...,X,), Z, = max(Xy,...,X,), a, = E(Y,,) etb, = E(Z,).
- Etudier la monotonie de (a,)n>1 et (bn)n>1.-
« Pour n € N*, déterminer a,,.
« Déterminer la limite et un équivalent simple de (by,)5,>1.
Exercice 845 [MINEs MP 2024 # 851] Soit (X})x>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de Rademacher. Pour n € N*, soit S,, =
ZZ:I X

- Pourt € R*" et n € N*, montrer que E(e!*") < exp (%)

« Pour a € Rt" et n € N*, montrer que P(|S,| > a) < 2exp (%)
« Montrer que le résultat de la question précédente subsite si (X )x>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires bornées par 1 et
centrées.
Exercice 846 [MINEs MP 2024 # 852] Soit X une variable aléatoire réelle discrete.
« Pour t € R, justifier 'existence de px (t) = E(e"¥).
« Montrer que ¢ x est uniformément continue sur R.
« Montrer que px détermine la loi de X.

Exercice 847 [MiNEs MP 2024 # 853] Soient k < n € N. Un parking dispose de n places consécutives numérotées de 1 a n. Ony
dispose des vehicules nécessit chacun k places consécutives pour étre gares. Chaque vehicule est successivement place aléatoirement
sur les emplacements disponibles jusqu’a ce qu’on ne puisse plus en garer aucun.

Pour j € [1,n — k + 1], B; designe I’événement . la premiére voiture est garée entre les emplacements j et j + k — 1, # et X, est
le nombre d’emplacements residuels libres a la fin du processus.

+ Montrer que, pour 4, j convenables, Pp, (X,, = i) = P(X;_1 + X,,_(j4r)41 =@ — k).

66



En déduire que E(X,,) = k + -—— SIEE(X)).
« Pourn € N, onpose S, = E(Xy) + - - + E(X,,).

Montrer que la somme f de la série entiére > S,,t™ est au moins définie sur |0, 1] et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre

1.

- Expliciter f et en déduire une expression de E(X,,) pour n € N.

IX) Mines - Ponts - PSI AUTRE
1) Algebre
7T —4 0
Exercice 848 [MINEs PSI 2024 # 854] Soit A=1 (6 —7 0
0 0 -5

o Interpréter géométriquement A.
« Donner I'image du plan P d’équation z —y — z = 0 par A.

Exercice 849 [Mines PSI 2024 # 855] Soit P € M, (R) representant un projecteur p de rang r dans la base canonique de R™.
Déterminer la trace de 'endomorphisme de M,,(R) défini par: ¥(X) = PX — X P.

Exercice 850 [MiNEs PSI 2024 # 856] Soient n € N*,z € Ret P € R,,_3[X]. Montrer que la matrice A € M,,(R) définie par :
A; j = P(x + 1+ j — 2) n’est pas inversible.

0 10
Exercice 851 [MINEs PSI 2024 # 857] Montrer que la matrice A= [ 0 0 1 ]| n’admet pas de racine carrée.
0 0 O

Exercice 852 [MiNEs PSI 2024 # 858] On note D,, le nombre de permutations sans point fixe de [1, n]. On note Dy = 1.

« Soit M = (<‘7>> € M,,+1(R). Déterminer M 1.
0<i,j<n

« Exprimer n! en fonction des Dy, pour 0 < k < n.
« En déduire une expression de D,,.
Exercice 853 [MINEs PSI 2024 # 859] Soit rr > 2.

0 1) n’a pas de solution X € M;(C).

« Montrer que I’équation X" = ( 0 0

- Déterminer les solutions X € M5(C) de I'équation X" = ((1) })

Exercice 854 [Mines PSI 2024 # 860] Soient ay,...,a, des nombres complexes distincts. Soit A € M,,(C) la matrice de terme
general $a;;=\ .$. Soit P : x — det(A + x1,,).

« Montrer que P est un polyndme unitaire de degré n.

« Calculer P(a;).

« Trouver expression de P.

. Décomposer )

p X—a1)(X—an)

« Calculer det(A + I,,).
Exercice 855 [MINEs PSI 2024 # 861] Soient Ay,..., A, € M,(C) telles que Vi € [1,n], Ip € [1,n], AY = 0etVi,j € [1,n],
AiAj = AJAZ Montrer que H?:l Az =0.
Exercice 856 [MINEs PSI 2024 # 862] On dit qu’une matrice A € M,,(R) admet un pseudo-inverse s’il existe B € M,,(R) telle que
AB =BA,B=BABet A= ABA.

« Montrer que, si A admet un pseudo-inverse, alors A et A? sont de méme rang.

en éléments simples.

« Justifier 'unicité sous reserve d’existence d’un pseudo-inverse.
« Montrer que, si A et A% sont de méme rang, alors ker(A) et Im(A) sont supplementaires. Etudier la réciproque de la premiére
question.
Exercice 857 [Mings PSI 2024 # 863] Soient A, B € M,,(C). On suppose qu’il existe des complexes deux a deux distincts Mg, ..., A,
tels que A + \; B est nilpotente pour tout 3.
« Montrer que I'indice de nilpotence d’une matrice nilpotente de taille n est inférieur ou egal a n.
« Montrer que : YA € C, (A+ AB)" =0.
« Montrer que A et B sont nilpotentes.
Exercice 858 [MINEs PSI 2024 # 864] Soientn > 2 et A € M, (R) telle que VM € M, (R), det(A + M) = det(A) + det(M).
« Montrer que A n’est pas inversible.
« Montrer que A = 0.jpq._ Ecrire A = PJ,.Q~L.
Exercice 859 [MINEs PSI 2024 # 865] + Soit n € N. Montrer qu’il existe un polynéme P, de degré < n tel que X + 1 — P2(X)
soit divisible par X" [ 4.  Penser aux développements limites.
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« Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente. Montrer qu’il existe une matrice B € GL,,(C) tel que B> = I,, + N.
Exercice 860 [MINEs PSI 2024 # 866] Soit B = (b;;)1<i,j<n € My(R) telle que
Vi, bi,i >0, Vi # j, bi,j < 0 et Vi, Z?:l b@j > 0.
« Montrer que B est inversible. On prendra X € Ker(B) et on étudiera |z;,| = max; |z;|.
« Soit X € R™ a coefficients > 0. Montrer que Y = B~1X est a coefficients > 0.
« En déduire que B~ est a coefficients > 0.
Exercice 861 [Minges PSI 2024 # 867] Soit F un espace vectoriel de dimension n. Soit d € [1,n — 1]. Trouver 'ensemble des
endomorphismes de E qui stabilisent tous les sous-espaces vectoriels de dimension d.

Exercice 862 [MinEs PSI 2024 # 868] Soient A et B dans M, (R). On suppose que AB = BA et qu’il existe p € N* tel que B? = 0.
Montrer que det(A + B) = det(A).

0 —a b
Exercice 863 [MINEs PSI 2024 # 869] Soienta,b,c ¢ Ret A= | a 0 —c
-b ¢ 0

« Montrer qu’il existe d tel que A% + dA = 0.
« Déterminer d. Soit n € N*, déterminer A%™ en fonction de d, n et A2.
« Déterminer « et 3 tels que Ziﬁ% ‘2—? =I5+ aA + BA2

I

Exercice 864 [MINEs PSI 2024 #870] Soit A= [ j j2 1 | ouj = e?"/3,
2 .
g1y

« La matrice A est-elle diagonalisable ? Déterminer une matrice semblable & A, diagonale ou triangulaire.

« Expliciter Cy = {M € M3(C), AM = MA}.

« Soit f 'endomorphisme de C? canoniquement associe a A. Quels sont les sous-espaces vectoriels f4-stables de C3?
+ Peut-on retrouver C'4 par des arguments de stabilité ?

01 00
Exercice 865 [MINEs PSI 2024 # 871] Soit k € C. Soit A = (1) ]f (1) (1) . Etudier la diagonalisabilité de A en fonction de k.
01 00

Exercice 866 [MINEs PSI 2024 # 872] Soit f € £(C™). On suppose f? diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable si et seulement

si Ker(f) NnIm(f) = {0}.

Exercice 867 [MiINEs PSI 2024 # 873] « Soit A € M,,(R) telle que A? soit diagonalisable et Sp(A42) C]0, +oo|. Montrer que A
est diagonalisable.

a b ...0b b ... b a

: . b a . o b .

- Diagonaliser A = et B = | aveca e Retb e R™.
oo b b ... oo
b ... b a a b ... b

Exercice 868 [MiNEs PSI 2024 # 874] Soient K = R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E). On suppose que
f? est un projecteur. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur f pour que f soit diagonalisable.

Exercice 869 [MinEes PSI 2024 # 875] Soienta € Cetu: P € C[X] — (X —a)P'.
« Montrer que u est linéaire.
« Trouver les valeurs propres de w.
« Trouver les P dans C[X] tels que P’ divise P.
Exercice 870 [MinEes PSI 2024 # 876] Soient E =C,[X],a€Cetf :PEE— P—a(X —a)P'.
« Montrer que f € L(F) et donner sa matrice dans la base canonique.
« Montrer que f est diagonalisable.
« a quelle condition sur «, I'endomorphisme f est-il inversible ?
« Montrer, pour tout k& € N : E = Ker(f*) @ Im(f*).
Exercice 871 [MINEs PSI 2024 # 877] Soit A € M,,(C) telle que rg(A) = 2,tr(A) = 0 et A™ # 0,,. Montrer que A est diagonalisable.

1 0 0
Exercice 872 [MINEs PSI 2024 # 878] Soit A= |1 2 1
2 -2 -1
« Donner le spectre de A et ses espaces propres. La matrice A est-elle diagonalisable ?
0 0 =3
« Montrer qu'il existe P € GL3(R) tel que A= PTP lavecT = [0 1 4
0 0 -1

« Trouver I'ensemble des matrices M € M3(R) telles que MT = T'M. Quelle est sa structure ? sa dimension ?
« Trouver I'ensemble des matrices M € M3(R) qui commutent avec A.
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-1 1 1
Exercice 873 [MiINEs PSI 2024 # 879] Soit A= | O 5 —14
0 -3 -8
 La matrice A est-elle diagonalisable ?
« Soitn € N. Montrer qu’il existe un unique (a,,, 3,,7,) € R? et un unique Q,, € R[X] tels que X" = (X +1)%(X +2)Q,(X) +
(X +2) + Bn(X + 1)(X +2) + 7, (X + 1)%
« Déterminer A”.

Exercice 874 [MInes PSI 2024 # 880] Soit u I'application définie par : VP € C[X], Vz € C, u(P)(z) = e * 3/ =5 Pr(;f) 2",

+ Montrer que u est un endomorphisme de C[X].
« Trouver les valeurs propres de u.

Exercice 875 [MinEs PSI 2024 # 881] Soit M € Mo (Z) telle qu’il existe n € N* vérifiant M™ = I5. Prouver que M'2 = I5. Ind.
Montrer que M est C-diagonalisable et considérer sa trace.

Exercice 876 [MINEs PSI 2024 # 882] Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. On dit que f € L(FE) est cyclique lorsqu’il
existe z € E tel que (z, f(z),..., f""(z)) est une base de E.

« On suppose f"~! = 0 et f nilpotent. Montrer que f est cyclique.
« On suppose que f admet n valeurs propres distinctes. Montrer que f est cyclique.
« On suppose f diagonalisable. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f soit cyclique.
Exercice 877 [MiNEs PSI 2024 # 883] Soient F un K espace vectoriel de dimension finien > 2 et w € L(F). On dit que u est cyclique
s’il existe g tel que (zg,u(z0), - .., u" 1(z0)) soit une base de E.
Soient E = Vect(1, cos, sin) dans C* (R, R) et u la derivation. Montrer que u est un endomorphisme cyclique non diagonalisable.
Exercice 878 [MINEs PSI 2024 # 884] Soit A € M,,(R) telle que A*> — A — I,, = 0. Montrer que det A > 0.
Exercice 879 [MINEs PSI 2024 # 885] Soit A € M,,(R) telle que la suite (A*),cn converge vers une matrice B.
« Montrer que B% = B.
« On suppose desormais que A est diagonalisable avec p valeurs propres.
En considérant une division euclidienne, montrer que : Vk € N, A* € R,_1[A].
« Décrire B a l’aide des éléments propres de A.
Exercice 880 [MiNEs PSI 2024 # 886] « Soit P € C[X] un polyndéme non constant. Montrer que, pour tout n € N*, il existe
M € M,,(C) telle que P(M) = 0.
« Soit @ € R[X] un polynéme de degré 2. Montrer qu’il existe M € Ms(R) telle que Q(M) = 0.
Exercice 881 [MinEs PSI 2024 # 887] Soit C' € M,,(C) une matrice de rang r.

« Démontrer le theoreme du rang pour les endomorphismes de C™.

« Montrer qu’il existe P, Q € GL,,(R) telles que C = PJ,.Q ou J, = (IOT g)

« Soient A, B € M,,(C) telles que AC = C'B. Montrer que A et B possédent r valeurs propres communes en tenant compte des
multiplicités.
+ Que peut-on dire dans - quand r = n?
Exercice 882 [MinEgs PSI 2024 # 888] Soit A € M, (K). Soit f4 € L(M,,(K)) définie par VM € M, (K), fa(M) = AM.
« Pour P € K[X], déterminer P(f4).
« Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f4 est diagonalisable.
« Trouver le lien entre x 4 et x,.
« Donner le lien entre les éléments propres de A et ceux de f4. Retrouver le résultat de la question -.
Exercice 883 [Mines PSI 2024 # 889] Soit E'y 'ensemble des suites a valeurs complexes N-périodiques.
« Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie et en déterminer sa dimension. Soit 7' : Ey — E définie par
Yu € En, (T(4))n = tUnt1-
« Montrer que 7" est un endomorphisme de E .
« Déterminer les éléments propres de T de deux facons différentes, en revenant a la définition et matriciellement.
» L’endomorphisme 7T est-il diagonalisable ?
Exercice 884 [Mings PSI 2024 # 890] Soit E = R3[X]. pour P,Q € E, on note ®(P, Q) = 327 _(P(k) + P(1))(Q(k) + Q(1)).
Pour tout ¢ € [0, 3], on note L;(t) = Ho%iga Lk,
« Calculer L;(j) pour tous i, j € [0, 3]. En déduire que (Lo, L1, Lo, L3) est une base de E.

« Montrer que ® est un produit scalaire sur E.

« Trouver une base orthonormée de E.

Exercice 885 [MiNEs PSI 2024 # 891] Soient E = Ry[X], F le sous-espace vectoriel de E forme des polyndmes pairs, G le sous-espace
vectoriel de F forme des polynémes impairs.

Pour P,Q € E, onnote ®(P, Q) = 34 _, (P(k) + (=1)*P(=k)) (Q(k) + (—1)*Q(—k)).
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« Montrer que ® est un produit scalaire sur E.
1
« Montrer que £ = F & G.

L
+ Déterminer une base orthonormée de IV adaptée a £ = F' @ G.

Exercice 886 [MiNEs PSI2024 # 892] Soit E un espace euclidien de dimension 3. On considére une isométrie indirecte f. Montrer que
f se décompose en une rotation d’axe A et une reflexion de plan A~. Cette décomposition est-elle unique ? La rotation et la reflexion
commutent-elles ?

Exercice 887 [MINEs PSI 2024 # 893] On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique.
Soit F = {M € M,,(R), tr(M) = 0}.
« Montrer que F' est un espace vectoriel et donner sa dimension.
« Pour A € M,,(R), donner d(A, F) en fonction notamment de tr(A).
Exercice 888 [MiNEs PSI 2024 # 894] Soit (F, ( }) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E.
« Montrer que F C (F*)*.
« On munit £ = R[X] du produit scalaire donne par : (P, Q) = fol P(t)Q(t)dt. Soit
F={P¢cE, P(1)= P'(1) = 0}. Déterminer F* et (F'+)*.
« Pour E préhilbertien, donner une condition suffisante sur F' pour que F' = (F+)+.
Exercice 889 [MINEs PSI 2024 # 895] Soit (E, ( )) un espace euclidien. Pour 21, ..., z, dans E, on note G(1, . .., ) la matrice de
coefficient G; ; = (z;, ;).
« Montrer que : G est inversible si et seulement si (21, ..., z,) est libre.
« Montrer que rg(G) = rg(x1,...,Tp).
Exercice 890 [MiNEs PSI 2024 # 896] Soit (F, ( )) un espace euclidien et F' une partie fermée, non vide et convexe de E.
Pour z € Eonposed(z) =infsep |z — flletT(zx) ={f € F, ||z — f|| = d(z, F)}.
« Caractériser I’ensemble des x tels que d(z) = 0.
« Montrer que d est 1-lipschitzienne. En déduire que I'(x) est non vide.
« En utilisant une identite relative a la norme, montrer que :
W(f.f) €D@?, f £ F = |[5(F+ ) =l < d@).
« Montrer que I'(x) est reduit a un seul élément, que l’on notera p(x).
« Montrer que p(z) est caractérise par : Vy € F, (x — p(x),y — p(z)) <O0.

Exercice 891 [MINEs PSI 2024 # 897] On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit u I’endomorphisme de R® dont la

2 2 -1
matrice dans la base canonique est % -1 2 2 | . Déterminer sa nature et ses valeurs propres.
2 -1 2
Exercice 892 [Mines PSI 2024 # 898] » Que peut-on dire du spectre d’une matrice orthogonale ?
-2 6 -3
+ Que peut-on dire de la matrice A = % 6 3 2 |?Quedécrit-elle?
-3 2 6

Exercice 893 [MinNEes PSI 2024 # 899] Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien.

« Montrer que © = p — ¢ est diagonalisable et que Sp(u) C [—1,1].

« Déterminer Ker(u + id) et Ker(u — id).
Exercice 894 [MinEs PSI 2024 # 900] Soient (F, { )) un espace euclidien, « un réel et a un vecteur de F unitaire.
On définit f, : 2 — = + a (z, a) a.

« Montrer que f, est un endomorphisme de E.

« Soient o, 3 dans R. Calculer f, o f3. Pour quels o, f, est-il bijectif?

« Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f,.

« Pour quels a, f, est-il une isométrie vectorielle ?

« Pour quels «, f, est-il auto-adjoint?

Exercice 895 [MiNEs PSI 2024 # 901] Soient E un espace euclidien et v € L(FE). Montrer qu’il existe une base orthonormée
(e1,...,en) telle que la famille (u(ey), ..., u(e,)) soit orthogonale.

Exercice 896 [MINEs PSI 2024 # 902] Déterminer I'ensemble des matrices M € M,,(R) telles que MTMMT = I,,.
Exercice 897 [MinEs PSI 2024 # 903] Soit A € GL,,(R) telle que A? + AT = I,,.

« Montrer que A* — 242 + A = 0.

« Montrer que 1 n’est pas valeur propre de A.

+ Montrer que A est diagonalisable dans M, (R) et déterminer ’expression des A possibles.

Exercice 898 [MinEs PSI 2024 # 904] On munit R,,[X] du produit scalaire (P, Q) = fol PQ. On pose pour tout P € R, [X]
1 n
(u(P)) (x) = [, (x +t)"P(t)dt.
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« Montrer que u est un endomorphisme auto-adjoint de R,,[X]. Qu’en deduit-on?
« Montrer que u est un isomorphisme.

Soit (P, . .., P,,) une base orthonormée de vecteurs propres de u associes aux valeurs propres Ag, . . . , Ap.
« Montrer que, pour tout (z,y) € R%, (z +y)" = > 1 _o M Pr(2) Pe(y).

gn
n+1°

Exercice 899 [MINEs PSI 2024 # 905] Soit S = (s;)1<i,j<n € Sn(R). On pose D = diag(si,1,-..,Sn,n). On suppose S et D
semblables. Montrer que S = D. Ind. Considérer la trace de S

Exercice 900 [MINEs PSI 2024 # 906] Soit A € S,,(R). On dit que A € S,/ (R) lorsque, pour toute matrice X € M,, 1(R) non nulle,
XTAX > 0.

« Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que 4 € S,/ (R).

« SoitAe S T(R): A= (gT g) Montrer que det(B) > 0, puis montrer que det(A4) < det(B) det(D).

« En déduire que tr(u) =

2) Analyse
Exercice 901 [MiNEs PSI 2024 # 907] Soient E = C°([0,1],R) et ¢ € E. On note, pour f € E, N,(f) = || f¢llco-
« Montrer que N, est une norme si et seulement si ¢! ({0}) est d’intérieur vide. - Montrer que N, et || ||oc sont équivalentes si
et seulement si ¢ ~1({0}) est vide.
Exercice 902 [Mines PSI 2024 # 908] Soient F un R espace vectoriel, N7 et Ny deux normes sur F.
« Soit (uy,) une suite qui converge dans (E, N1). On suppose que N7 et Ny sont équivalentes. Montrer que (u,,) converge dans
(E, N3).
« On suppose qu’une suite (u,,) converge dans (E, N1) si et seulement si (u,,) converge dans (E, N2). Montrer que N; et Ny
sont équivalentes.
« Onprend E = R[X] et, pour a € R, N, (P) = |P(a)| + fol |P'(t)| dt. Montrer que, si a,b € [0,1], N, et N}, sont équivalentes.
+ Soit,pourn € N, P, = % Trouver les valeurs de a telles que (P,,) converge pour N, et déterminer alors la limite.
« En déduire que N, et N, ne sont pas équivalentes si0 < a < betb > 1.
Exercice 903 [MINEs PSI 2024 # 909] Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé. Une suite (u, ) € E" est de Cauchy si
Ve > 0,3N € N,Vn,m > N,
« Montrer que toute suite convergente est de Cauchy.
+ Dans E = R[X] muni de la norme ||} a; X*|| = max |ay

Xk
de terme general P, =1+ > 7_, 5 est de Cauchy sans étre convergente.

Up — U] < e

, montrer que la suite (P,)

« Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
+ Montrer que, si (u,,) est de Cauchy et posséde une suite extraite convergente, alors (u,,) est convergente.

« Onadmet le theoreme de Bolzano-Weierstrass dans R. Montrer que si F est de dimension finie, alors la suite (u,,) est convergente
si et seulement si elle est de Cauchy.

Exercice 904 [Mings PSI 2024 # 910] Soit E I'ensemble des applications lipschitzienne de [0, 1] dans R. Pour f € E, on note
K(f) = inf{k € RT, f est $k-$lishtzienne}.

« Montrer que F est un espace vectoriel.

« Montrer que, pour tout f € E, f est K(f)-lipschitzienne.

« Montrer que toute fonction polynomiale P appartient 4 F et déterminer K (P).

. L’application f — K(f) est-elle une norme sur E?

« Prouver que Vf € E, || f|loc <infyepo,1)|f(z)] + K(f).
K(f)
[1flloo

3

Exercice 905 [MiNEs PSI 2024 # 911] Soit f : (z,y) € (R™*)? — 22 4+ y® + —. La fonction f est-elle prolongeable par continuité
Ty

en (0,0)?

est-elle bornée sur E \ {0}?

L’application f

1
Exercice 906 [MINEs PSI 2024 # 912] Soit a € R. Pour tout n € N*, on définit A,, = (—a/n a{n).

. ReANL ; . .
« Soient « € R et, pour tout n € N*, z,, = (1 + z—) . Montrer que z,, — €*®. - Diagonaliser A,, dans C.
n

+ Déterminer lim AJ.

Exercice 907 [MiNEs PSI 2024 # 913] Soit (z,,),en+ une suite de réels positifs et, pour n > 1, y,, = \/xl +\/To+ -+ STy

« Etudier la convergence de la suite (y,,) lorsque la suite (x,,) est constante.

« Etudier la convergence de la suite (y,,) lorsque z,, = a b?" aveca > 0etb > 0.
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1/2"

« Montrer que la suite (y,,) converge si et seulement si la suite (:cn ) est bornée.

Exercice 908 [Mines PSI 2024 # 914] Pour n > 2, on s’intéresse a I’équation e* — 2" = 0.
« Montrer que cette équation admet exactement deux solutions positives u,, et v,, avec u, < vp,.
« Montrer que (u,,) tend vers une limite £.
« Trouver un équivalent de u,, — /.
« Montrer que la suite (v,,) diverge.
Exercice 909 [MinEes PSI 2024 # 915] On définit la suite (uy, )nen par : us, = ﬁ et Ugpt1 = Ugpio = ﬁ
« Montrer que la série Y u,, est convergente et calculer sa somme.
« Soit (ay)nen une suite réelle telle que la série Y a,, converge. A-t-on nécessairement la convergence de la série Y a2 ?
« Montrer, pour tout entier p > 2, la divergence de la série > u?.
Exercice 910 [MinEs PSI 2024 # 916] On donne H, = Y_,_, 1+ =Inn+ v+ o(1).

« On pose u; = % Etudier la convergence et la somme de Y, - ug.
« On donne o bijection de N* avec -

|k |1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 ...|

lok)|1 3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 ... |

Donner o (k).

« Déterminer la somme de la série ) ;-1 Uq(k)-

Exercice 911 [MINEs PSI 2024 # 917] Soit (uy, )n>1 une suite définie par u; > 0 et, pour tout n € N*, w41 = %= + 5.
- Etudier la convergence de la suite (uy,)5>1.
« Etudier la convergence de la série > u,,.

Exercice 912 [MINEs PSI 2024 # 918] Soit f : RT* — RT*,

k
« a quelle condition nécessaire la série » % est-elle convergente ? Cette condition est-elle suffisante ? On suppose par la suite
que cette condition est vérifiée. - On suppose de plus que f est croissante a partir d’un certain rang.

k
On pose u,, = Z;:::L % Déterminer le signe de w,, et la limite de la suite (u,, ).

1 2
f(k+2) z flk+1)"

« On suppose egalement que, pour tout k assez grand, ﬁ +

Déterminer la nature de la série > u,.
Exercice 913 [MINEs PSI 2024 #919] Soit f: RT™ — R continue et surjective. Montrer que tout y € R admet une infinite d’antecedents
par f.
Exercice 914 [Mines PSI 2024 # 920] Soit f une application continue de R dans R telle que fo f = 2f —

« Montrer que f est une bijection strictement croissante de R dans R.

« Onpose fo = fet,pourn € N, f,41 = f o f,. Montrer que (%fn) admet une limite, que I'on precisera.

« Déterminer f.
Exercice 915 [Mings PSI 2024 # 921] Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] ou g est & valeurs dans [0, 1] et f décroissante.
On pose ¢ = f; g. Montrer que fbb_cf < f; fg < f;ﬂ f
Ind. On pourra introduire une fonction d’une variable bien choisie.
Exercice 916 [MinEs PSI 2024 # 922] Trouver les fonctions f € C1(R,R) telles que Va € R, f(x) + fo x—t)f(t)dt =1.
Exercice 917 [MinEs PSI 2024 # 923] Soit 6 € R\ 27Z.

1k9 L@l (teze)n
= fo df.

T1—tei®

+OO ezke o
fO 1— te“’ do.

« Soit n € N*. Montrer que > orey
« En déduire que Z

Z-‘roo sm(kO) 7r79
- T2

« Déterminer de méme Z+°° Cosl(cke)

« En déduire que

Exercice 918 [MiNEs PSI 2024 # 924] Calculer f;oo |z |e~dr.

Exercice 919 [MINEs PSI 2024 # 925] Soit, pour n € Netz € R, I,,(z) = [ %dt

« Montrer que I,,(x) est bien définie.
« Calculer I, 1 (2) 4+ I,—1(x) et trouver une relation de récurrence.

Exercice 920 [Mines PSI 2024 # 926] « Justifier que I = +°C [\}5} dx converge.
P + 1 2
« Calculer explicitement I en admettant que Y% 5 = &

Exercice 921 [MINEs PSI 2024 # 927]

Soit f : R — R™* continue par morceaux telle que ! Sft(z)l) . ~>—+>oo ¢ € [0, 1[. Etudier I'intégrabilité de f sur RT.
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Exercice 922 [MiNEs PSI 2024 # 928] On définit f sur R par f(x) = 227 + 2.

« Montrer que f realise une bijection de R* sur R™.
« Lafonction F' : z € RT  sin(2z7 + ) est-elle intégrable en +00?
« L’intégrale f0+oo F(z) dz est-elle convergente ?

Exercice 923 [MINEs PSI 2024 # 929] Soit f : R — R continue et T-périodique. On se propose de prouver l'existence d’un unique

+00 A= f (1)
t

A € Rtel que 'intégrale | dt converge.

« Etudier le cas particulier ou f = sin.
« Traiter le cas general.
Exercice 924 [MINEs PSI 2024 # 930]

Soit f : x — f;oo e~t"dt. Déterminer la limite puis un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.
Exercice 925 [Mings PSI 2024 # 931] Soit f : [0, 1] — R une fonction de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0.

« Soient I; = fol f(@)f'(z) cotan(rz) dz et Iy = fol f2(x)(1 + cotan?(7x)) do. Montrer que I; et I sont convergentes et
exprimer I; en fonction de Is.

« En déduire que fol <% fol(f/)Q.
Exercice 926 [Mings PSI 2024 # 932] Soit la suite de fonctions définies par f,, : x — %le_‘”.
« Etudier la convergence simple de la suite (f,,).
« Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,).
« Calculer f0+oo fn puis sa limite lorsque n tend vers +o0. Est-ce coherent avec les theoremes du cours?

Exercice 927 [Mings PSI 2024 # 933] Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)n>0
définie sur R™ par Vo > 0, fo(z) =zetVn e N, foi1(z) = % (fn(x) + #(x))

Exercice 928 [MINEs PSI 2024 # 934] Soit f : z — >, ﬁig:;

« Trouver les domaines de définition/continuité/dérivabilité de f.

« Trouver la limite de f en 400 puis un équivalent.
Exercice 929 [MINEs PSI 2024 # 935] Pour a € R, on considére la suite de fonctions définie par fo = 1 et, pour n € N*, f,, : x —
efna einw.

« Pour quelles valeurs de a, la série ) f,, converge-t-elle simplement sur R?

On suppose cette condition remplie dans la suite. On pose S = Z:i% n-

« Montr’er que S est de classe C* sur R et calculer f*)(0) pour k € N.
« En utilisant le theoreme de Fubini, montrer que .S est développable en série entiére au voisinage de 0.

Exercice 930 [Mines PSI 2024 # 936] « Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére sz‘
« Montr’er que pour tout z € [0, R[,> " 4 fL—Z = J‘fol :;(_t)l dt.

+ Que se passe-t-il pour x = 17?
Exercice 931 [MINEs PSI 2024 # 937] Soit f 1z — >, (37)z™.
« Déterminer le rayon de convergence de f.
« Quel est le domaine de définition de f? La fonction f est-elle dérivable ? Si oui, déterminer sa derivée.

« Déterminer une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f.
2n) (=D"
+ Quevaut ) - () 52

Exercice 932 [MInEs PSI 2024 # 938] Soient f : x — >0 (n”fl)! et Fraw [[e f(t)dt.

« Déterminer le rayon de convergence de f et exprimer f a l'aide de fonctions usuelles.

« Montr’er que F est définie et dérivable sur R. Que vaut F’?
« Montr’er que F' est développable en série entiére et déterminer ce développement.
Exercice 933 [MinEs PSI 2024 # 939] On cherche a déterminer le cardinal m,, de 'ensemble M,, forme des n-uplets (a —1 <i <mn
tels que : (i) Vi, a; € {—1,0,1}, (ii) D1, a; = 0, (iii) Vp € [1,n], >-7_, a; > 0.
On pose mg = 1.
« Calculer m1, mo et ms.
« Soitn € N*.Soit (a—1 <14 < n € M, tel que a; = 1.Montrer qu’il existe r € [0,n—2], (b1,...,b.) € M,, (¢1,...,Cn—r—2) €
M, o tels que (a1,...,a,) = (1,b1,...,b.,—1,¢1,...,Cn_r_2) et justifier 'unicité de cette décomposition.
« En déduire une formule de récurrence sur les m1, ..., my,.
« Soit: x — Z::& mpx". Montrer que le rayon de convergence de cette série entiére est > 0 et déterminer f.
Exercice 934 [MINEs PSI 2024 # 940] Soit g : z +— —L

cosx”
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« Montrer que g est développable en série entieére au voisinage de 0.
« Donner un encadrement du rayon de convergence.

Exercice 935 [MinEs PSI 2024 # 941] Soit f : z — 3125 yza™.

« Trouver 'ensemble de définition de f.

« Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

« Calculer f Je*tdt pour z €]1, o0
Exercice 936 [MINES PSI 2024 # 942] On pose f(z,s) =

« Calculer f(z,0) et f(z,1) lorsque cela est possible.

+oo g™
n=1 ns"

- Donner le rayon de convergence de z — f(z, s).
- Déterminer 'ensemble de définition de = — f(x, s), en discutant selon les valeurs de s.
« Déterminer une relation entre f(z, s) et f(x,s — 1). En déduire f(z, —1) et f(z, —2).
« Soit p € N. Déterminer un équivalent de f(x, —p) lorsque x — 1~
Exercice 937 [MiINEs PSI 2024 # 943] On définit la suite (u,,) par : up = 1 et, pour n € N*, w,, = \/n + tp_1.
« Montrer que, pour toutn € N,ona: v/n < u, < 2\/m.
 Montrer que u,, ~ /n et déterminer la limite de (u,, — \/n).
« Donner le rayon de convergence R de la série entiére > u,z"
« Calculer lim,_, g 30 u,z™
Exercice 938 [MINES PSI 2024 # 944] Soita,, = fo (#) ! dt.Onpose f : = +— Z::é an 2™ et’'onnote I le rayon de convergence
de cette série entiére.
+ Montrer que : $V neEN,\ 15—
« Montrer que Vn € N, (2n+ 3)ant1 =1+ (n+ 1)a,.
« En déduire que : Vz €] — R, R[, (2z — 2?)f'(z) + (1 — z)f(z) = 3220 2™, - Trouver ainsi une expression de f(x) pour
€l -1,1].
« Trouver une autre expression de f(x) en montrant que :

an< 1\,$. En déduire un encadrement de R.

! +°° (1+ )z Lo
Ve el —1,1], / ( ) dt = / Wdt et en calculant cette intégrale.
01—+

Exercice 939 [MINEs PSI 2024 # 945] Soit v € RT*_

« Montrer que f0+oo sin(t) et dt et f0+°o |'sin(t)| e~ ** dt convergent et déterminer leur valeur.

« Montrer que f0+oo i‘ﬁl((;)) dt converge.

2
En>0 1+(2n+1)2"

- Montrer que [, S;‘ﬁl((f)) dt =

« Adapter les questions précédentes pour déterminer [, oo SCIS( f)) dt.

Exercice 940 [MINEs PSI 2024 # 946] Soient u,, = 1+Oo “"dret] = +°O e " dt.

« Montrer que u,, est bien défini pour tout n > 1.
« Montrer que I est bien définie.
« Déterminer la nature de Y uy,.1nq._ Effectuer un changement de variable.

Exercice 941 [Mings PSI 2024 # 947] Soient f € C°([0,1],R) et, pourn € N, I,, = fo f@em) dt Limite de $(I,)\.$ ?

Exercice 942 [MINEs PSI 2024 # 948] « Soient a et b deux réels > 0. Montrer que fo W dt = Z:ico (a;lb): .

—1)" +oo (=)™
« Calculer Zn 0 1+3n et ) —o Ttan -

400 arctan(tz) dt

Exercice 943 [MINEs PSI 2024 # 949] Soit f : z — |, ST

(W] < Jul.

« Montrer que f est de classe C! sur R.

« Déterminer le développement en éléments simples de ¢ — m pour |z| # 1.

« Montrer que f(z) = ﬁ pour = > 0. En déduire la valeur de f sur R.

2
« Déterminer f0+°° (%H(t)) dt.

Exercice 944 [MInEs PSI 2024 # 950] Soit f : o+ [ T

« Déterminer le domaine de définition D de f.

« Montr e que f est continue sur D.

« Montr e que la courbe representative de f admet la droite x = 1/2 pour axe de symétrie.

« Justifier Pexistence d’une borne inférieure pour f; la déterminer.
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« Déterminer un équivalent de f en 0.
Exercice 945 [MINEs PSI 2024 # 951] Soit f : x f;oo arctan(xt) et dt.
« Montr e que f est définie et de classe C' sur R.
« On définit la suite (u,,) par ug € Rt* et Vn € N, uy 1 = f(un). Montr e que la suite (u,,) posséde une limite et la déterminer.

« Trouver un équivalent de u,, en +oco0.

. . . —+oo 1
Exercice 946 [MINEs PSI 2024 # 952] Soit f : x v [[" 7 dt.
« Montr e que f est définie au moins sur un intervalle de la forme | — a, o avec o > 0.
« Montr e que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

« Calculer ce développement et en déduire une expression f(z).
Exercice 947 [Mings PSI 2024 # 953] Soit f : z v [ e~ dt.
« Montr e que f est de classe C! sur R et donner f'.
. Soit g : @ — e f(x). Montr e que g est solution de (E) : 3/ — 2zy = 1 avec y(0) = 0.
- Déterminer les solutions de (E) développables en série entiére et preciser le rayon.
« La fonction g est-elle développable en série entiere ?
Exercice 948 [MINEs PSI 2024 # 954] Soit " :  +— f0+°° et dt.
« Montr e que I est définie sur |0, +0o] et qu’elle est de classe C2. Montr e plus que I'(z) > 0 pour tout z > 0.

« Etudier la convexite de I et celle de In ol
« Pour tout z > 0, etablir : 1i1}_1 Jo =1 = t/n)" dt = D(x).
n——+0o0

- Exprimer [ t*~*(1 —t/n)" dt en fonction de fol w1 — u)" du.

x

n’

n! . , s .
T () converge simplement vers I'. Ind. Procéed par intégrations

« Montr e que la suite de fonctions f,, : * € R™*
par parties successives.
Exercice 949 [MINEs PSI 2024 # 955] On admet que f0+oo et dt = @ On pose f : z f0+oo cos(2xt)et dt.
« Montr e que F est définie et de classe C! sur R.

« Trouver une relation entre f et f’. - En déduire une expression simple de f(x).

Exercice 950 [MinEs PSI 2024 # 956] Soit $F: \ x— [ ) VIR d) ¢
« Déterminer le domaine de définition I de F.

Montrer que F' est de classe C* sur I et donner son sens de variation.
+ Déterminer les limites de F' aux bornes de I.
« Calculer G(z) = 0+Oo t3e~**dt pour z > 0.

« Montrer que F'(x ~ 5.
q ( ) T—400 zt

Ind. On pourra étudier | F' — G | et utiliser la relation de Chasles.

e~ (2 +1)a?

Exercice 951 [MiINEs PSI 2024 # 957] Onpose f : x fol S dtetg:z— Iy et dt.
« Montrer que f est définie sur R et qu’elle est paire. Que vaut f(0)?
« Montrer que f est de classe C! sur R et donner 'expression de f’(z).
« Montrer que g est définie et de classe C' sur R.
« al’aide d’un changement de variable affine, montrer que : Vz € R, f'(x) = —2¢'(z)g(x).
« Montrer que : Vz € R, f(z) = T — g(x)*.

“+o0
« En déduire la limite de g en +oo puis conclure que [ e tdt = @
0

Exercice 952 [MinEes PSI 2024 # 958] Soit f: R — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 0. Soit g : = @ al'aide de la
formule de Taylor avec reste intégral, montrer que ¢ se prolonge en une fonction de classe C* sur R.
Exercice 953 [MiNEs PSI 2024 # 959] Soit (E) I’équation différentielle : 2%y/(z) + y(z) = 22.

« Montrer que (F) n’admet pas de solution développable en série entiére.

« Résoudre I’équation différentielle sur |0, +oc0].

« Montrer qu’il existe une unique solution tendant vers 0 en 0.

+oo g—te—a/t dt

Exercice 954 [MINEs PSI 2024 # 960] Soit f : z — [, NG

« Montrer que f est définie sur R™.

« Montrer que f est de classe C? et solution de 'équation différentielle 2zy” + y' — 2y = 0.

« Résoudre I’équation en posant y(x) = z(y/x).
Exercice 955 [MINEs PSI 2024 # 961] On s’intéresse aux solutions f : & — > - an2™ de I'équation différentielle
(E): 2%y + 4oy’ + (2 —2?)y = 1. B
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« Montrer que ap = 1/2, a3 =0etVn > 2, a,, = 0 - En déduire 'unicité de f.

« Déterminer les a,,, le rayon de convergence de f puis exprimer f a I’aide de fonctions usuelles.
Exercice 956 [MiNEs PSI 2024 # 962] On note (FE) I’équation différentielle (1 — z)y” + (1 — 3z)y’ —y = 0.
- Déterminer les solutions de (E) non nulles développables en série entiére. Preciser le rayon de convergence.
« Déterminer I’ensemble des solutions de (F) sur un intervalle raisonnable.
+ Les raccorder entre elles.
Exercice 957 [MiNEs PSI 2024 # 963] On note (E) I’équation différentielle z2y" — 22y’ + 2y = 2(1 + z).
« Trouver les solutions de I’équation homogene associée de la forme x — 2%, ou @ € R.
« Trouver une solution particuliere de (F), d’abord sur |0, 400, puis sur | — oo, 0[.
Ind. On la cherchera sous la forme za(x) + 2%3(x), ou « et 3 sont des fonctions de classe C*
telles que za/(z) + 228’ (z) = 0
« L’équation (F) admet-elle des solutions sur R?
be! + ce™t
Exercice 958 [MINEs PSI 2024 # 964] Pour (a,b,c) € R?, on définit f, . :t € R — 2a — bet €R3.
a+ce”t
Soit F' = {fa,b,ca (a,b,¢) € R3}.
« Montr e que F' est un espace vectoriel, en donner la dimension et une base.
« Trouver M € M3(R) telle que : Vf € F\Vt € R, f'(t) = M f(t).
+ La matrice M est-elle inversible ?
« Quelles sont les valeurs propres de M ? Pouvait-on s’y attendre ?
Exercice 959 [Mines PSI 2024 # 965] « Soita € R.al’aide d’'un changement de variables classique, résoudre I’équation x% (z,y)+
y%(l’ y) = af(z,y) d’inconnue f € C}(RT* x RT* R).
« Résoudre xaT (x y) + yay x,y) \/mf z,y) d’'inconnue
f € CYRT x RT* R).
Exercice 960 [MINEs PSI 2024 # 966] Soit J : x ~— [, cos(xsin(f)) df.

« Montr e que J est bien définie et de classe C? sur R.
» Montr e que J est développable en série entiére et déterminer le rayon de convergence.
« Montr e que zJ"(z) + J'(z) + J(z) =0

o Soit (z,y) — p(z,y) =J (\/acQ + y2). Montr e que ¢ est de classe C2 sur R% \ {(0,0)} et que Ap + ¢ = 0.

Exercice 961 [MinEgs PSI 2024 # 967] On pose f(z,y) = ——= In (fjﬁ}) On note 2 I’ensemble de définition de f.

« Representer €) et montrer que c’est un ouvert.
« Monter que f est de classe C! sur Q. - Comparer f(1/z,y) et f(z,y). Donner une interprétation géométrique pour z > 0 et

y €10, 1].
« Montrer que f vérifie: 2yf + (1 — x )6f (1-— yz)ﬂ =
Exercice 962 [MiNEs PSI 2024 # 968] « Résoudre (1 — t?)y” — 2ty’ =0sur I =] — 1,1].

« Soit f de classe C? sur I a valeurs dans R. On pose g(z,y) = f (ng;;)

Déterminer I'ensemble des fonctions f telles que g soit non constante et de laplacien nul, c’est-a-dire telles que 53 g 5 (z,y) +94 g2 (x y) =
0.
Exercice 963 [MINEs PSI 2024 # 969] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit p : x ~ ||z|2.
« Montrer que p € C?(R",R).
« Soient g € C2(RT*,R) et f : R™\ {0} — R définie par = — f(x) = g(||=||?).
Déterminer les fonctions g vérifiant A f = 0.

Exercice 964 [MiNEs PSI 2024 # 970] Soit D = {(z,y) € R?>; 2 >0,y >0, v +y < 1}. Soient a, b, c des réels > Oet f : D — R
la fonction définie par (,y) +— x%®(1 — x — ). Montrer I'existence d’extrema locaux pour f et les déterminer.

3) Probabilités
Exercice 965 [MINEs PSI 2024 # 971] On considére une classe de PSI constituée de IV eleves, dont n provenant de PCSI et N — n de
MPSI. On envoie successivement au tableau des eleves choisis au hasard. Un eleve peut passer plusieurs fois au tableau.
+ Quelle est la probabilité qu’au cours des n premiers passages, il n’y ait que des eleves de PCSI?
+ Quelle est la probabilité qu’au cours des n + 5 premiers passages, il y ait n eleves de PCSI?

« Soit ¢ € N*. On note X; la variable aléatoire qui compte le nombre de tirages nécessaires pour faire passer 7 eleves de PCSI
distincts au tableau. Déterminer la loi de X;.
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Exercice 966 [MINEs PSI 2024 # 972] On considére initialement une urne contenant une boule blanche et une boule rouge. On tire une
boule, on note sa couleur, on la remet dans 'urne et on rajoute deux boules de la méme couleur que celle trée. On repete indéfiniment
le processus.

« Calculer la probabilité de ne tirer que des boules rouges lors des n premiers tirages?

« Calculer la probabilité de tirer indéfiniment uniquement des boules rouges?

« Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au 42-ieme tirage.

« Le résultat de la question - reste-t-il vrai si on rajoute 3 boules (au lieu de 2)? 4 boules ?

Exercice 967 [Mings PSI 2024 # 973] « Calculer fol aP(1 — x)%dx avec p,q € N.

« On dispose de p unres contenant chacune p boules. Pour ¢ € [1, p], I'urne ¢ contient ¢ boules noires et p — 4 blanches. On choisit
une des urnes aléatoirement et on en tire successivement des boules avec remise. On note A,, ,, 'événement : on tire 2n boules
et on a autant de boules noires que de boules blanches.

« Exprimer P(A, ;) sous forme d’une somme.

« Déterminer la limite de P(A4,, ;) quand n tend vers +oc.

« Déterminer la limite de P(A4,, ;) quand p tend vers +cc.
Exercice 968 [MiNEs PSI 2024 # 974] On considére des lancers indépendants avec la probabilité p €]0, 1] d’avoir pile. On pose par
convention Ty = 0 et pour € N*, T, est la variable aléatoire qui compte le nombre de lancers nécessaires pour avoir r piles. On pose
Zy, =T, —T,_1pourr € N*.

« Déterminer la loi de Z,.

« Déterminer la fonction generatrice de 7;..

« Pour tout z €]0, 1[, calculer >, (’:) xF~" et en déduire la loi de 7.

« Calculer E(T;) de deux facons différentes.

Exercice 969 [MINEs PSI 2024 # 975] Soient s > 1 et ((s) = ;% 2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que
Vn € N*,P(X =n) = ﬁni

« Soit n € N*. Calculer P(n divise X).

« Soit p un nombre premier et v, (k) = max{i € N, p’ divise k} pour tout k € N*.
Déterminer la loi de v, (X) puis son espérance.
Exercice 970 [Mings PSI 2024 # 976] On effectue des lancers avec une piéce dont la probabilité de donner pile est p €]0, 1]. On lance
la piéce jusqu’a obtenir pile pour la deuxieme fois. On note X le nombre de faces obtenues au cours de ’experience.

« Donner la loi de X.

« Montrer que E(X) < 400 et la calculer.

« On prend une urne et, si X = n, on pose n + 1 boules numérotées de 0 a n dans I'une. Donner la loi de Y ou Y est le numéro

de la boule tirée dans I'urne. Calculer ensuite 'esprance de Y ainsi que sa variance.
Exercice 971 [Mings PSI 2024 # 977] e Soit § :t— Z:fo “2';77,""115” Déterminer le rayon de convergence et donner une
expression de S.

« Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N de fonction generatrice Gx = AS. Déterminer A et la loi de X.

« Calculer E(X) et V(X).
Exercice 972 [MINEs PSI 2024 # 978] Soient n € N et p €]0, 1[. On considére une variable aléatoire X telle que X (2) C N et
vk e N,P(X = k) = a("I")p".

+ Quelle est la valeur de a ?

« Déterminer E(X) et V(X)) si elles existent.
Exercice 973 [MiNEs PSI 2024 # 979] Soit (X}) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre 2/3.
On pose A, = (Xok—1Xor =0), B, = ﬂzzo Ay
Soit 7= min{k > 2, X1 = X = 1} € NU {+o0}.

« Montrer que P (ﬂ;:% Ak) = 1 et en déduire que P(T" € N) = 1.

« Etablir une relation de récurrence linéaire d’ordre deux vérifiée par (P (T = n)).

« Calculer 'espérance de T'.

Exercice 974 [Mings PSI 2024 # 980] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) et G(q), ou p et

g sont éléments de |0, 1[. On pose U = ;
« Donner laloi de U.
« Calculer espérance de U.
+ Sip = ¢, montrer que E(U) > 1.
Exercice 975 [Mines PSI 2024 # 981] Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. de loi B(p). On note U la matrice ligne
(X1 - X,)etM=UTU.

« Déterminer les lois de rg(M) et Tr(M).
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« Déterminer la probabilité que M soit une matrice de projecteur.
« Dans cette question, on prend n = 2. On note V' la matrice ligne (1 1) et X =VMVT.
Déterminer I’espérance et la variance de X.
Exercice 976 [MinEs PSI 2024 # 982] Soienta,b > 0, X, Y, Z des variables aléatoires indépendantes telles que X ~ P(a),Y ~ P(b),
PZ=1)=1-petP(Z=-1)=0p.
YX 7 };) soit diagonalisable

Exercice 977 [MiNEs PSI 2024 # 983] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires ii.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}. On
définit (S,,)n>0 par So = 0etVn € N*, S, = S,,_1 + X,,.

Quelle est la probabilité que la matrice A = (

« Déterminer la loi de SnF 1

. En déduire E(S,,) et V(S,,).
« Onpose A, = |S,|.
« Déterminer A, ().
« Pour tout n € N, etablir : E(A4,,41) = E(4,) + P(S,, =0).
Ind. Exprimer E(A,, 1) et appliquer la formule des probabilités totales & X, 1.

k
« En déduire pour tout n € N* : E(A2,) = E(Ag,—1) = Z;S <2kk) (i) .

X) Mines - Ponts - PC AUTRE
1) Algebre
Exercice 978 [Mings PC 2024 # 984] Soient A un ensemble de réels de cardinal n > 2 et B = {a + @/, (a,a’) € A?}.
n(n+1)

« Montrer que 2n — 1 < Card B < —s

« Donner des exemples de parties pour lesquelles les bornes sont atteintes.
o Généralisera By, = {a; + a2 + - + ax ; a1,...,ar € A}.
Exercice 979 [MinEes PC 2024 # 985] Trouver tous les polyndémes P € C[X] tels que (X +4)P(X) = XP(X +1).
Exercice 980 [MiNEs PC 2024 # 986] Déterminer les polynomes réels P vérifiant P(X)P(X + 1) = P(X?).
Exercice 981 [MINEs PC 2024 # 987] « Soit P € Z[X] unitaire. Montrer que ses racines rationnelles sont dans Z.
« Pour n € N*, montrer qu’il existe un polyndme unitaire P,, € Z[X] de degré n tel que, pour tout § € R, on ait P, (2cosf) =

2 cos(nd).
1 1
« Montrer que cos(7Q) N Q = {—1, —g3 0, 3 1}.
: : _ . n P(k)
Exercice 982 [MINEs PC 2024 # 988] Soit P € R[X] unitaire de degré n. Calculer ), _, k=0
e A

Exercice 983 [Mings PC 2024 # 989] Soitn € N,n > 2. On note (x) (1 +iX)?"*! — (1 —iX)?" ™! = 2iXQ,, (X).
« Montrer qu’il existe un unique Q,, € R [X] vérifiant (x). Donner le degré et le coefficient dominant de Q,,.
« Déterminer les racines de @Q,.

B k
« Calculer [[}—, (4 + tan” <2n j— 1 ) )

Exercice 984 [MINEs PC 2024 # 990] Soient n € N* et P € R[X] tel que Va € R, P(z) > 0.Onpose Q = P+ P’ + --- + P("™),

« Montrer que () est minore sur R.

« Montrer que () est positif sur R.

Exercice 985 [Mines PC 2024 # 991] L’union de deux sous-espaces vectoriels est-elle un sous-espace vectoriel ?

Exercice 986 [MiNEs PC 2024 # 992] Soit n € N*. Trouver toutes les matrices A € My (C) telles que A™ = (é 1)

Exercice 987 [Mines PC 2024 # 993] Soit n € N*. Soit E = {S1,..., Sk} 'ensemble des parties non vides de {1,...,n}. Soit
A € My, (R) définie par $a;j= \ .$.Déterminer le rang de A.

Exercice 988 [MiNEs PC 2024 # 994] « Soient A, B € M,, ,(R). Montrer que [rgA —rgB| < rg(A+ B) <rgA +rgB.
« Soit (vq,...,vx) € (R™)” tel que Zle vi(v;)T = I,,. Montrer que k > n.
Exercice 989 [MINEs PC 2024 # 995] Soit (4, B) € M, (R)” telles que : A2 = A, B2 = Bet AB = BA. Montrer que det (A — B) €
{-1,0,1}.
Exercice 990 [MinEs PC 2024 # 996] « Four A € M, (R),ondéfinit f, : M — tr(AM). Montrer que I'application f: M, (R) —
L(M,(R),R), A~ f4 estun isomorphisme.
« Soit g € L(M,,(R),R) telle que V(A, B) € M,,(R)?,g(AB) = g(BA). Montrer que g est proportionnelle 2 la trace.
« Soit h un endomorphisme de M., (R) tel que V(4, B) € M,,(R)?, h(AB) = h(BA). Montrer que h préserve la trace.
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Exercice 991 [MiNEs PC 2024 # 997] Trouver dim(Vect(A)) dans les deux cas suivants :
« A={M € M3y(C), M™ = Diag(1,2)} avecn > 2,
« A={M € My(C), M? = I}

Exercice 992 [Mings PC 2024 # 998] Si A € M,,(R), on note S(A) 'ensemble des matrices semblables & A. Déterminer les matrices
A telles que S(A) est fini.

Exercice 993 [MinEes PC 2024 # 999] Soit &,, 'ensemble des permutations de [1,n].

« Soit 0 € &,,. Montrer que ¢, : s — s 0 ¢ est une permutation de &,,.

« Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 2, (eq, ..., e, ) une base de E. Pour o € &,,, on note f, I’endomorphisme de
E défini par Vi € [1,n] f (ei) = eq(;). On pose p, = % > fs. Montrer que p,, est un projecteur et expliciter son image et
€6,
son noyau. 7

Exercice 994 [Mines PC 2024 # 1000] Soientn > 2, E =R, [X|etp: P€ E— P — P’

« Montrer que ¢ est bijectif de deux manieres différentes.
« Soit () 'antecedent de P par ¢. On suppose que Q > 0. Montrer que P > 0. Exprimer P en fonction de Q).

0 -1 -1
Exercice 995 [MINEs PC 2024 # 1001] Soit A € M3 (R) et B € M3 3 (R) tellesque AB=| -1 0 -1
1 1 2

Vérifier que (AB)® = AB. Déterminer rg (A), rg (B). Montrer que BA = I.
Exercice 996 [Mines PC 2024 # 1002] Soient E un R-espace vectoriel, ¢ une forme linéaire sur E et f € L (E).
« Montrer que Ker () est stable par f si et seulement s’il existe A € R tel que p o f = Ao.

« Soit B une base de E. On pose L = Matg (¢) et A = Matg (f). Montrer que Ker () est stable par f si et seulement s’il existe
A€ Rtel que ATLT = ALT.

O ==
N OO

1
« Trouver toutes les droites stables par I'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique de R? est | 0
0

Exercice 997 [MiNEs PC 2024 # 1003] Soientn > 2, A, B € M,,(K). On suppose ABAB = 0. A-t-on BABA =07

Exercice 998 [Mines PC 2024 # 1004] Soit f € L (FE) telle que f> = —4id ou E est un R-espace vectoriel de dimension n.
- Déterminer le noyau et I'image de f. L’endomorphisme f est-il inversible? Si c’est le cas, déterminer f~!. - Montrer que n est
nécessairement pair. - Pour x # 0, montrer que (z, f (x)) est une famille libre. - On suppose maintenant que n = 4. Montrer qu’il
existe une base de £ dans laquelle la

0 -4 0 0

. 1 0 0 0
matrice de f est 0 0 0 -4
0 0 1 0

Exercice 999 [Mines PC 2024 # 1005] Soit A € M,, (R). R $ {e}$soudre X + X7 = tr (X) A d’inconnue X € M, (R).
Exercice 1000 [Mines PC 2024 # 1006] « Soit A € M,, (C) telle que, pour tout X € M,, 1 (C), (X, AX) est1$ {e}$e. Que dire
de A?
« Montrer que toute matrice A € M,, (C) de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale nulle.
Exercice 1001 [MinEes PC 2024 # 1007] Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Soit © un endomorphisme nilpotent tel que
tout sous-espace de F stable par u admet un supplementaire stable par u. Montrer que u est 'endomorphisme nul.

Exercice 1002 [Mines PC 2024 # 1008] Soient F, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F),v = L(F,G) et
w = v o u. Montrer que w est un isomorphisme si et seulement si les trois conditions suivantes sont realisées - u est injective, - v est
surjective, - ' = Imu & Kerv.

Exercice 1003 [Mings PC 2024 # 1009] Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et u, v € L(FE) tels que rg(u) = rg(v) et

HQOU:U.

« Montrer que vouov = v.
« Montrer que u o v est un projecteur
« Montrer que u o v o u = u puis que v? o u = v.
Exercice 1004 [MiInEs PC 2024 # 1010] Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie.
« Que dire de la trace d’un projecteur de E'? Montrer que, pour p projecteur de E, Im(p) et Ker(p) sont supplementaires dans FE.
« Soient p, g deux projecteurs de E. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement sipog =¢gop =0.
Exercice 1005 [Mines PC 2024 # 1011] Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies. Soient f € L(E,F) et
g € L(F,G). Montrer que rg(g o f) > rg(f) +rg(g) — dim(F).
Exercice 1006 [Mines PC 2024 # 1012] Soient F, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. Soientu € L(E, F'),v € L(F,G).
Soit w = v o u. Montrer que w est un isomorphisme si et seulement si u est injectif, v est surjectif et Im u & Kerv = F.

Exercice 1007 [MiNEs PC 2024 # 1013] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u, v € L(E).
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- Montrer que rg(v) < rg(u o v) + dim(Ker u). - On suppose que u est nilpotent d’indice p. Montrer que (dim(Ker u*)) t
strictement croissante puis stationnaire.
Exercice 1008 [MiNEs PC 2024 # 1014] « Existe-t-il deux matrices A, B € M,,(R) telles que AB — BA =1I,,?

« Soit A € M,,(R) une matrice non nulle de trace nulle. Montrer qu’il existe u € R™ telle que la famille (u, Au) soit libre.

ken €8

« Soit A € M,,(R) de trace nulle. Montrer que A est semblable & une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
Exercice 1009 [Mines PC 2024 # 1015] Soient A et B dans M,,(C) telles que rg(AB — BA) = 1.
Montrer que A(Ker(B)) C Ker(B)) ou A(Im(B)) C Im(B))

Exercice 1010 [MINEs PC 2024 # 1016] Soient £ un K-espace vectoriel de dimension p et f1,..., f, des formes linéaires sur F.
Prouver ’équivalence des trois assertions suivantes :

« (f1,..., fp) estlibre,
cu:z € Ew (fi(x),..., fp(z)) € KP est surjective,
« il existe z1,...,2, € E tels que det(fi(z;))1<i j<p # 0.

Exercice 1011 [Mines PC 2024 # 1017] Donner une condition nécessaire et suffisante sur (aq,...,a,) € C" pour que la matrice
0 --- 0 a
: soit diagonalisable.
0 0 ap—1
aq ap—1 QA
0 0 b
Exercice 1012 [MiNEs PC 2024 # 1018] Soient (ay,...,ay,b1,...,b,) ER?" et M = | * - - |.Donner une condition
0 ... 0 b,
a ... a, O
nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.
1 a O
Exercice 1013 [MinEes PC 2024 # 1019] Soit @ € C.Lamatrice M = [ o« 0 1 | est-elle diagonalisable?
01 -1

Exercice 1014 [MinEs PC 2024 # 1020] Redémontrer qu'une matrice diagonalisable a un polynéme annulateur scindé a racines
simples.
0 0 1

Exercice 1015 [Mings PC 2024 # 1021] Soit A= |1 0 1
010

« Monter que A est diagonalisable sur C et qu’elle admet une unique valeur propre réelle strictement positive a.

« Montrer que Z)\GSP(A) A™ est un entier pour tout n € N.

+ Déterminer la nature de la série 3\ g, 4) A™-
Exercice 1016 [MinEs PC 2024 # 1022] Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

« Soit f € L(F) nilpotent. Montrer qu’il existe une base de E' dans laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure avec des 0

sur la diagonale.

« Soient v et w dans L(F) tels que v est diagonalisable, w est nilpotent et v 0 w = w o v. Montrer que v + w et v ont le méme
polyndéme caractéristique.

Exercice 1017 [Mines PC 2024 # 1023] Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. Soit u € L(E) de spectre vide.
« Montrer qu’il existe P € R[X] de degré 2 tel que Ker P(u) # {0}.
« Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel de E' de dimension 2 et stable par u.
« En déduire que tout endomorphisme de E admet un sous-espace vectoriel stable de dimension 1 ou 2.

Exercice 1018 [MiNEs PC 2024 # 1024] Soit f € L(E), ou E un C-espace vectoriel de dimension n > 2. Montrer que f est
diagonalisable si et seulement si £ est diagonalisable et Ker f = Ker f2.

Exercice 1019 [Mines PC 2024 # 1025] Soient f, g deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E' de dimension finie tels que
feg=1f+y

« Montrer que Im f = Im g et que Ker f = Kerg.

« On suppose de plus que f est diagonalisable. Montrer que f o g est diagonalisable.

« Montrer qu'aucune valeur propre de f o g n’appartient a |0, 4.
Exercice 1020 [MINEs PC 2024 # 1026] Soit A € M;3(C). Montrer que A est semblable & —A si et seulement si tr(4) = 0 et
det(A) = 0.
Exercice 1021 [Mings PC 2024 # 1027] Déterminer toutes les matrices A € My4(R) telles que A? = diag(1,2, —1,—1).
Exercice 1022 [Mings PC 2024 # 1028] Soient A € M,,(C) et B = (21 é) € My, (C).

« Exprimer le rang de B en fonction du rang de A.

« Etudier la diagonalisabilité de B en fonction de celle de A.
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Exercice 1023 [Mings PC 2024 # 1029] Soient A € M,,(C) et B = (81 Ié‘)

« Trouver une relation entre les valeurs propres de A et celles de B ainsi qu’entre les sous-espaces propres de A et ceux de B.
« Déterminer les dimensions des sous-espaces propres de B en fonction des dimensions des sous-espaces propres de A.
« Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Exercice 1024 [MiNEs PC 2024 # 1030] Soient A, B € M,, (C) telles que AB = BA. Peut-on trigonaliser A et B dans une méme
base?

Exercice 1025 [MiNEs PC 2024 # 1031] Soient (o), ,~,, € R" et (8i);<,<,, € R". Onpose A = (a;0;)
+ Quel estle rang de A?
. Montrer que A2 = tr(A)A. - Soit M € M,, (R) telle que rg (M) = 1. Montrer qu’il existe (X,Y) € (R™)” telles que
M=XTYy.
« Trouver toutes les matrices de M3 (R) telles que M? = 03.

1<ij<n’

« a quelle condition la matrice A est-elle diagonalisable ?

0 0 1
Exercice 1026 [MiNEs PC 2024 # 1032] Soient A= [ 1 0 0 | et M € M3 (R) telle que M? = I3 et M # Is.
010

« La matrice A est-elle diagonalisable dans M3 (C) ? dans M3 (R) ? Donner ses valeurs propres.

- La matrice M est-elle diagonalisable dans M3 (C)? Montrer que Spc (M) C {1,4,5%} et que les multiplicités de j et j2 sont
les memes. Donner le spectre de M.

+ Montrer que A et M sont semblables dans M3 (C), puis dans M3 (R).
Exercice 1027 [MiNEs PC 2024 # 1033] Soient M € M,, (C), (A, B) € M,, (C)® et (A, ) € (C*)” tels que A # . On suppose :
I,=A+B, M =)A+uB, M? = )\2A+ 1°B.

« Montrer que M est inversible et déterminer M ~*.

« Montrer que A et B sont des projecteurs.

« La matrice M est-elle diagonalisable ? Si oui, trouver Sp (M).
Exercice 1028 [MiNEes PC 2024 # 1034] Soient A et B dans M,,(R) telles que AB — BA = A.
Onnote ¥ : M € M, (R) — MB — BM.

« Montrer que ¥ est un endomorphisme de M,, (R) et que, pour tout & € N, U(A*) = kA*.
Calculer tr(A).

« Montrer que si A n’est pas nilpotente alors ¥ a une infinite de valeurs propres. Conclure
Exercice 1029 [MiNEes PC 2024 # 1035] Soientn > 2 et A € M,,(R) telle que Tr(A4) # 0.

« On considére ®: M,,(R) — M, (R) définie par & : M — Tr(A)M — Tr(M)A.

« Trouver Ker @ et Im ®.

« Déterminer les éléments propres de ®.

« Déterminer la trace, le déterminant et le polynéme caractéristique de ®.

« On considére U: M,,(R) — M,,(R) définie par ¥ : M — Tr(A)M + Tr(M)A.

« Trouver les éléments propres de .

« Montrer que V¥ est bijective et déterminer sa réciproque.

Exercice 1030 [MiNEs PC 2024 # 1036] Soit A € M,,(R). Soit f4 € L(M,,(R)) défini par f4(M) = AM. Montrer que A et f4 ont
les memes valeurs propres.

Exercice 1031 [Mings PC 2024 # 1037] Soit A € M3(R). On cherche le nombre de solutions de I'équation B3 = A dans M3(R).
« Montrer que, si B est solution, alors AB = BA.
« Montrer que si A est diagonalisable et & un sous-espace propre de dimension > 2 alors il y a une infinite de solutions.
rcos(f) —rsin(d) 0
« Traiter le cas ou A admet trois valeur propres réelles distinctes. - Traiter le casou A = | rsin(f) rcos(d) 0 | avecr > 0,

0 0 A
A€Retf € R\ 7Z. - Cas general ?

Exercice 1032 [Mings PC 2024 # 1038] On note D : P — P’ ’endomorphisme derivation de R[X].
« Montrer que, pour tout n € N, R,,[X] est stable par D et déterminer la matrice de I’endomorphisme induit par D dans la base
canonique de R,, [ X].
« Soit F' un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension finie non nulle stable par D.
« Montrer qu’il existe un entier n et un polyndéme R de degré n tel que R € F et F C R, [X].
« Montrer que la famille (D7 (R))o<;<n est libre.
+ En déduire que F' = R, [X].

- Expliciter tous les sous-espaces vectoriels de R[X] stables par D.
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Exercice 1033 [Mings PC 2024 # 1039] On note E = C°(R*,R). Soit ® I'application qui & f € FE associe la fonction ®(f) définie
par: ®(£)(0) = £(0) et ¥ar €0, +o0l, ®(£)(x) = £ Ji F(£)dt.

« Montrer que ® est un endomorphisme de E.

« Déterminer les valeurs propres de ® et les espaces propres associes.

« Soit n € N. Montrer que ® stabilise R,,[X]. L’endomorphisme induit par ® sur R,,[X] est-il diagonalisable ?
Exercice 1034 [MINEs PC 2024 # 1040] Soit A € Ms(R). On suppose qu’il existe n. € N* tel que A2 = I,. Montrer que A% = I,
ou qu’il existe k € N* tel que A = ],
Exercice 1035 [MINEs PC 2024 # 1041] Soit n € N*. Soit E un sous-espace vectoriel de M, (R) ne contenant que des matrices

diagonalisables.

« Montrer que dim(FE) < %
« Lorsque K = R, quelle est la dimension maximale de £'?
Exercice 1036 [Mings PC 2024 # 1042] Soit A € M,,(R) telle que A? soit triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux
egaux a 1,2, ..., n. Montrer que A est triangulaire supérieure.
Exercice 1037 [MiNgs PC 2024 # 1043] Soit A € M,,(R). On suppose que la suite (A*);cn admet une limite B € M,,(R).
« Montrer que B? = B, BA = AB. Déterminer Ker(B) et Im(B).
« Montrer que Sp(A4) C {z € C, |z| < 1} U {1}. Montrer que si 1 n’est pas valeur propre de A alors B = 0.
« Montrer que la multiplicité de 1 dans le polyndme caractéristique de A est egale 4 la dimension de Ker(A — I,).
Exercice 1038 [MiNEs PC 2024 # 1044] Soient a, b deux réels et n un entier.

Montrer que @ : P € R, [X] — (X —a)(X —b) P’ —nP est un endomorphisme et déterminer ses éléments propres. L’endomorphisme
® est-il diagonalisable ?

Exercice 1039 [Mines PC 2024 # 1045] « Soient A € M,,(R) diagonalisable et B = I,, + A+ A3. Montr are A est un polynéme
en B.

o Le résultat de - subsiste-t-il lorsque A est complexe ?

Exercice 1040 [Mines PC 2024 # 1046] « Soit A € M3(R) non trigonalisable. Montr are A est C-diagonalisable.
« Soit A € M4(R). Montr are ['une des conditions suivantes est realisées :
+ A est R-trigonalisable; - A est C-diagonalisable;

« A est R-semblable & une matrice de la forme (? g) avec B,C € M3(R).

Exercice 1041 [MiNEs PC 2024 # 1047] Soientn € N* et A € M,(R) telle que A"~ # 0 et A™ = 0. Soit L I'ensemble L = {M €
M, (R), AM = MA}.

« Montr are qu’il existe o € R™ tel que la famille (xg, Azg, A%z, ..., A" 1x() soit une base de R™.

« En déduire que la famille (I,,, 4, A%, ..., A"~ 1) est une base de L.

Exercice 1042 [MiNEs PC 2024 # 1048] Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit « un automorphisme de E tel que, pour
tout x € E, I'ensemble {u*(x) ; k € N} est fini.

« Montr are qu’il existe N € N* tel que u” = id.

+ L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
Exercice 1043 [MINEs PC 2024 # 1049] Soit (u1, ..., up) une famille de vecteurs de R™ telle que Vi # j, (u;, u;) < 0.
Montr are que toute sous-famille de (w1, ..., up) de cardinal (p — 1) est libre.
Exercice 1044 [Mings PC 2024 # 1050] Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente non nulle.

« Montr are qu’il existe V € R™ tel que AV # 0 et A2V = 0.

« On note ( ) le produit scalaire usuel sur R™.
Déterminer 'ensemble {(AX, X) ; X € R"}.

« Trouver les matrices B € M,,(R) telles que {(BX, X) ; X € R"} = {0}.
Exercice 1045 [Mines PC 2024 # 1051] Soit E = R,[X]. Soient ag < a1 < --- < a,, des réels. Pour P,Q € E, on pose (P, Q) =
D heo Plar)Q(ax).

« Montr are que ( ) est un produit scalaire sur F.

+ Trouver une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.

« Soit H I'ensemble des Q € E tels que Y.} Q(a;) = 0. Montr are que H est un sous-espace vectoriel de E et preciser sa
dimension.
« Pour P € E, déterminer d(P, H).
a’> ab ab b2
ab a®> b?

Exercice 1046 [MinEs PC 2024 # 1052] Soient a,b € Ret A = ab b2 o2 le; . Preciser le spectre et les sous-espaces propres.

b2 ab ab a?

Exercice 1047 [MiNEs PC 2024 # 1053] « Montrer que ¢ : P +— (X? — 1)P"” + 2X P’ définit un endomorphisme de R,,[X] qui
est symétrique pour le produit scalaire (P, Q) = [ _+1 P(t)Q(t) dt.
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« Déterminer les valeurs propres de ¢.
« Montrer qu’il existe une unique base orthonormée de vecteurs propres (FPp, ..., P,) telle que, pour tout k¥ € N, deg P, = k et
(Pe XF) > 0,
« Onpose Qi(X) = (—1)*Py(—X). Montrer que (Qo, . . ., Q,,) vérifie les propriétés de -.
Que peut-on en déduire ?
« Montrer que P, est scindé a racines simples sur | — 1, 1].
Exercice 1048 [Mings PC 2024 # 1054] Soient a,b € R et ®, ;, 'endomorphisme de M,,(R) défini par @, 4, : M — aM + bMT.
« Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de ® .
« Déterminer Tr(®,, ;) puis son polyndme caractéristique.
« a quelle condition ®, ; est-il un automorphisme ? Déterminer alors @;i.
« L’endomorphisme @, ; est-il autoadjoint ? /
Exercice 1049 [Mings PC 2024 # 1055] Soit A € M,, (C) telle que A2 + AT = [,, et tr (A) = 0.
« Montrer que toute valeur propre de A vérifie \* — 2A? + X\ = 0 et que A est diagonalisable.
« Montrer que n est multiple de 4.
Exercice 1050 [MiNes PC 2024 # 1056] Soient (E,( )) un espace euclidien, a et b deux vecteurs libres de E et f: z € E
(a,z)a+ (b,x)b.
« Déterminer le noyau et I'image de f.

+ Déterminer les éléments propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ? Aurait-on pu le prevoir sans étudier les élé-
ments propres ?

Exercice 1051 [MinEgs PC 2024 # 1057] Soit A € M,, (R) telle que, pour tout X € M, 1 (R), XT AX = 0. Montrer que det (A) > 0.
Exercice 1052 [MiNEs PC 2024 # 1058] Soit A € S;F" (R) de spectre 0 < A; < Ay < -+ < A, Soit X € M, 1 (R).

. Montrer que || X||* < (4X, X) (A71X, X).

A+ M)
- Montrer que (AX, X) (A71X, X) < Q1+ 2n)° X"
AM )\,
- Montrer qu'’il existe une base orthonormale (P, ..., P,) de E telle que, pour tout k € [0,n], deg (Px) = k et (Px, X*) > 0.
1 11
Exercice 1053 [Mines PC 2024 # 1059] Pour ¢t € R,onpose M(t) = | 1 1 0 |.Onnote a(t) < B(t) < v(t) les valeurs
1 0 ¢

propres de M (t).
« Montrer que o () < 0 < B (t) < 2 <~ (2).

1
« Montrer que, lorsque t — 400, a(t) = 0, 5(t) = 2etquey (t) =t + O <t>

Exercice 1054 [Mings PC 2024 # 1060] Soit M € M, (R). Montrer que M est antisymétrique si et seulement si pour toute P €
0, (R), la matrice P~ M P est a diagonale nulle.

Exercice 1055 [MINEs PC 2024 # 1061] Soit M = (m; j)1<i,j<n € On(R). Montrer :

mej =n, me <n, n< Z |m; ;| < nln(n).
0. i 0.
Exercice 1056 [MiINEs PC 2024 # 1062] Soient E un espace euclidien et p, ¢ deux projecteurs orthogonaux. On considére h = p o gq.
« Montrer que Im(q) et Ker(p) sont stables par h.
« Montrer que p et ¢ sont autoadjoints.
« On pose F' = Im(q) + Ker(p). Montrer que E = F @ F*. En déduire que h est diagonalisable.
« Montrer que le spectre de h est contenu dans le segment [0, 1].
Exercice 1057 [MiNEs PC 2024 # 1063] Soientn > 2, A € S 1 (R) et B € S} (R).
« Montrer qu’il existe une matrice C telle que C? = A~1.
« Montrer, en posant D = CBC, que (det(I, + D))# > 1+ (det D).
« En déduire que (det(A + B)) > (det A)# + (det B).
Exercice 1058 [MiNEs PC 2024 # 1064] Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe O € O, (R) et S € ST (R) telles que A = OS.
Etudier I'unicité d’une telle décomposition.
Exercice 1059 [MINEs PC 2024 # 1065] Soient A, B € S,,(R) telles que ABA = B et BAB = A.
« Montrer que A? = B2
« On suppose que A est inversible. Montrer que A et B sont des symétries orthogonales qui commutent.

« On ne suppose plus que A est inversible. Montrer que Im A = Im B et Ker A = Ker B.
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2) Analyse

Exercice 1060 [MiNEs PC 2024 # 1066] Les parties E = {(z,y) € R? 2?(z — 1)(z — 3) + y*(y* —4) =0} et
F = {(z,y) € R? 22 — y(y — 1) = 0} sont elles fermées ? bornées?
Exercice 1061 [MINEs PC 2024 #k1?67] Soit F un espace euclidien. Soit u € ST (FE). Montrer qu’il existe m > 0 et un ouvert {2
u + x
uuk(in)\” P
Exercice 1062 [MinEes PC 2024 # 1068] « Soit A € M3(C). Montrer que {Q(A) ; Q € C[X]} est un fermé de M5 (C).
« Soient B € M, (C) et @ € C[X] non constant. On suppose que B & n valeurs propres distinctes. Montrer qu’il existe A €
M, (C) telle que B = Q(A).
« Soit @ € C[X] non constant. Montrer que {Q(A) ; A € M3(C)} est une partie dense de M3 (C). Cet ensemble est-il ferme ?
borne?

dense dans E tels que Vx € (2, |

m.

Exercice 1063 [MINEs PC 2024 # 1069] Soient (ay,),,~ et (bn), >, deux suites réelles convergeant vers a et b respectivement. Montrer
) > >

n+1

Exercice 1064 [MINEs PC 2024 # 1070] Soit (4, )n>1 une suite réelle définie par u1 € RetVn > 1, 41 = nu,, — 1. Montrer que

u; = e — 1 si et seulement si il existe a € R vérifiant u,, = O(n?%).

1 I 2 —p\"
Exercice 1065 [MiNes PC 2024 # 1071] Pour n et p dans N*, on pose u,, , = — (K/l + -+ 7\7/1 + -4+ 21+ p) .
p p p p

que S 0 kbn_k —> ab.

« Calculer lim lim wy, ).
n——+00 p—>—+00

« Calculer lim lim wy, ).
p—r—+0o0 n—+oo

1 k
Exercice 1066 [MiNEs PC 2024 # 1072] On pose S, (t) = > 1 _, (2(k; +)1) t2k+1 et 2, = min{t > 0, S,,(¢) = 0}.

« Montrer que z,, est bien défini pour tout n € N*.

« Etudier les variations et la convergence de (z,,)nen-
Exercice 1067 [MINEs PC 2024 # 1073] Soit (2,),,-, une suite réelle telle que =g > 1 et, pour tout n € N, 2,41 = =, +,, *. Montrer
que T, ~ V2n. -

Exercice 1068 [MINEs PC 2024 # 1074] Pour tout n € N*, on note x,, la solution de ¢* = n — x. Limite, équivalent et développement
asymptotique a deux termes de x,,.

-1 k—1
Exercice 1069 [MiNEs PC 2024 # 1075] Soit a € R. Nature de la série de terme general u,, = n® [, _, <1 + ()> ?

(=1)"
22;1 T (—1)”'

Exercice 1070 [MinEs PC 2024 # 1076] Nature de la série de terme general u,, =

Exercice 1071 [MinEes PC 2024 # 1077] Pour n € N*, on pose ,, = Y p_; k = 2kt k = k-1

Ink In(2k)
Sy etwn—zk L

17 s . 1
« Montrer que (z,,) converge vers un réel £ & déterminer. Montrer que z,, = £+ O | — |.
n

« Exprimer uy,, en fonction de vq,, et w,.
« Montrer que H,, = In(n) + v + o(1).
« Etablir la convergence de (u,,) et preciser sa limite.
Exercice 1072 [Mines PC 2024 # 1078] Soit (an)neN* la suite définie par a; = 1 et, pour toutn > 2, a,, = 2a,,/2|- Montrer que

1
> —7 converge.
n

Exercice 1073 [Mines PC 2024 # 1079] Soit f € C'(R,R™*) telle que f/ < O et f(0) = 1. On pose ap = 1 et, pour n € N,
ani1 = anf(ay). Montrer que (a,)nen decroit et tend vers 0. Etudier la nature de la série > a,,.

Exercice 1074 [MinEes PC 2024 # 1080] Soit o € R. On pose, pour n € N, u,, = f(nH)

o T *“‘tdt et v, = Ugy + Ugpt1. Déterminer la
nature de Y u, et > vy,.

Exercice 1075 [MinEs PC 2024 # 1081] Pour n € N*, on pose R(O) = # RSS) = iofl (_;)k et pour £ € N*,
R%) = +°° R([ D . Justifier existence et étudier le signe de R( ) . Ind. Calculer fo tk dt.

Exercice 1076 [Mines PC 2024 # 1082] Soit f une fonction continue et injective de R dans R
En considérant g, : ¢t — f(z +t) — f(«) montrer que f est strictement monotone.

Exercice 1077 [MINEs PC 2024 # 1083] Déterminer les applications f: R — R telles que I'image de tout segment est un segment de
méme longueur.
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Exercice 1078 [MinEs PC 2024 # 1084] Soit f: RP — R™ telle que V(z,y) € (RP)?, f(z +y) = f(z) + f(y). Montrer que f est
continue si et seulement si f est linéaire.
Exercice 1079 [MinEes PC 2024 # 1085] Trouver toutes les fonctions f: R — R dérivables en 0 telles que :
Vx € R, f(2z) = 2f ().
Exercice 1080 [MinEs PC 2024 # 1086] Soit f € CO(R,R) telle que (x): V (z,y) € RZ f (z+ ) f (x —y) = (f (z) f ().
« Donner toutes les valeurs que peut prendre f (0).

« Montrer que, pour tout zy € Rtelque f (z9) = 0,0ona f (g—o) = 0.En déduire que si f s’annule en un point, f estidentiquement
nulle.

« Trouver toutes les fonctions continues vérifiant (x).
Exercice 1081 [Mines PC 2024 # 1087] Soient f, g deux fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telles que f o g = g o f. Montrer
quil existe = € [0, 1] tel que f (z) = g (z).
Exercice 1082 [Mines PC 2024 # 1088] Soit f : [0,1] — R dérivable et non nulle pour laquelle il existe M > 0 tel que Vz € [0, 1],
f'(z) < M f (z). Montrer que f ne s’annule pas.
[

Exercice 1083 [MinEes PC 2024 # 1089] Montrer que = — cos () admet un unique point fixe. Montrer qu’il n’existe pas de fonction
f dérivable telle que cos = f o f.

Exercice 1084 [Mines PC 2024 # 1090] Soit f une fonction telle que, pour 0 < z < 1, f(z) = ﬁ In (}jg) Trouver g €
C® (] — o0, 1]) telle que g |01 [= f-
Exercice 1085 [MinEs PC 2024 # 1091] Soit f € C*([a,b],R) telle que f'(a) = f'(b) = 0. Montrer qu’il existe z € ]a, b| tel que

r—a
Exercice 1086 [MiNEs PC 2024 # 1092] Soit f: R — R dérivable telle que f2 + (1 + f’)2 < 1. Montrer que f = 0.
Exercice 1087 [Mings PC 2024 # 1093] Soit f: R — R une fonction de classe C" " telle que f(0) = 0. Pour x > 0, on pose

x
glx) = M Déterminer, pour k € {0, 1,...,n}, lim ¢*(z).

x x—0
Exercice 1088 [MINEs PC 2024 # 1094] Soit x € R. Montrer qu’il existe un unique a € R tel que ff exp (t2) dt = 1. On définit alors
2 + a (x). Montrer que a est C*°. Montrer que le graphe de a est symétrique par rapport a la droite d’équation y = —z.

3 et
Exercice 1089 [MinEs PC 2024 # 1095] Trouver un équivalent simple en O de f : z +— ffz -~
*" arcsin

Exercice 1090 [Mings PC 2024 # 1096] Calculer foﬁ/‘l In (1 + tan(z)) dz.

Exercice 1091 [Mings PC 2024 # 1097] Soit f € C*([0,1],R). Pour n € N*, on pose U,, = fo z)de—— ZZ éf( ) Déterminer
la limite de (nU,,).

Exercice 1092 [Mings PC 2024 # 1098] Soit f: [0,1] — R continue. On suppose que fo )z"dx = 0 pour 0 < k < n. Montrer
que f s’annule au moins n + 1 fois sur |0, 1[.

dt
Exercice 1093 [MinEs PC 2024 # 1099] Soit  un nombre complexe de module différent de 1. Calculer I = - —
xr—e
n—1
« en utilisant la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle X1
« par une autre methode.
Exercice 1094 [Mings PC 2024 # 1100] Soient (a,b) € R? aveca < b, et f, g € C°([a,b] ,RT*). On pose m = [inlf] f et
a,bl g

M*supi Montrerquef f2f 2§(M+m (ff)
[a,b] 9

Exercice 1095 [MINEs PC 2024 # 1101] Soient ¢ € R, u et v deux fonctions continues sur R™ a valeurs respectivement dans R et dans
RY telles que Vo € R™, u () < c+ [ v (t)u(t)dt.

Montrer que VY € R, u (z) < cexp ([ v (t) dt).
Exercice 1096 [Mines PC 2024 # 1102] Montrer qu’il existe (A, B) € R? tel que, pour tout f € C! (R,R) 27-périodique, on ait
supg |f| < Afo% |f] + Bfo27r |f'|- L’inégalité subsiste-elle si on enleve une hypothese.

Exercice 1097 [MINEs PC 2024 # 1103] On considére une fonction f : [a, b] — R de classe C'. On suppose qu’on dispose de ¢ €]a, b],
yo > f(xo) et qu’un cercle C de centre (xg, yo) passant par (zg, f(zo)) est au-dessus du graphe de f. Montrer que f'(zo) = 0.

1 0

« Montrer que I'application N : A = (a; ;) € M2(R) = sup;<; j<o|a; j| est une norme.

. . 2et (t—1)?
Exercice 1098 [MiNEs PC 2024 # 1104] Soit M :t € R — .

Déterminer ¢(t) = N (M (t)) et tracer le graphe de . La fonction ¢ est-elle de classe C* ?

« Déterminer la primitive ® de ¢ telle que ®(0) = 0. ® est-elle C' ?
« Soit F la primitive de M telle que F'(0) = 0. Prouver V¢ > 0, N(F'(t)) < ®(¢).
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in(x)
{

Exercice 1099 [Mines PC 2024 # 1105] Nature de 'intégrale ${[,"™ VIS ()11 $da ?

Exercice 1100 [MiNEs PC 2024 # 1106] Pour o > 0 déterminer la nature de +OO (14 In(shz®) — 2sh(In(z” +1))) da.
Exercice 1101 [MiNEs PC 2024 # 1107] Nature de f+00 m“ﬂ%m(m et fl %dm?

Exercice 1102 [Mings PC 2024 # 1108] Etudier la convergence de I'intégrale fo |sin z|* dz.

Exercice 1103 [MINEs PC 2024 # 1109] Existence et calcul des intégrales I = +°° godretJ = f g d

Exercice 1104 [MINES PC 2024 # 1110] On considére E = {f € C?([0,1],R), f(O) = f(1) = 0}.Soit f € E.

« Montrer que I(f) = [; ! cos(nt) ¢

0 sin 7rt)

(t)f(t) dt est bien définie, et que

_ =l _f®?
I<f) — 2 Jo sin(nt)? dt

2
« En considérant fol ( cos(mt) ¢4y — f! (t)) dt, montrer que

sin(mt)
[ F@)2de > 72 [ f()2at.
« Déterminer les fonctions f pour lesquelles il y a égalité dans -.

Exercice 1105 [MiInEs PC 2024 # 1111] Soit p € N. Montrer que la fonction ¢ — e~ (t=pm)? sin(t) est intégrable sur R et que son
intégrale est nulle.

Exercice 1106 [MINEs PC 2024 # 1112] Existence et calcul de f0+°° et (ln(t) -+ 1_16_,,) dt.

Exercice 1107 [Mings PC 2024 # 1113] Soit f: RT — R continue, positive, décroissante et telle que f0+oo f(t) dt converge.
Montrer que tf(t) e 0. Ind. Considérer fft f(x)da.

Exercice 1108 [MINES PC 2024 # 1114] Soit f: Rt — R de classe C'. On suppose que fo 2dt et f+oo t2 f(t)? dt convergent.
Montrer que fo f(t)? dt converge et que

/;OO f#)?dt < (/OJF(X] f'(t)th)1/2 (/O-i-oo t2£(t)? dt)

Exercice 1109 [Mines PC 2024 # 1115] Pour n € N*, on pose A,,(z) = >, _; %

1/2

« Montrer que, pour tout y > 0, il existe un unique = > 0 tel que A, (z) = y. On pose f,,(y) = .

« Etudier la monotonie de (f,,),en+ et montrer que la suite converge simplement vers une fonction f.
« Montrer que Vz > 0,0 < f(z) < 1.

« Montrer que Vo > 0, f(z) =1 —e™ 7.

Exercice 1110 [Mings PC 2024 # 1116] Soit f : 2+ 3% (niz — #I)
« Montrer que f est bien définie sur [0;1].
« Montrer que f est continue et intégrable sur [0;1].
« Calculer fo x) dz.
« Montrer que f est dérivable. Est-elle de classe C* ?
Exercice 1111 [Mings PC 2024 # 1117] Soit f : z + 3> P
« Déterminer le domaine de définition et de continuité de f.
« Déterminer la limite de f et un équivalent en +o0.

+ Déterminer la limite de f et un équivalent en 0.

Exercice 1112 [Minges PC 2024 # 1118] Soit F' : x — Zn e —n’2* Déterminer les limites et équivalents de F' en 0 et en 4-o0.

1 1
Exercice 1113 [Mines PC 2024 # 1119] Soit f : z 727;‘1 — N —.
x (n—x) (n+x)
s by z+1
On note (x) la propriété : Vo € R\ Z, g <§> +g — )= 4g (z).

« Montrer que f est continue sur R \ Z et 1-périodique.
« Montrer que f vérifie ().

« Montrer que, si g est continue sur R, 1-périodique et vérifie () alors g est nulle.

2

+ Montrer que, pour tout z € R\ Z, f (v) = —5—.
sin” (7x)
Exercice 1114 [MINEs PC 2024 # 1120] Preciser le domaine de définitionde f : z — ) -, e~"e™’% Montrer que lapplication f
est de classe C* sur R. Est-elle développable en série entiére ?

k

x

. x
Exercice 1115 [Mines PC 2024 # 1121] Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions » e~ o
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Exercice 1116 [MINEs PC 2024 # 1122] Soit o > 0. Pour n € N* et z > 0, on pose u, (z) = z%€ —n*T puis fal) = S22 upn ().
« Montrer que f, est bien définie sur R**.
« Trouver les « pour lesquels la série > u,, converge normalement sur R™*.
« Trouver la limite puis un équivalent de f,(z) lorsque z — +o0.
« Trouver la limite puis un équivalent de f, () lorsque z — 0.
Exercice 1117 [Mings PC 2024 # 1123] Soit (ay,)nen une suite réelle telle que Vn > 2, a,, = ap—1 + (n — 1)an—2.
Trouver f de classe C* au voisinage de 0 telle que ¥n € N, f(™(0) = ay,.

_1)n
Exercice 1118 [Mines PC 2024 # 1124] Soit f : z €] — 1, 1[+— :icl ( +) )
x+n
« Montrer que f est de classe C*°.
« Montrer que f est développable en série entiére.
Exercice 1119 [Mines PC 2024 # 1125] On s’intéresse a la série entiére suivante : f(z) = + _1 up ™ avec u, = 1+oo et dt.

. Déterminer la limite de la suite (uy,).

« Déterminer le domaine de convergence de la série entiére.

« Déterminer la limite de f a la borne de droite du domaine de convergence.
Exercice 1120 [MinEs PC 2024 # 1126] Soit N un entier qui n’est pas un carré parfait. On pose a = vV N.

N o 11
« Montrer qu’il existe une suite d’entiers (p, )nen telle que na — p, € 33|
« Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 tels que Vn € N*, sin(nam) > cn~!. - En déduire le rayon de convergence de
_ +w 1;"L
f(.%') - n=0 sin(n7v2)"

Exercice 1121 [MiINEs PC 2024 # 1127] On pose by = 1 et, pour n € N, b, 11 = _%—&-2 >oreo (”2'2) b

« Montrer que, pour tout n,

« Pour |z| < 1, montrer que Z:OZ l,’f, zk =

« Montrer que  — cotan(z) — E est développable en série entiére.
« Quel est le lien entre les deux dernieres questions ? On pourra poser z = 2im.
Exercice 1122 [MinEs PC 2024 # 1128] Soit S : 2+ > 12 (z—n)
« Déterminer le rayon de convergence R de S. Montrer que S est solution de I'équation différentielle z(x — 4)y’ + (z +2)y = 2.
« En déduire S(z) pour tout = €]0, R].
« Calculer >+ ﬁ
Exercice 1123 [Mines PC 2024 # 1129] Montrer qu’il existe une fonction ¢ développable en série entiere en 0 vérifiant au voisinage
de 0: ¢ (z) =2+ ¢? (2).
Exercice 1124 [MinEes PC 2024 # 1130] Pour n € N*, on pose I, foz sin ;zjl)tdt et J, = fog wdt.
e Quedirede [,,?
« Montrer que (I,,) et (J,,) convergent vers la méme limite. Trouver cette limite.
Exercice 1125 [MINEs PC 2024 # 1131] Pour n € N, on pose I,, = O+°°
gente puis déterminer la limite de la suite (I,,).
Exercice 1126 [MinEs PC 2024 # 1132] Pour n > 2, on pose [,, = 1+°O ﬁ
Justifier que I,, existe puis déterminer un équivalent de I,, quand n — +o0.

Exercice 1127 [Mings PC 2024 # 1133] Pour n € Netz € [0, 1], on pose f,,(z) = 1431%

dt s
aFo vige Montrer que chaque intégrale I,, est conver-

- Etudier la convergence simple de la suite (), cn-

« Pourn € N, on pose I, fo fn(x)dz. Calculer I, et limy,—, oo In.
« Etudier la convergence uniforme de la suite (fy,),,cp sur [0,1].
« Donner un développement asymptotique a deux termes de I,,.

Exercice 1128 [Mines PC 2024 # 1134] Soient a > —1 et b > 0. On définit les suites (I,) et (.J,,) par J, +°° x%e " dx et

+ a_ —nx
I, = [ 2l da.

0 \ 1+zb

« Etudier l'existence de J,, et en déduire celle de I,,.

« Déterminer la limite de (.J,,).
« Exprimer J,, a I'aide de la fonction I' : z — f0+oo t*~le=t dt et retrouver ainsi la limite de la suite.

« Déterminer un équivalent de I,, a ’'aide de J,,.

Exercice 1129 [Mings PC 2024 # 1135] Montrer : fo e =i 1+kp Calculer 320 1+k , ZZOE (1;12)k e (1+13k

Exercice 1130 [MinEs PC 2024 # 1136] Pour tout n € N, on pose I, fo In (14 ¢")dt.
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« Déterminer la limite de (I,,).

+ Justifier I'existence de J = [ ! In (1+") du.
« Montrer que I,, ~ %

+oo (1)

n=1 n2

» Montrer que J =
Exercice 1131 [MiNEs PC 2024 # 1137] « Montrer que I =

« Onpose J = fl ir; 11 dz. Montrer que I = 2.J.

«+ Exprimer J al’aide de la somme d’une série.

« On donne :Ool 4L = ”—2 . Calculer J.

+OO glcn(m) dx est convergente.

Exercice 1132 [Mines PC 2024 # 1138] On considére J = fo In(¢) In(1 — ¢) dt.

+oo ;
n=0 n(n+1)?

Exercice 1133 [Mines PC 2024 # 1139] Soit F : z v [,7°° shte—otqy,

Montrer que J est bien définie et que J = . En déduire la valeur de J.

« Déterminer le domaine de définition et la limite en +o00 de F.

« Donner une expression simple de F'(x).

Exercice 1134 [MinEs PC 2024 # 1140] Etudier z — f+oo 1#5(1:15)(#

Exercice 1135 [MINEs PC 2024 # 1141] Soit F': x fo e %r;(;;)dt

« Montr are F' est définie sur R et impaire.
« Montr are F est dérivable et calculer F.

« En déduire la valeur de F'(z) pour tout z € R.

« En déduire la valeur de [; oo %g(t) dt.

at

Exercice 1136 [Mines PC 2024 # 1142] Soit F': z — f+oo # cos(xt)dt,ou0 < a < b.

« Montr are que f est définie sur R et de classe C.

« Montr are qu’il existe une constante C telle que Vo € R, F(z) = 1 In (”UZ'H’2 ) +C.

2 z2+a?

o Déterminer lim F(z) et conclure quant & la constante C.
r—+00

Exercice 1137 [MinEs PC 2024 # 1143] Soit f: R — R continue et bornée. Soit g : z € R — —= f+°o Ye~l==tl gt.

« Montr are g est définie sur R et bornée.
« Montr are que g est de classe C? et vérifie 'équation différentielle (x) : v/ —y = f(x).
« Soit h: R — R de classe C? et bornée sur R vérifiant I'équation (*). A-t-on $g=h\,$?

Exercice 1138 [MINEs PC 2024 # 1144] Soit F' : = — f oo M ~tdt. Trouver le domaine de définition de F et exprimer F sans
le signe intégral.

Exercice 1139 [Mings PC 2024 # 1145] Soit F : z — [, =y,
« Déterminer le domaine de définition de F'.
« Montr are F.
« Pour 2 > 1, donner l'expression de F (z).
Exercice 1140 [Mings PC 2024 # 1146] Pour tout z > 0, on pose f (x) = fol In (t)In (1 — t*) dt.

« La fonction f est-elle bien définie ?

« Ecrire f comme la somme d’une série.
« Déterminer la limite de f (z) quand z tend vers 0.
Exercice 1141 [MinEs PC 2024 # 1147] Pour x > 0, on pose F': x —> f+oo \;t_;%dt.
« Calculer F’ (z).
« Calculer lim F (), puis déterminer un équivalent de F' en +c0. - Montrer que lirrb F (z) = +o0, puis déterminer un équi-
T—r

Tr——+00

valent de I en 0.

1/x
Exercice 1142 [Mings PC 2024 # 1148] Soit f € C%([0, 1],R**). Pour z > 0, on pose N (z (fo ) .

« Montrer que Ny est de classe C> sur RT*.
« Déterminer la limite de N¢(z) lorsque  — +o00.

1
« Déterminer la limite — (fol f)*dt — 1) lorsque z — 0.
x
« Déterminer la limite de Ny (z) lorsque z — 0.
Exercice 1143 [Mings PC 2024 # 1149] Soit f une fonction continue de [a, b] X [c, d] dans R.

Montrer que f: (fcd f(x,y)dy) dx = fcd (fj flz,y) d:c) dy.
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Ind. Considérer g : ¢ — f; (fct f(z, y)dy) dz.
Exercice 1144 [Mings PC 2024 # 1150] Soit (E) : 2%y" + 4zy’ + 2y = In (1 + z).
« Trouver les solutions de (E) développables en série entiére et déterminer leur rayon de convergence.
« Ecrire ces fonctions a I'aide des fonctions usuelles.
Exercice 1145 [Mings PC 2024 # 1151] Soit A € M, (R) telle que Tr(A) > 0. Soit z: R — R™ une fonction de classe C! telle que :
(i) pour tout ¢ € R, on a z’(t) = Ax(¢), (ii) pour tout ¢ € [1,n], on alim; 1 z;(t) = 0.
Montrer qu’il existe une forme linéaire £: R™ — R non nulle telle que V¢ € R, ¢(z(t)) = 0.
Exercice 1146 [Mings PC 2024 # 1152] On définit E = C°([0,1],R) et F' = C>([0,1],R).
Soit n € N*. Pour u € E et (A1,...,A,) € R™, on considére le systeme d’équations différentielles (L): Vi € [1,n], Vt €
[0,1],2(t) = Niwi(t) + w(?).
« Résoudre le systeme (L).
« Pour i € [1,n, on note ¢;(u) la valeur en ¢ = 1 de la solution de la i-eme équation de (L) qui s’annule en ¢ = 0. On note
D (u) = (¢1(u), ..., pn(uw)). Montrer que, pour tout s € 1,n], p; € L(E,R) et que ® € L(E,R™).
« Pour i € [1,n], on définit un élément de F' en posant f; : s — ei1=%) Montrer que la famille (¢, ..., @, ) est libre si et
seulement si la famille (f1, ..., f,) est libre.

2
0xdy
Exercice 1148 [Mings PC 2024 # 1154] Déterminer les extrema de f(x,y) = zIlny — yInx pour (z,y) € (RT*)2
Exercice 1149 [MinEs PC 2024 # 1155] Trouver les extrema de f : (z,y) — z* + y* — 2(z — y)%.

Exercice 1147 [Mings PC 2024 # 1153] Soit f: R? — R de classe C? telle que = 0. Déterminer f.

3) Probabilités
Exercice 1150 [MinEs PC 2024 # 1156] Une poite contient n boules numérotées de 1 & n. On tire des boules, une a une, avec remise,
tant que le numéro de la boule tirée est supérieur au précédent. On note Z le nombre de boules tires. Déterminer la loi de Z.

Exercice 1151 [MINEs PC 2024 # 1157] Une urne contient deux boules. L’une est blanche et 'autre est soit blanche soit noire avec
probabilité 1/2. On tire successivement deux boules de 1'urne sans remise. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche au
second tirage sachant qu’on a tire une boule blanche au premier tirage ?

Exercice 1152 [MinEs PC 2024 # 1158] Soient a € N*, n € N* et N = an. On dispose de N boules indiscernables et n unres
numérotées de 1 a n. On dépose les IV boules dans les unres. On note 7; la variable aléatoire qui vaut 1 si I'urne 7 est vide, et 0 sinon.

1
On note Y,, le nombre d’urnes vides et S,, = —Y,,.
n

« Donner la loi de T;. Calculer 'espérance et la variance de 7T;.
« Calculer I'espérance et la variance de S,,. Etudier les limites de (E(S,,)) et (V(S,,)).

Exercice 1153 [Mings PC 2024 # 1159] Une panier contient  pommes rouges et v pommes vertes. On mange les pommes une a une,
on s’arréte lorsqu’on a mange toutes les pommes vertes. Déterminer la probabilité d’avoir mange toutes les pommes.

Exercice 1154 [MiInEs PC 2024 # 1160] On repartit N objets dans N — 1 boites. Probabilité pour qu’aucune boite ne soit vide ?
1
Exercice 1155 [MINEs PC 2024 # 1161] La durée de vie (en jours) d’'une ampoule suit la loi géométrique de paramétre 3

+ Quelle est la durée de vie moyenne de cette ampoule ?
« L’ampoule a deja vecu n jours. Quelle est la durée de vie moyenne de cette ampoule a partir du n-eme jour?

Exercice 1156 [Mings PC 2024 # 1162] On considére deux des et, pour ¢ € [1, 6], on note p; (respectivement ¢;) la probabilité que
le premier de (respectivement le second de) donne le résultat ¢. On note P et () les fonctions generatrices des deux des. On note R la
fonction generatrice de la somme des deux des.

« Donner R.

« On suppose d’orenavant que R est egale a la fonction generatrice de la somme de deux des non pipes.
« Quelles sont les racines de R?

+ Montrer que les deux des ne sont pas pipes.

Exercice 1157 [Mines PC 2024 # 1163] Dans un magasin, on a n caisses et np clients. Chaque client choisit une caisse de facon
indépendante et avec la méme probabilité pour chacune des caisses. On note X; le nombre de clients a la caisse numéro .

« En écrivant X; comme une somme de variables aléatoires indépendantes, déterminer la loi, 'espérance et la variance de Xj.
« Pour (i,j) € [1; n]? calculer Cov(X;, X;).
1
Exercice 1158 [Mines PC 2024 # 1164] Soient A et B deux événements. Montrer que |[P(A)P(B) — P(AN B)| < T

Exercice 1159 [Mines PC 2024 # 1165] Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N* telles que, pour tout n € N*, la loi
de X sachant (Y = n) est la loi uniforme sur [1,n].

« Montrer que Y + 1 — X et X ont méme loi.
« On suppose X suit la loi géométrique G(p). Montrer que X et Y + 1 — X sont indépendantes.
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Exercice 1160 [MiNEs PC 2024 # 1166] + Onmunit ’ensemble des fonctions f: [1,n — 1,n — 1] de laloi uniforme. Déterminer
la probabilité pour que f soit surjective.

« Méme question avec f: [1,n — 1,n — 2].
Exercice 1161 [Mines PC 2024 # 1167] Soient U une variable aléatoire discrete, n et ¢ deux entiers naturels tels que n > ¢ + 3 et
P({U>n)P(U>¢>0.0nposeY = | Y] et Z=|%H|.

« Montrer que Y et Z ne sont pas indépendantes.

« On suppose que U ~ B (n,p) avec n > 4 pair. Montrer que Y ne suit pas une loi binomiale.

Exercice 1162 [Mines PC 2024 # 1168] Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans Z telle que |Z| + 1 ~ G(p) et telle que Vn €

0 Z Z
ZP(Z=n)=P(Z=-n).SoitA=| Z 0 1
1 1 0

« Déterminer la loi du rang de A.
« Déterminer la probabilité pour que A soit diagonalisable.

Exercice 1163 [Mines PC 2024 # 1169] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de
X 1
0 Y
Exercice 1164 [MINEs PC 2024 # 1170] Soit M = (X, ;)1<i j<n une matrice aléatoire réelle ou les (1 + X ;) sont i.i.d. de loi G(p)
avec p €]0,1[.

paramétres p et g respectivement. En notant M = ( ), donner la probabilité pour M soit diagonalisable.

« Déterminer la probabilité que M soit symétrique.
« Déterminer la probabilité que M soit orthogonale.

Exercice 1165 [MinEs PC 2024 # 1171] Soit a un réel. On pose g : t — ;i

« Montrer qu’il existe une unique valeur de a pour laquelle il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N dont g soit la
fonction generatrice.

On suppose maintenant que a est egal a cette valeur et que X est une variable aléatoire a valeurs dans N dont g est la fonction
generatrice.

« Trouver la probabilité que X soit pair.

X X 0
+ Quelle est la probabilité que la matrice [ —X —X 0 | soit diagonalisable ?
X X 0

Exercice 1166 [MINEs PC 2024 # 1172] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans (N*)2. On suppose que X <Y,
1
queVi e N*, P(Y =4) >0,V1 <k <i,P(X =k|Y =4) = —. Montrer que X etY — X + 1 ont la méme loi.
i

Exercice 1167 [Mings PC 2024 # 1173] Soientn € N*, X1,..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli
de paramétre p €]0,1[. Onpose M = (X; X —1<i<n,1<j<n.

« Déterminer la loi du rang de M, de la trace de M.

+ Quelle est la probabilité que M soit un projecteur ?
Exercice 1168 [MiNEs PC 2024 # 1174] Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle que Vn, P (T > n) > 0. Pour tout entier
naturel n, on pose 6, =P (T =n|T > n).

« Montrer que ¥n € N, 8,, € [0, 1].

- Exprimer 0,, en fonction de P (7" > n). En déduire que > 0,, diverge.
Exercice 1169 [Mines PC 2024 # 1175] Soient n € N* et p €10, 1].

« Soit U une variable aléatoire telle que U ~ B (n, p). Déterminer la fonction generatrice de U.

« Soient Y et Z deux variables aléatoires dicretes indépendantes telles que U = Y 4+ Z et U ~ B(n,p). Montrer que Y et Z

suivent des lois binomiales (pas nécessairement de memes paramétres).

1
(1 —z)

« Soit (Uy,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi B(p). Soit X le rang du r-eme succés. Quelle est la loi

de X ? Déterminer E(X), E(X (X + 1)) et V(X).

Exercice 1171 [MinEs PC 2024 # 1177] Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre .

« Montrer que P(X > A+ 1) < A

Exercice 1170 [Mines PC 2024 # 1176] . Soit € N* etz €] — 1;1[. Montrer que > (,")anrt =

n=r—1 \r—1

A 9
« Montrerque P{ X < - ) < —.
d ( =3 ) =1
Exercice 1172 [Mings PC 2024 # 1178] Soient X et Y deux variables aléatoires discretes a valeurs strictement positives indépendantes
et suivant la méme loi. Montrer que E(X/Y") > 1.

Exercice 1173 [MINEs PC 2024 # 1179] « Montrer qu’il existe une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que, pour tout n €

NP =) = s
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« Si X: Q — N* est un variable aléatoire telle que X (2) = N*, on définit ley,,x de defaillance_ de X pour n € N* par z,, =
P(X =n|X >n).

« Pour n € N*, montrer que P(X > n) = Z;ll(l — k).

« En déduire P(X = n) en fonction des x, pour n € N*.

+ Quelle variable aléatoire admet un taux de defaillance constant & partir du rang 1?

« Calculer le taux de defaillance de la variable Y introduite a la premiére question.
Exercice 1174 [Mines PC 2024 # 1180] Soit (py, )nen une suite d’éléments de ]0, 1] tel que la série Y p,, converge. Pour tout n € N,
soit X, une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p,,. On pose S, = Y ;_, Xj, et S = Z;ﬁ% X

« Soit k € N. Exprimer I’événement (S > k) & ’aide des événements (S,, > k). En déduire que S est une variable aléatoire.

« Montrer que S est presque-surement finie.

« Montrer que S admet une espérance et la calculer.

Exercice 1175 [MINEs PC 2024 # 1181] Soient p €]0, 1] et (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées suivant la loi géométrique de paramétre p.

Pour n € N*, on pose M,, = max{Xy,..., X, }.
« Montrer que E(M,) = > 7251~ (1—¢*)"oug=1—p.
« Soit f, : t+— 1 — (1 — ¢*)™. Montrer que f,, est intégrable sur R et donner un équivalent de f;oo fn(t) dt lorsque n — +oo.
« En déduire un équivalent de E(M,,) lorsque n — +oc.

XI) Centrale - MP CENT
1) Algebre
Exercice 1176 [CENTRALE MP 2024 # 1182] Un entier n > 2 est un faux premier (FP) s’il n’est pas premier et si, pour tout a € Z
premier a n, a" ! =1 [n].
« Montrer que, si n est FP, n est impair.

« On suppose que n s’écrit [[,_, p; our > 2,les p; sont des nombres premiers impairs distincts tels que, pour tout € [1,7], p; —1
divise n — 1. Montrer que n est FP.

+ Onadmet que, pour tout p premier impair et tout v € N*, le groupe multiplicatif (Z/p”Z)* est cyclique. En déduire la réciproque
de la question précédente.
Exercice 1177 [CENTRALE MP 2024 # 1183] Soient G un groupe admettant un nombre fini de generateurs, H un groupe fini, f :
G — G un morphisme de groupes surjectif et g : G — H un morphisme de groupes.
« Montrer que 'ensemble des morphismes de groupes de G vers H est fini.
« Soit a € Ker f. Montrer que, pour tout n € N*, il existe b,, € G tel que f™(b,,) = a, puis calculer g o f™(b,,) pour tout m > n.
« Montrer que Ker f C Kerg.

« Onpose ' = {M € My(Z), det M = 1}. Montrer que I est un groupe, engendre par les matrices S = (O 1) et

1 0
T = (é })
« Montrer que tout endomorphisme surjectif de I' est bijectif.
Exercice 1178 [CENTRALE MP 2024 # 1184] On note U le groupe des nombres complexes de module 1. Soit ¢ un entier > 2 fixe. On
pose H, = {z €C;3dneN, 7" = 1}.
+ Montrer que H, est un sous-groupe dense de U.

« Soit f un endomorphisme du groupe H,, continu en 1. Montrer que f se prolonge de maniere unique en un endomorphisme
continu f du groupe U.

« En déduire qu’il existe m € Z tel que f(z) = 2™ pour tout z € H,,.
Exercice 1179 [CENTRALE MP 2024 # 1185] « Rappeler, pour tous P, Q € C[X], la définition de P o () et preciser le degré de de
ce polynome.
« Montrer que seuls les polyndémes de degré 1 possédent un inverse pour la loi o.
« Onpose P=X 2 + aavec o € C. Montrer qu’il existe au plus un polynéme de degré n qui commute avec P.
Exercice 1180 [CENTRALE MP 2024 # 1186] « Soit I unidéal de Q[X] distinct de {0}. Montrer qu’il existe un polynéme p € Q[X]
tel que I = pQ[X].
« Soit A € C. Montrer que I, = {P € Q[X], P(\) = 0} est un idéal de Q[X].

« Soit P € Q[X] irreductible. Montrer que les racines complexes de P sont simples.
deg P
« Soient P € Q[X] et A € C racine de P avec multiplicité m > %. Montrer que A € Q.

Exercice 1181 [CENTRALE MP 2024 # 1187] « Rappeler la définition d’une K-algébre et d’'un endomorphisme de K-algébre.
« Soit ¢ un endomorphisme de la K-algébre K(X'). Montrer que ¢(X) # 0.

- Déterminer les endomorphismes de la K-algebre K(X).
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« Déterminer les automorphismes de la K-algébre K(X).
Exercice 1182 [CENTRALE MP 2024 # 1188] Soit n € N*. Pour A, B € M,,(C), on pose [A, B] = AB — BA.
Soit E = {[A, B], (A, B) € M,,(C)?}.

« Montrer que tr(M) = 0 pour toute matrice M € F.

« Montrer que 'ensemble F est stable par similitude matricielle et par multiplication par un scalaire.

« Montrer qu'une matrice de trace nulle est semblable a une matrice de diagonale nulle.

« Montrer que E est egal a 'ensemble des matrices de trace nulle.

Exercice 1183 [CENTRALE MP 2024 # 1189] Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, G un sous-groupe fini de GL(E),
= @de(;%VG ={zx e E;Vgeq, glx)=xa}.

« Montrer que, sih € G, g € G+ h o g € G est une bijection de GG sur lui-meme, puis que p est un projecteur.

« Montrer que dim(V%) = ﬁ > tr(g).

p

» Montrer que tout sous-espace V' de E stable par tous les éléments de G admet un supplementaire stable par tous les éléments

1
de G. On pourra partir d’un projecteur ¢ de E sur V' et considérer @ deG gogqog l.

Exercice 1184 [CENTRALE MP 2024 # 1190] Soient E un R-espace vectoriel de dimension n > 2 et u € L(E).
« Calculer, en fonction de tru et de tr(u?), les coefficients de X"~ ! et de X"~ 2 du polyndme caractéristique de u.
« On suppose u de rang 2.

« Montrer que I'on peut écrire y,, = X" 2P(X), ou P est un polynéme de degré 2 dont on precisera les coefficients en fonction
de tru et tr(u?).

« a quelle condition I’endomorphisme u est-il trigonalisable ?

Exercice 1185 [CENTRALE MP 2024 # 1191] Pour a € Z, on pose S, = ((1) _a1> etT, = <(1) Cf)

« Donner le lien entre 'inverse d’'une matrice carrée inversible et sa comatrice.

« Montrer que GL2(Z) (ensemble des matrices de M3 (Z) inversibles et dont 'inverse est a coefficients dans Z) est un groupe et
que S,, T, € GLy(Z) pour tout a € Z.

+ Que vaut TbSaTl;1 pour a,b e Z?
« Soit M € M3(Z) de polynéme caractéristique X2 — 1. Montrer qu’il existe P € GLy(Z) tel que M = PSyP~' ou M =
PSl.Pil.

Exercice 1186 [CENTRALE MP 2024 # 1192] Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n.
« Cours : lemme des noyaux (avec demonstration).

« Soit u et v deux symétries telles que u 0 v = —v o u. Montrer que 7 est pair.

I . . 1 0
« On pose n = 2p. Montrer qu’il existe une base B de E dans laquelle les matrices de u et v sont respectivement : ( P ) et

0 —I,
0 I,
I, 0)

 Quels sont les entiers k pour lesquels il existe des symétries s1, . .., s; vérifiant :
V(Zv]) € [[Lk]]za (Z 7é.7 = $§;0 Sj = —85 OS’L)?
Exercice 1187 [CENTRALE MP 2024 # 1193] « Montrer que les valeurs propres d’'un endomorphisme d’un espace de dimension

finie sont les racines de son polyndme caractéristique.
« Montrer que, pour p, g € Q avec p # ¢, il existe a, b, ¢ € Z premiers entre eux dans leur ensemble tels que p = a/cet ¢ = b/c.
« Existe-t-il z,y, 2 € Z premiers entre eux tels que x2 + y* = 322?
« Existe-t-il M € M (Q) symétrique dont /2 est valeur propre ?
Exercice 1188 [CENTRALE MP 2024 # 1194] « Pour A € M,,(K), rappeler la définition des polyndmes minimal 7 4 et caractéris-
tique x 4.
« Donner une condition nécessaire et suffisante sur m4 pour que A soit trigonalisable.
« Donner la définition et la dimension du sous-espace caractéristique de A associe a la valeur propre A.
« Soient k € N* et A € M, (R).
« Montrer que, si x 4 est scindé, alors x 4+ Lest aussi.
« Trouver un contre-exemple a la réciproque.
Ind. On pourra examiner le cas des rotations.
« On suppose x 42 scindé & racines dans R™. Montrer que 4 est scindé sur R.
« Soit A € M,,(C). On suppose : VX € C", Ip € N*, AP X = X. Montrer que A est diagonalisable.
Exercice 1189 [CENTRALE MP 2024 # 1195] Soit A € M,,(C). Onnote x4 = > ., a; X" " et A1,..., A, les valeurs propres de A.

« Donner et démontrer la décomposition en éléments simples de P’/ P.

92



En déduire que : Vo € C\ Sp(A) Xal@) tr((al, — A)7h).

? o xa(z) T
« Pour tous j € [0,n] etz € C, onpose B; = Zgzo a; AT~ puis Q(z) = > i1 z"IB;_;.
Montrer que Q(z)(zI, — A) = xa(2)I, et tr(Q(z)) = X4 ().
« Pour tout & € [0,n — 1], on pose Sy, = Z;’L:I /\é?. Montrer que : V5 € [0,n — 1],

J
ZaiSj,i = (n — j)aj.
=0

Exercice 1190 [CENTRALE MP 2024 # 1196] Soient n € N* et S,, 'ensemble des polyndmes unitaires de degré n a coefficients dans
Z dont toutes les racines complexes ont un module majore par 1.

Soit P(X) = X" +a, 1 X" 1+ +ag € Y,

On note 21, ..., 2, les racines de P eventuellement confondues.
« - Rappeler les relations coefficients-racines pour un polyndéme complexe.
» Montrer que Vk € [0,n — 1], Jax| < (}).

« Conclure que ), est fini.

« Montrer que P est le polyndme caractéristique de la matrice
« - Montrer que Vp € N, 3Q, € Sy, V1 <1i <n,Q,(z") =0.
« Conclure que les racines non nulles de P sont de module 1.

Exercice 1191 [CENTRALE MP 2024 # 1197] Soient n € N* et p un entier premier impair. On note GL,,(Z) 'ensemble des matrices
M € GL,(R) telles que M et M ! sont a coefficients entiers.

« Rappeler la définition de la comatrice.
« Montrer que GL,,(Z) est 'ensemble des matrices de M,,(Z) dont le déterminant vaut +1.
« Soit M € M,,(C). On suppose qu’il existe k € N* tel que M* = I,, et que A = %(M —I,) € M, (Z). Montrer que M = I,.
. Déterminer un majorant des cardinaux des sous-groupes finis de GL,,(Z).
Exercice 1192 [CENTRALE MP 2024 # 1198] « Sin € N*, montrer que le groupe GL,,(Z) des inversibles de 'anneau M,,(Z) est

I'ensemble des M € M,,(Z) de déterminant +1. - Pour a € Z, soient T,, = ( (1) Cll ) et S, = ( (1) _al ) Pour a € Z et

b € Z, calculer 7,5, T3, "

« Soit M € Mo(Z) telle que M? = I5. Montrer qu’il existe P € GLy(Z) telle que PM P~ € {Sp, S1}.

« Existe-t-il Q € GLy(Z) telle que S; = QSoQ~1?

Exercice 1193 [CENTRALE MP 2024 # 1199] « Rappeler le theoreme de Cayley-Hamilton et le prouver dans le cas diagonalisable.

Soient A, B € M,,(C) telles que Sp(A4) N Sp(B) = 0.

« Montrer que x 4(B) et xp(A) sont inversibles.

« Montrer que, pour toute matrice C' € M,,(C), il existe une unique matrice D € M,,(C) telle que AD — DB = C.

« Soit C' € M,,(C).

. A C A0
« Montrer que les matrices (0 B) et (0 B) sont semblables.

0 g) soit diagonalisable.

Exercice 1194 [CENTRALE MP 2024 # 1200] « Rappeler les définitions de morphisme de groupes et d’ordre d’un élément.

« En déduire une condition nécessaire et suffisante sur les matrices A et B pour que (

On appelle representation de degré n un morphisme de groupes de S5 dans GL,,(C).

« Soit f une representation de Ss. Soit o un élément de S3. Montrer que f(o) est diagonalisable. Montrer que I'image de f est
entiérement déterminée par 'image de la transposition (1 2) et du cycle (1 2 3).

« Donner les representations de degré 1.
+ Donner un exemple de representation de degré 3.

Exercice 1195 [CENTRALE MP 2024 # 1202] Soit M € M,,(R) a coefficients positifs et telle que la somme des coefficients sur chaque
ligne vaut 1.

« Montrer que 1 est valeur propre de M puis que toute valeur propre complexe de M vérifie || < 1.

« On suppose que tous les coefficients diagonaux de M sont strictement positifs. Montrer que 1 est la seule valeur propre de M
de module 1.

« Montrer que Ker(M — I,,)? = Ker(M — I,,).

Exercice 1196 [CENTRALE MP 2024 # 1203] Soit A € M,,(C). On designe par 114 son polynéme minimal.

« Montrer que tout idéal de C[X] est de la forme PC[X], ou P € C[X].

« Pour x € M, 1(C) non nul, on note 14, le generateur unitaire de I'idéal annulateur ponctuel {P € C[X], P(A)x = 0}.
Montrer qu’il existe x € M,, 1(C) tel que p14 5, = f14. - Soit A une matrice diagonale par blocs dont la diagonale vaut (A1, As)
ou A; et A, sont des matrices de Frobenius (compagnon) et x4, A x4, = 1. Montrer que A est semblable a une matrice de
Frobenius.
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Exercice 1197 [CENTRALE MP 2024 # 1204] « Définir 'exponentielle d'une matrice de M,,(C).
Pour P € GL,,(C), montrer que exp(P 1 AP) = P~ 1exp(A)P.

« Soit B € GL,(C) diagonalisable. Montrer qu’il existe A € M,,(C) telle que B = exp(A).

+ Montrer qu'il existe P € C[X] tel que B = exp(P(B)).

« Soit M € GL,(C). On suppose que M = I,, + A avec A nilpotente. Montrer qu’il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).
Exercice 1198 [CENTRALE MP 2024 # 1205] « Justifier la définition de 'exponentielle de matrice.

0 t
_y 0) ett € R.

« Considérons une matrice A diagonalisable. Calculer exp(A) en utilisant des matrices de passage. Montrer que exp(A) € K[A].

- Calculer exp(A) pour A = (

« Dans cette question, on admet l'existence et 'unicité de la décomposition de Jordan-Dunford. En notant D+ N la décomposition
de Jordan-Dunford de A, montrer que la décomposition de exp(A) est exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,).

Exercice 1199 [CENTRALE MP 2024 # 1206] Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.

« Montrer que, pour tout hyperplan H de E, il existe a € E tel que H = Vect(a)*.

« Soit (g, ..., ,) une famille de vecteurs unitaires de E tels que (z;,2;) = a pour tous ¢ # j, ou « est un réel strictement
negatif fixe. Déterminer o.

+ Montrer lexistence d’une telle famille.
Exercice 1200 [CENTRALE MP 2024 # 1207] Soientn € N\ {0,1} et (E, ( }) un espace euclidien de dimension n. On considére une
base orthonormale B = (e, ..., e,) et deux familles (z1,...,zy) et (y1,...,y) d’éléments de E. On note respectivement A et B
les matrices representatives des familles précédentes dans la base 5.

« Exprimer les coordonnées et la norme d’un vecteur x de F al'aide des éléments de /5.

« Explorer les coefficients de A, B et AT B a I'aide de produits scalaires.

« On suppose ici que (z1, ..., z,) est une base de E. D’eduire de la question précédente que l'on peut choisir y1, . . ., y,, de telle
sorte que (x;,y;) = 0; ;. Montrer que, ainsi choisis, (y1, ..., yn) est une base de E.

« On suppose ici que :
(1) Vi € [1,n], ||| = 1 et Vi # 4, (x4, z;) <O,
(i) v € E, Vi € [1,n], (z;,v) > 0.
Montrer que (21, . ..,,) est une base de E.

Exercice 1201 [CENTRALE MP 2024 # 1208] « Rappeler le procede d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
« Soit M € GL,(R). Montrer qu’il existe O € O, (R) et T triangulaire supérieure telles que M = OT. - Soient M € M, (R),
Ci...., Cy, ses colonnes. Montrer que [det(M)| < [T"_, ||C;]|. - On suppose que le résultat précédent est vérifie pour des matrices
dans M,,(C) avec le produit scalaire hermitien ((1, ..., 2y), (W1,...,w,)) = Y p_q Z;W;.
Soit D = {z € C, |z| < 1}. Trouver le maximum et les points realisant le maximum de f : (z1,...,2,) €D [licicj<n l2i — 2l
Exercice 1202 [CENTRALE MP 2024 # 1209] On note F I'ensemble des fonctions réelles, continues et de carré intégrable sur R™. - -
Définir la notion de fonction intégrable sur [0, +o0].
« Montrer que, pour f,g € E, fg est intégrable et en déduire que E est un R-espace vectoriel.
« Pour (f,g) € E?, onpose (f,g) = 0+OO fog.
« Montrer que ( ) est un produit scalaire sur E.
« Soit f € F de classe C? telle que f”” € E. Montrer que f’' € E.
« Exprimer (f’, fY + (f, [, (f, /'), {f', f"') en fonction de f(0) et f'(0).
TN T TN
« Onpose A= | (f,.f) (f.f) (f.f)
<f, f//> <f/’f//> <f//,f//>
Montrer que det(A) > 0 et étudier le cas d’égalité.
Exercice 1203 [CENTRALE MP 2024 # 1210] Soit £ un espace vectoriel euclidien.
« Montrer que toutes les valeurs propres d’une isométrie vectorielle de E sont de module 1.
« Soitu € L(F) dont toutes les valeurs propres sont de module 1 et vérifiant : Vo € E, ||u(z)|| < ||z||. Montrer que Ker(u —Idg)
et Im(u — Idg) sont en somme directe.

Exercice 1204 [CENTRALE MP 2024 # 1211] Pour tout ¢t € |—1, 1], on note w(t) = }T_—i Pour (P, Q) € R,[X]?, on pose (P, Q) =
1
-, P®Q(t)w(t) dt.

« Montrer que ( ) est un produit scalaire sur R,, [ X].

« Onpose ¢ : P € R,[X] — (X2 —1)P” 4 (2X + 1)P’. Montrer que ¢ est un endomorphisme autoadjoint de R,,[X].

« Déterminer ses valeurs propres.

» Montrer qu’il existe une base de vecteurs propres de degrés echelonnes.
Exercice 1205 [CENTRALE MP 2024 # 1212] Soit A = (@i j)1<i,j<n € Mn(R) telleque a; j =2sit =j,a;; = —1sili—j|=1ou
li —j|=n—1,a;; =0 sinon.
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« Montrer que les sous-espaces propres d'une matrice symétrique sont orthogonaux.
« Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles.
« Montrer que le spectre de A est inclus dans [0, 4].
« Lister les valeurs propres de A.
Exercice 1206 [CENTRALE MP 2024 # 1213] Soit n € N*. On note Q = {M € M, (R), I, + M € GL,(R)}.
« Montrer que (O, (R), X) est un groupe.
« Montrer que A, (R) C Q.
Onpose f: M € Qs (I, — M)(I, + M)~L.
« Montrter que, pour tout M € O, (R)NQ, f(M) € A,(R) et f(f(M)) = M.
« Montrter que, pour tout M € M, (R), il existe une matrice diagonale .J a coefficients diagonaux dans {—1, 1} telle que det (M +
J) # 0.
Ind. On pourra faire une récurrence et comparer deux déterminants.
« Soit M € O, (R). Montrter qu’il existe une matrice diagonale J a coefficients diagonaux dans {—1,1} et A € A, (R) telles que
M = Jf(A).
Exercice 1207 [CENTRALE MP 2024 # 1214] Soient A une matrice réelle antisymétrique de taille n et f I’endomorphisme de R™
canoniquement associe.
« Enoncer le theoreme du rang.
« On suppose A inversible. Montrter que 7 est pair.

+ On suppose R™ muni de son produit scalaire canonique. Que dire de f*?

0 0

0 A”) ou A" est inversible.

« Montrter que A est semblable & une matrice de la forme A’ = (

« En déduire que le rang de A est pair.

« On suppose n pair et I'on prend une autre matrice antisymétrique B dans M., (R). Montrter que les sous-espaces propres de
AB sont de dimension supérieure a 2.

Ind. On pourra commencer par le sous-espace propre associe a la valeur propre nulle.
Exercice 1208 [CENTRALE MP 2024 # 1215] « Rappeler la définition d’un matrice symétrique définie positive. Caractérisation a
l’aide du spectre ?
« Montrter que I’exponentielle définit une bijection continue de S, (R) sur S;7 7 (R).
« Montrter que sa réciproque est continue.
Exercice 1209 [CENTRALE MP 2024 # 1216] « Rappeler la définition d’'une matrice définie positive. Caractérisation a ’aide du
spectre ?
« Soit A € S;FT(R).
« Montrter qu’il existe R € S,/ 7(R) telle que A = R?.
« Montrter son unicité. On la note v/A.
Ind. Considérer les sous-espaces propres de 'endomorphisme canoniquement associe a A.
. Soient A et B € S;7*(R). Montrter que 'équation X A~*X = B admet une unique solution dans S,/ (R) qui est : A#B =
VAV A-TBVA-T/A (moyenne géométrique de A et B).
« Montrter les relations : A#A = A, A#B = B#A, (A#B)~! = A~'#B~ 1,
Exercice 1210 [CENTRALE MP 2024 # 1217] Soient E et F' des espaces vectoriels euclidiens de dimensions respectives n et m.
« Soit u € L(E, F'). Montrter qu’il existe un unique u* € L(F, E) tel que Vz € E, Yy € F, (u(z),y) r = (z,u*(y)) -
« Montrter que u*u est autoadjoint positif. - Soit M € M,, ,(R) de rang r. Montrer qu’il existe P € O,,,(R), Q@ € O,(R) et
o1,...,0. € RT tels que (PMQ@);; = o; sii <, les autres coefficients etant nuls.
Exercice 1211 [CENTRALE MP 2024 # 1218] Soit £ un espace euclidien.
« Soit s € ST(E). Montrer qu’il existe un unique r» € S*(F) tel que s = 2.
« Soit u € L(F) tel que Vx € Ker(u)*, [|u(z)| = ||z].
« Montrer que Vx,y € Ker(u)*, (u(z),u(y)) = (z,y).
« Montrer que u*u est le projecteur orthogonal sur Ker(u)*.
Exercice 1212 [CENTRALE MP 2024 # 1219] « Soit M € S,,(R). Montrer que M € S; (R) si et seulement si sp(M) C R*.

« Soit M € S, (RT) C’est-a-dire symétrique a coefficients positifs. Est-ce que toutes les valeurs propres de M peuvent étre
strictement negatives ? Peut-on trouver M avec une unique valeur propre strictement positive ?

« Soient A € S,(R) et Xi,...,X,, une base orthonormée de vecteurs propres associes aux valeurs propres A\; < .-+ < A,.
A X
Pour « € R on pose B(«a) = ( aXxT ao " ) Montrer que A1, ..., A,—1 sont valeurs propres de B(«) et exprimer les deux
n

restantes en fonction de \,, et .
Exercice 1213 [CENTRALE MP 2024 # 1220] Soient F un espace euclidien et u, v dans S(E) avec u € ST+ (FE).
« Caractériser spectralement le fait que u € ST (E).
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« Montrer qu’il existe un unique w € £L(E) tel que w o u 4+ u o w = v puis que w* = w.
« A-t-onl'équivalence v € STT(E) & w e STH(E)?
Exercice 1214 [CENTRALE MP 2024 # 1221] « Soit M € S; (R). Montrer que le spectre de M est inclus dans R si et seulement
siVz € R4, (Mz, x) > 0.
« Soient M, ..., M, € My (R) telles que Z?:l MT M; = I,. On pose, pour X € S;(R),
L(X) =", MIXM,. Montrer que L préserve le caractere symétrique positif.
« Donnerp € N,II: Mg (R) — M, (R) morphisme d’algébre vérifiant IT (X7) = II (X) etV e M, 4 (R) vérifiant VIV = I
tels que VX € My(R), £ (X) =VITI(X)V.
Pour M, N € M4 (R), onnote M > N si et seulement si M — N est symétrique positive.
« Montrer £ (X7X) > £ (XT) £L(X).
« On suppose qu’il existe K du méme type que L tel que Lo KX = K o L = Z. Montrer que : VX € My(R), £ (XTX) =
£(XT) £ (X).

2) Analyse

Exercice 1215 [CENTRALE MP 2024 # 1222] « Formuler et démontrer le cas d’égalité du theoreme des accroissements finis. On
note £ I'ensemble des polyndmes & coefficients dans {—1,0,1} et A ’ensemble des racines réelles des polynémes de €.

1
+ Montrer que A \ {0} est stable par x — —x et x — —.
x

« Montrer que AN ]2, +oo[ = 0.
Exercice 1216 [CENTRALE MP 2024 # 1224] Soit A = (ag,...,a,) € N"™ avecag < a; < -++ < a,. Pour P € R,,[X] on pose
| P]la = maxo<i<n |P(ar)|- Onpose dy 4 = infper,_,[x] | X™ — Pl a.

« Montrer que || || 4 est une norme sur R, [X].

« Soit P € R,,_1[X]. Montrer qu’il existe un unique (n-+1)-uplet (bo, . . ., b,,) de réels tel que X" — P = >"}'_ by, [1j (X —aj).

Montrer que Y by = 1.
« Montrer que, pour tout k € [0,n], [, lar — a;| > &')

 Montrer que || X™ — P||4 > 2”%

pour tout P € R,,_1[X].
« Calculer d;, 4.
Exercice 1217 [CENTRALE MP 2024 # 1225] Soient a < b des réels fixes. On munit I'espace E = C°([a, b],R) de la norme || ||oo. On
fixe enfin un entier n > O et f € E, et on pose m = d(f,R,[X]).
« Onpose C = {g € Ry [X]; |If — glloc < m + 1}. Montrer que C' est compact et non vide. En déduire qu’il existe p € R,,[X]
tel que m = ||f — p||co-
« Montrer que I’équation |f(z) — p(z)| = m admet au moins n + 2 solutions.
+ En déduire que p est unique.
Exercice 1218 [CENTRALE MP 2024 # 1226] Notons C ’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme co. Pour

f € C,notons Af(x) = fxl j%dt siz €[0,1]et Af(1) =0.
1dt

« Donner une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour que l'intégrale [, {5 soit convergente. La démontrer.

« Justifier que, pour tout f € C, Af est correctement définie.
« Montrer que, pour tout f € C, Af € C.
« Montrer que A est un endomorphisme continu de C; calculer sa norme subordonnée.
« Etudier la dérivabilité de Af pour une fonction f : [0,1] — R de classe C.
Exercice 1219 [CENTRALE MP 2024 # 1227] - Soient E et £’ deux espaces vectoriels normés et u € L(F, E").
Montrer que u est continue sur E si et seulement si elle est continue en 0.
On considére desormais I'espace F' = C*([—1, 1], R) muni de la norme infinie.
Pour ¢ forme linéaire sur E, on pose N(p) = sup{|o(f)], f € S) . (0,1)} € [0, +o0].

« Calculer N(p) avecp : f — f?l f— fol I
Exercice 1220 [CENTRALE MP 2024 # 1228] Soit (), ) une suite de réels positifs strictement croissante telle que Ao = 0, A\,, — +00
et la série de terme general /\i diverge. Pour m € N* fixe, on pose (o : & — 2™ et, pour tout 7,

1
Qui1 @ = (A —m) 2t / Qn(t) t~ 0 TA) gy,
x

« Rappeler le theoreme de Weierstrass.
m

» Montrer que la suite (Q,,) est bornée sur [0, 1] et que, pour tout n, [|@Qnlloc < [T}, ‘1 - ’
J

En déduire que (Q,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

« Montrer que, toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite de fonctions appartenant a Vect {z — 2*», n € N}.
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Exercice 1221 [CENTRALE MP 2024 # 1229] « Enoncer et démontrer le theoreme des bornes atteintes.
Soit C une partie convexe compacte non vide d’un espace euclidien E.

» Soitx € E.

« Montrer lexistence et unicité d’un vecteur p(z) € C' tel que d(z,C) = ||l — p(z)||.

« Soity € C. Montrer que y = p(x) si et seulement si V¢ € C, (x — p(z),c — p(x)) < 0.

« Montrer que I'application p définie dans ce qui precede est continue.
Exercice 1222 [CENTRALE MP 2024 # 1230] Si A € M,,(C), on pose p(A) = {|A| ; A € Sp(A)}. On munit C" d’une norme || || et
M., (C) de la norme || | d’operateur associe.

« L’application A — p(A) est-elle une norme ?

« Soit A € M,,(C). Montrer que, pour tout & € N*, p(A) < || A*||1/%.

« Montrer que, pour toute norme N sur M,,(C), N(A*)Y/* — p(A).

Exercice 1223 [CENTRALE MP 2024 # 1231] On note E l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R et de limite nulle en
+00. On munit E de la norme || || et on définit T'(f) pour tout f € E par :

Vr €R, T(f)(z) = %/e"z’”f(t)dt

R
« Rappeler le theoreme de Heine.
« Montrer que f est uniformément continue.
« Montrer que T € L(F) puis que T est continu.
« Déterminer sa norme d’operateur.
Exercice 1224 [CENTRALE MP 2024 # 1232] Soient A, B € M,,(K). Pour A € M,,(K), on pose || M|| = maxi<i<p y 7, [ai -

« Montrer que || || est une norme et que VA, B € M, (K), |AB| < || 4] - ||B]|-

« Définir exp(A) et montrer que || exp(A4)|| < exp(||4]]).
« Onpose K = max(||A|, ]| B||). Montrer : Vn € N, ||[A™ — B"|| < nK""*|A — B]|.

n

« Trouver lim,, _, | (eA/”eB/")

Exercice 1225 [CENTRALE MP 2024 # 1233] « Rappeler la définition de la borne inférieure d’une partie non vide de R. - On note
X une partie non vide minorée de R. Montrer qu’il existe une suite de X convergent vers la borne inférieure de X. Réciproque-
ment, prouver que si une suite de X converge vers un minorant m de X, alors m est la borne inférieure de X.

« Soitn € N*.Onpose S, = {M € S (R), det(M) > a} pour o > 0. On souhaite prouver que, si A € S (R), Ming tr(AM) =
€54

n(adet(A))'/™. Prouver ce résultat lorsque A = I,, puis lorsque A € S;7(R).
« Est-ce toujours le cas lorsque o = 07?
Exercice 1226 [CENTRALE MP 2024 # 1234] On note A 'ensemble des matrices de M,,(R) & coefficients dans [—1, 1].
« Montrer la continuité du déterminant sur M,,(R).
« Montrer que le déterminant admet un maximum « sur A.
« Montrer que le maximum est atteint en une matrice inversible A de déterminant strictement positif et a coefficients dans {—1, 1}.
« Montrer que a < n"™/? avec égalité si et seulement si les colonnes de A sont deux 4 deux orthogonales pour le produit scalaire
euclidien canonique de R™.
Exercice 1227 [CENTRALE MP 2024 # 1235] « Montrer que les parties connexes par arcs de R sont ses convexes.

« Soit n € N*. On note I';, 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans {0, 1}. Justifier 'existence de a,, =
nax det (M) et étudier son comportement quand n — +oc.
€T,

« On note C), 'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans [0, 1].
Montrer que det(C),) = [—an, an].
Exercice 1228 [CENTRALE MP 2024 # 1236] Soient d € N* et (w,,) € CN" une suite d-périodique.

Pour n € N* et A € C, on pose S,,(A\) = > H;:)k'
k=1

« Soit (u,,) € CN. Montrer que, si > u,, converge, alors u,, — 0 quand n — +oo0.
La réciproque est-elle vraie ?
+ Montrer qu’il existe au plus un complexe A tel que la suite (S, (\))nen~ converge.
« Montrer lexistence de , o € C tels que S(,41ya(0) — S1na(0) = & + -2 + 0 (-L;) quand m — +o0.
« Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € C pour que la suite (S, ())) converge.

Exercice 1229 [CENTRALE MP 2024 # 1237] Soit (u,) une suite réelle strictement positive telle que = =1 — & 4 v, ou ) [v,,|
converge.
« Etudier la convergence de a,, 1 — a, ou a,, = In(n“u,,). En déduire qu’il existe K > 0 tel que u,, ~ n%

« On prend u,, = n~"nle"™. Montrer qu’il existe K > 0 tel que u,, ~ K+/n.
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« On suppose maintenant que “Z% =1-2+4o0 (%) Montrer que si & > 1 alors la série Y u,, converge, et que si « < 1 alors
elle diverge.

Exercice 1230 [CENTRALE MP 2024 # 1238] Pour n € N*, onpose H,, = > ._, t etd, = card{p € [1,n] ; p | n}.
Pour 2 € R, on définit f(z) = >, .. dk
« Cours : Montrer que H,, ~ Inn.
« Déterminer un équivalent de f en +o0.
« Déterminer le deuxiéme terme du développement asymptotique de f.
Exercice 1231 [CENTRALE MP 2024 # 1239] -Enoncer le theoreme de Rolle. -Soient a,b € R U {+o00} tels que a < b. Montrer que le

theoreme reste vraipour f: ]a, b|— R dérivable et admettant en a et b une méme limite finie. -On définit la fonction f :] — 1, 1[— R, x — exp

~Montrer que f est C*™ et que, pour tout n. € N, il existe un polynéme P, € R[X]tel que f™)(z) = &) f(a) pourtoutz €] — 1,1].

-Quel est le degré de P, ? -Que dire du nombre de zéros de f() ?

Exercice 1232 [CENTRALE MP 2024 # 1240] Soit A C R™. On note C(A,R) I'ensemble des fonctions continues de A dans R et
UC(A,R) I'ensemble des fonctions uniformément continues de A dans R.

« Pour n = 1 et A un segment, montrer que f € C(A,R) si et seulement si f € UC(A,R).
« Montrer que UC (A, R) est stable par composition. Est-il stable par produit?
« Soit T € R™* et f une fonction continue et T-périodique. Montrer que f € UC(A,R).
Exercice 1233 [CENTRALE MP 2024 # 1241] Soient F l'espace vectoriel des suites réelles et A 'endomorphisme de F défini par :

pour u € F et tout n € N, [A(u)],, = tpy1 — Up. -Démontrer le theoreme des accroissements finis. -Soit f: RT — R de classe C*°.
On pose, pour tout n € N, u,, = f(n). Montrer que, pour tout n € N et tout p € N*, il existe x €]n, n + p[ tel que [APu],, = fP)(z).

Exercice 1234 [CENTRALE MP 2024 # 1242] -Soient I un intervalle non vide et f € C°(1, R). Montrer que, pour tout a € I,I’application
F, :x v [T f(t)dt est dérivable, de derivée f.

Pour h > 0, soit W}, = {f € C°(R,R) ; Vx € R, fz;r:h f)dt = 2fx+h dt} -Montrer que, pour tout h > 0, W}, est un

espace vectoriel de dimension infinie. -Existe-t-il des fonctions non bornées appartenant a W, ?
Exercice 1235 [CENTRALE MP 2024 # 1243] On pose E = C*(R,R). Pour f € E, on définit la suite (f,,) de fonctions de E par
fo=fetVneN,Vz eR, foi1(z fo tfn(t)

« s Enoncer le theoreme de derlvatlon terme a terme.

« On se place dans le cas ou f est constante. Montrer que la suite (f,,) et la série ) f,, convergent simplement sur R. Y a-t-il
convergence uniforme ?

« On revient au cas general.
> Montrer la convergence simple de la suite (f,,) et de la série Y f,.
> Montrer que I'application T': f € E +— Z:ico fn est un automorphisme de I'espace vectoriel E.
1
1+z)---(1+2a)

Exercice 1236 [CENTRALE MP 2024 # 1244] Pour z > 0 et n € N*, on définit g, (z) =

« Etudier la convergence simple de (g,,) sur R*.

« Etudier la convergence uniforme de (g,,) sur [1, +00[ et sur tout segment.
Exercice 1237 [CENTRALE MP 2024 # 1245] Pour n € N*, soient 2(n) le nombre de facteurs premiers de n comptes avec multiplicité,
A(n) = (=1)%M, A(n) = g, Ad).

« Montrer que, si m et n sont deux éléments de N* premiers entre eux, A(mn) = A(m)A(n) et A(mn) = A(m)A(n).

« Pour n € N*, donner une expression simple de A(n )

Aln)2"

- Montrer que, si 2] < 1, Y% T = =yt
1
Exercice 1238 [CENTRALE MP 2024 # 1246] « Pour z € R\ Z, montrer que la suite (Z:Z_n k:) converge. On note
’ T — n>1
f () sa limite.
« Montrer que f est continue et 1-périodique sur R \ Z.
+1
« Pour x € R\ Z, exprimer f ( ) +f ( ) en fonction de f(z).
« Montrer que, pour tout z € R\ Z, f(z) = 7 cotan(wx).
Exercice 1239 [CENTRALE MP 2024 # 1247] « Retrouver le développement en série entiére de la fonction arctan et montrer que :
Z (_1)k m
P02k 41 4

n (_1)k
« Pourn € N*, onpose S, =4>",_,

2k +1°
1 1 1
Montrer que |7 — S, + (—1)" - < et
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Exercice 1240 [CENTRALE MP 2024 # 1248] « Soit @ € R. Donner R > 0 tel que : Vx € ]fR, R[, 14+z)* =31+ (&)am.

n=0 \n

Que vaut (g) ? - Soit 3 > 0. Montrer que p, = [[;_; (1 — %) tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
" ’
« Soit (o,’) € R%. Montrer : ¥n € N, (a tla ) = (parenz (a) <a )
ptg=n p q

« Soit 0 < = < y. Montrer que (z + y)* = oo (3) Ty,

n=0
+oco [ &
+ Montrer que 2% = '~ (n> pour tout ov > —1.
Exercice 1241 [CENTRALE MP 2024 # 1249] « Soit Y a, 2™ une série entiére qui converge sur | — «, o[, avec o > 0. Montrer que

sa somme est de classe C* sur | — «, af.
« Est-ce que toute fonction de classe C*° sur un ouvert contenant 0 est développable en série entiére au voisinage de 0?

« Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert contenant 0. Montrer qu’elle est développable en série entiére au voisinage de 0
si et seulement si :

Exercice 1242 [CENTRALE MP 2024 # 1250] Soient R > 0 et Agr I'ensemble des fonctions f: R — R développables en série entiére
de rayon > R.
« Montrer que Ap est une R-algébre pour des lois que 'on precisera.
« Déterminer les morphismes d’algébre de R[X] dans R.
« Soit ® un morphisme d’algebre de R[X] dans R. On dit que ¢ est une ®-derivation si § est un endomorphisme de R[X] et si :
VP, Q € RIX],6(PQ) = D(P)é(Q) + ®(Q)J(P). Déterminer les -derivations.
« Déterminer les morphismes d’algébres ® de Ap dans R, puis les ®-derivations de Ag.

eV sig #0

. 1 0,
Osiz—0 est de classe C

Exercice 1243 [CENTRALE MP 2024 # 1251] « Montrer que la fonction f: R - R,z — {

Est-elle développable en série entiére au voisinage de 0?

« Soit f: R — R une fonction C* telle qu'il existe C,a,d > 0 vérifiant | f(™)(z)| < Ca"n! pour tousn > O etz € [—6,].
Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0.

« Etudier la réciproque.
Exercice 1244 [CENTRALE MP 2024 # 1252]
Soit f une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, telle que f(0) # 0. Montrer que la fonction % est développable
en série entiere au voisinage de 0.
Exercice 1245 [CENTRALE MP 2024 # 1253] Soit f : ¢t € [0, 7/2[— — In(cos(¢)).

« Montrer que f(t) > t?/2 pour tout t € [0, 7/2].

. Soit € RT.
Exercice 1246 [CENTRALE MP 2024 # 1256] On munit M, (R) de la norme euclidienne canonique. Soient A € S, (R) et B € M,,(R).
On s’intéresse a I'équation différentielle (E) : X’ = —AX + B. On suppose que I'ensemble S = {U € M,,(R); AU = B} est non
vide.

« Montrer que les valeurs propres de A sont positives.

« Quelles sont les solutions constantes de (E)?

« Soient X et Y deux solutions de (F). Montrer que ¢t — || X (t) — Y (¢)|| est décroissante. En déduire que toute solution est bornée

sur R,
« Soit X une solution de (E). Montrer que X (¢) admet une limite X, quand ¢ tend vers +oo.
« Montrer que || X (0) — X || = infyegs || X(0) — U]
Exercice 1247 [CENTRALE MP 2024 # 1257] « Montrer que toute série numerique absolument convergente est convergente.
On définit s(z) = eizgfﬂvz pour tout complexe z et p(z) = |s(2)|.
« Est-ce que s est bornée sur C? Le cas echeant, donner un majorant de ¢.

« Memes questions sur D = {z € C; |z| < 1}.

« Montrer que ¢ admet deux extrema sur D et trouver les points ou ils sont attentions.
Exercice 1248 [CENTRALE MP 2024 # 1258] Soit f : A € M,,(R) — AT A.

« Montrer que f est de classe C L et calculer sa différentielle.

« Pour A € M,,(R), calculer dim Ker d f(A) en fonction du rang de A.
Exercice 1249 [CENTRALE MP 2024 # 1259] Soient A € S;""(R), b € R" et f la fonction de R" dans R telle que, pour tout = € R",
f(z) = 32T Az — b x.

« Justifier que f est de classe C! sur R"™. Pour z € R", calculer V f(x).

« Montrer que f(z) — 400 et montrer que f(w) = min{f(z) ; x € R"}.

[lz]| =00
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« Soit v € R™ et (z;);>0 une suite telle que, pour tout j € N, ;41 = z; — ¥V f(z;). Montrer que, pour j € N, 2,41 —w =
(In —vA)(zj — w).

« Montrer que, pour 7 bien choisi, (z;);>0 converge vers w indépendamment du choix de z9. Comment choisir v pour que la
vitesse de convergence soit la meilleure possible ?

Exercice 1250 [CENTRALE MP 2024 # 1260] « Soit G un ensemble non vide. Rappeler les conditions sur la loi * pour que (G, *)

soit un groupe.

« Rappeler la définition de la différentielle d’une application en un point. Faire le lien avec les derivées partielles dans le cas C*.

« Soit * une loi de groupe sur R, d’élément neutre note e. On suppose que f : (x,%) +  * y est de classe C! sur R2. Montrer que,
pour tout (z,y) € R, o f(x * y,e) = 02 f (z,y) X O2f(y,e). En déduire que, pour tout y € R, 9z f (y, ¢) > 0.

« Montrer qu’il existe un C*-diffeomorphisme ¢ de R sur R tel que (z * y) = ¢(x) + ¢(y) pour tout (x,y) € R2.

3) Géométrie
Exercice 1251 [CENTRALE MP 2024 # 1261] « Soit f: R? — R différentiable. On suppose que f admet un extremum en a € R".

Rappeler la valeur de V f(a) (avec demonstration).

« Soit 6 € [0,7]. Soient A et B du cercle unite de R? tels que (OA, OB)(= 0. Exprimer I'aire de lajyy._ constituée des points
exterieurs au disque unite et intérieurs au disque de diamétre [AB].

—— —
« Soient A, B et C trois points du cercle unite tels que les trois angles (O A, O?) (O?, O?) et (O?, OA) soient dans [0, 7].
Maximiser la somme des aires des trois lunules qu’ils définissent.

4) Probabilités
Exercice 1252 [CENTRALE MP 2024 # 1262] Soient X, Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de parameétre
p € 10,1].
« Déterminer la loi de min(X,Y').
« Montrer que min(X,Y’) et X — Y sont indépendantes.
Exercice 1253 [CENTRALE MP 2024 # 1263] « Soit v un endomorphisme de C™. Montrer que u est diagonalisable si et seulement

si v admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

1 -2
-2 1
€1X + 5. Déterminer la probabilité que Q(A) soit inversible.

« Soient A = ( , €1, €2 deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de paramétre p €]0,1[ et Q =

« Soit u un endomorphisme de C" et @ € C[X] tel que Q(u) soit diagonalisable et Q' (u) inversible. Montrer que u est diagona-
lisable.

Exercice 1254 [CENTRALE MP 2024 # 1264] La fonction de repartition d’une variable aléatoire réelle X est F'x : t — P(X < ¢).
« Montruer que, pour une variable aléatoire X, Fx est croissante de limite 1 en +o0.
Soient F un ensemble dénombrable de R, (X,,) une suite de variables aléatoires a valeurs dans F et X une variable a valeurs dans F.
On suppose que, pour tout z € B, P(X,, = z) - P(X = z).
« Montruer que ), |[P(X, =2) - P(X =x)| — 0.
Ind. Pour € > 0 fixe, considérer une partie finie I C E'telleque P(X € I) > 1 — .

« Montruer que (Fx,, ) converge uniformément vers Fx.

Exercice 1255 [CENTRALE MP 2024 # 1265] « Soientpunréel > letqg = Ll
p—
xP oyl
« Montruer que 2y < — 4 = pour tous z,y € RT.
p q

« Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que X € LP et Y € L?. Montrer que XY € L' et que E(|XY]) <
E(XP)/PE(Y9)/4.

« Soient maintenant deux réels tels que 1 < p < ¢. Montrer que si X € L9, alors X € L et que E(X?)Y/? < E(X%)!/4,

« Soient (£,,),>1 une suite de variables de Rademacher indépendantes et p un réel > 1. Montrer que, si X € Vect(g,,),>1, alors
E(XP)/? < C\/pE(X?)/2, ou C est une constante absolue.

Exercice 1256 [CENTRALE MP 2024 # 1266] « s En utilisant une comparaison série-intégrale, dont on rappellera le principe, don-
1
ner un équivalent de S,, = >, _,; o

« On dit que n € N* est sans facteur carré s’il n’existe pas de k > 2 tel que k2 divise n. Montrer que pour tout i > 1, i s’écrit
d’une unique maniere sous la forme ; = ma?, oua € N* et m € N* est sans facteur carré.

« Soient XY, Z trois variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1,n]. On pose M = <)Z( §) Soit p,, la

Inn
probabilité que M ne soit pas inversible. Montrer que p,, = O <2>
n
Exercice 1257 [CENTRALE MP 2024 # 1267] Une suite (Z,,),>1 de variables aléatoires entiéres est dite transiente si, pour toute partie
bornée A de Z, :L_: P(Z, € A) < +o0. - Soient & € R**, (X;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que, pour

touti € N*, X; ~ P (%) Pour n € N*, quelle estlaloide Y,, = > | X;? La suite (Y},),,>1 est-elle transiente ?
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« Soient p €]0, 1] et (R;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telles que, pour tout i € N*, P(X; = 1) = p,P(X; = —1) =
1 — p.Pour n € N*, soit S,, = > | X;. La suite (S,,)n>1 est-elle transiente ?

In2
[In g

Exercice 1258 [CENTRALE MP 2024 # 1268] Soient p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On suppose que p = n’est pas un entier.

« Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p. Montrer qu’il existe un unique entier m tel que P(X >
m) > 1 etP(X <m) > 1.

« Soit (X, ), >1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de paramétre p. Onpose Y,, = 1x,>m
etS, =Y+ + Ys,_1 pour n > 1. Montrer que P(S,, >n) — 1.

n—-+oo
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