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1) Algebre
Exercice 1 [ENS SR 2026 # 1] Soit F' un sous-ensemble fini de R. On note F' + F = {e + f | (e, f) € F?}. Majorer le cardinal de
F + F; montrer qu’il est minoré par 2| F| — 1. Cela reste-t-il vrai dans R%?
Exercice 2 [ENS ULSR 2026 # 2] Soit f : {—1,1}"™ — R. Montrer l'existence et 'unicité d’une fonction ¢ : P([1,n]) — R telle que,

pour tout = (z1,...,2,) € {-1,1}",
f(z) = Z c(S)H:vi.
Sc{1,2,....,n} €S
Exercice 3 [ENS U 2026 # 3] Soient E un ensemble et » € N. On note C(E, n) 'ensemble des parties de E de cardinal n. Déterminer
toutes les parties {a1,...,a,} € C(Z,n), avec a1 < -+ < ay, telles que I'application qui, a une paire {, j }, associe |a; — a;|, réalise
une bijection de C([1,n],2) sur un intervalle d’entiers [1, m].

Exercice 4 [ENS U 2026 # 4] Pour tout réel z > 1, on note m(x) = card{p € P | p < z}. Trouver une minoration la plus précise
possible de 7(z).
Exercice 5 [ENS U 2026 # 5] Pour K un corps et a € K, onnote C(K,a) = {(x,y) € K? | 22 + 4*> = a}.

1. Soient p un nombre premier et a € F;. Dénombrer I'ensemble C'(F, a). Indication : on pourra décrire C'(Q, 1) et C(C, 1).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que 2 soit un carré modulo p.

Exercice 6 [ENS ULSR 2026 # 6] Pour n € N*, on se propose d’établir la propriété P, : pour toute famille de 2n — 1 entiers relatifs,
il existe une sous-famille de n entiers dont la somme est divisible par 7.
1. Traiterlescasn =1letn = 2.
2. On suppose que n > 2. Montrer qu’il existe une famille de 2n — 2 entiers relatifs dont aucune sous-famille de n entiers n’a une
somme divisible par n.
3. Soient m,n € N*. Montrer que, si P, et P,, sont vraies, il en est de méme de P,,,,.
4. Soit p un nombre premier. Déterminer la classe modulo p de (2]”1:1) et,sis € [1,p], de (2]”1;1;8).
5. Soient p un nombre premier, I un ensemble de cardinal 2p — 1, (a;);c; € Z'. On suppose que, pour toute partie J de I de
cardinal p, Y. _ ; a; n’est pas divisible par p. Obtenir une contradiction en considérant

|J|=p

icJ

Conclure.

Exercice 7 [ENS ULSR 2026 # 7] Soit G un groupe. Une fonction f : G — R est un quasi-morphisme quand il existe C' > 0 tel que,
pour tous a,b € G, |f(ab) — f(a) — f(b)] < C.Un quasi-morphisme f est dit homogéne quand, pour tout n € Z et tout a € G,

f(a") = nf(a).

1. Soit f un quasi-morphisme. Montrer que, pour tout a¢ € G, la suite (f(an )/2k) converge.

2. On suppose G abélien. Montrer que tout quasi-morphisme f se décompose de fagon unique sous la forme f = f' + h, ot f’ est
un quasi-morphisme homogéne et h une fonction bornée.

3. Montrer que, si f est un quasi-morphisme homogéne, alors, pour tous a,b € G, f(aba=t) = f(b).
Exercice 8 [ENS U 2026 # 8] Soit ¢ un morphisme de Q-algébres de Q[ X ] dans C. On suppose que le noyau de ¢ contient un polynéme

de Z[X] unitaire et irréductible sur Q. On note K le sous-R-espace vectoriel de C engendré par I'image de ¢, et G le sous-groupe de

(C, +) engendré par la famille (¢(X™))nen. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que G soit dense dans K.

Exercice 9 [ENS ULSR 2026 # 9] 1. Soit p > 2 un entier. On suppose que le groupe ((Z/pZ)*,-) des inversibles de Z/pZ est
isomorphe a (Z/(p — 1)Z,+). Montrer que p est premier. On admet que, si p est premier, le groupe multiplicatif (Z/pZ)* est
cyclique.

2. Soit N > 2. Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes : a. N est non premier et Vo € Z, ¥ =z (mod N).
b. N posséde au moins trois facteurs premiers distincts et, pour tout premier p divisant N, p?{ Netp —1| N — 1.



Dans ce cas, on dit que N vérifie (C).
3. a. Montrer qu’il existe & € N tel que 6k + 1, 12k + 1 et 18k + 1 soient premiers. b. Soit k un tel entier. Montrer que (6% +
1)(12k + 1)(18k + 1) vérifie (C).
Exercice 10 [ENS U 2026 # 10] 1. Déterminer les morphismes continus de (R, +) dans (U, x).

2. Soit P ’ensemble des nombres premiers. Montrer que, pour (m,n) € Z x N* premiers entre eux, il existe a € Z et une famille
d’entiers (b,)pep tels que

b
Hear Y Sk
pp
peP

3. En déduire que tout morphisme de (Q, +) dans (U, x) est déterminé par ses valeurs sur les 1/p*, pour tout premier p et tout

ke N.
Exercice 11 [ENS ULSR 2026 # 11] Soit R un anneau commutatif. On note

SLo(R) = {(Cc‘ Z) € Ms(R) | ad — be = 13}.

Soit p un nombre premier et & € N*; on admet que SLy(Z/p*Z) est un groupe pour le produit matriciel.
1. Soit IT : SLy(Z/p?Z) — SLa(Z/pZ) la réduction modulo p. Montrer qu’il s’agit d’'un morphisme de groupes surjectif.
2. Soit X € My (Z) nilpotente. On suppose a présent p > 3. Montrer que si A = Iy + X (mod p), alors A? = I, +pX (mod p?).
3. Soit H un sous-groupe de SLo(Z/p?Z) tel que I1(H) = SLy(Z/pZ). Montrer que H = SLy(Z/p?Z).
4. Montrer le méme résultat avec SLo(Z/p*Z) a la place de SLy(Z/p*Z).
Exercice 12 [ENS ULSR 2026 # 12] 1. Montrer que Z[X] est un sous-anneau de R[X].
2. Soient A, B € Z[X] avec B unitaire. Montrer qu’il existe Q, R € Z[X] tels que A = BQ + R avec deg(R) < deg(B).

3. Soient n € N* ety € Z. Montrer que I'application ¢ : P € Z[X]| — P(y) € Z/nZ est un morphisme surjectif d’anneaux, de
noyau

{(X —y)A+nB| (4, B) € Z[X]*}.

4. Soient ) € Z[X] unitaire de degré strictement positif et R un anneau. On suppose qu’il existe un morphisme d’anneaux de
Z[X] dans R de noyau {QA + nB | (A, B) € Z[X]?}. Montrer que R est fini et déterminer son cardinal.

5. On suppose désormais que Q(X) = X2+ bX +c. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur n, b, ¢ pour que I'’anneau
R soit integre.

Exercice 13 [ENS U 2026 # 13] Un idéal I d’un anneau commutatif est dit premier si A \ I est stable par multiplication; il est dit
maximal si les seuls idéaux qui le contiennent sont I et A.

1. Montrer que tout idéal premier non nul de Z[v/5] est maximal.

2. Montrer que tout idéal maximal de Z[/5] est premier.
Exercice 14 [ENS ULSR 2026 # 14] Soit A une R-algébre commutative unitaire de dimension finie. On note Nil(A) = {z € A |
x est nilpotent}.

1. Rappeler la définition d’un idéal et montrer que Nil(A) est un idéal.

2. Montrer que si z € Nil(A), alors 1 — x est inversible.

3. Montrer qu’il existe M € N tel que, pour tous 1, ..., 2y € Nil(A), z1---zp = 0.

4. Montrer que M = dim A convient.

5. Soit L, : y € A+ xy € A. Montrer que x € Nil(A) si et seulement si xz, = X4mA4,

6. Montrer que, pour tout x € A, xr_(z) = 0.

Exercice 15 [MAGISTERE DE RENNES 2026 # 15] 1. Soit P € R[X]. Montrer que, pour tout z € R, P(x) > 0 si et seulement s’il
existe A, B € R[X] tels que P = A? + B2. Indication : montrer que I'’ensemble {A? + B? | (A, B) € R[X]?} est stable par
produit.

2. Montrer que, pour tout z € R, P(z) > 0 si et seulement s’il existe (A, B) € R[X]? tels que P = A2 + X B2.

Exercice 16 [ENS U 2026 # 16] Soit P € R[X] de degré au moins 2. Le polyndéme P est dit sympathique s’il est le produit de deux

polyndmes non constants a coefficients positifs. On suppose qu’il existe n > 2 tel que P(X™) soit sympathique. Démontrer que P est

également sympathique.

Exercice 17 [ENS U 2026 # 17] Soient K un corps de caractéristique nulle et a € K. Soit (P, Q) € K[X]? non tous deux nuls en a.
Soit n € N*. Montrer qu’il existe (A, 1) € K? tels que AP + () soit un polynéme non nul admettant @ comme racine de multiplicité
n si et seulement si a est racine de P’'Q) — PQ’ de multiplicité n — 1.

Exercice 18 [ENS ULSR 2026 # 18] 1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe U, V,, € Z[X] tels que, pour tout z € C, (1 +
iz)" = Up(z) + iV, (2). Donner le degré de V,,, puis ses racines.
2. Soit p un nombre premier tel que p = 3 (mod 4). Montrer que, pour tout k € Z, p divise V11 (k).

3. Soient p un nombre premier impair, m,n € N* et d = m A n. Soit k € Z. On suppose que p | V,, (k) et p | V;,(k). Montrer que
p | Va(k).



Exercice 19 [ENS SR 2026 # 19] On pose P = Zfio a; X" € C[X],avecag #Oetay = 1, et

H(P) = sup Pz )|

1. Montrer que

N N
1 9 9 N+1 9
o] Do lail” < H(PY < 5523 a
1=0 1=0

et étudier les cas d’égalité.

2. On pose In*(x) = max (0, In x). Montrer que

L (1PE)
il nt [ A2 A
2 Vlaol
Exercice 20 [ENS L 2026 # 20] Soit (u,v) une famille libre de vecteurs de R2. On appelle cristal engendré par (u,v) I'ensemble
C = {au+bv | (a,b) € Z?}.

1. Trouver les ® € £(R?) tels que (C) = C, pour C le cristal engendré par la base canonique.

) d9 <InH(P).

2. Trouver les rotations ® de R? telles que ®(C') = C, pour C le cristal engendré par la base canonique.
3. Trouver les rotations ® de R? telles que ®(C') = C, pour C un cristal quelconque.
4. Soit C une partie de R? stable par + et —. Montrer que C est un cristal si et seulement si Vect(C) = R? et C est discret.

Exercice 21 [ENS U 2026 # 21] Soient A, B € M,, »,(R). On dit que A est équivalente & B par rapport aux lignes si, pour tous k et
tous 1 < 4y < -+ < i < m,la famille (L;, (A),..., L; (A)) est libre si et seulement si (L;, (B), ..., L;, (B)) est libre, ou L;(A)
est la i-éme ligne de A. On définit de méme 1’équivalence par rapport aux colonnes. Montrer que rg(A) = rg(B) si et seulement s’il
existe C' € M,, »(R) équivalente a A par rapport aux lignes et équivalente & B par rapport aux colonnes.
Exercice 22 [ENS SR 2026 # 22] Pour o € &, on note ny(c) le nombre de k-cycles de o, et m(c) le nombre total de cycles.

1. Soit c un k-cycle de &,, et i € N*. Déterminer I'ordre de c’.

2. Montrer que o et 7 sont conjugués si et seulement si, pour tout k € [1,n], ng (o) = ng (7).

3. Trouver le nombre total de cycles dans ¢’ pour c un k-cycle et i € N*.

4. Calculer det (i A j)1<i j<n)-

5. Montrer que o et 7 sont conjugués si et seulement si, pour tout i € N*, m(c?) = m(7?).
Exercice 23 [ENS U 2026 # 23] Soitn € N*. Soient Ay,..., A, € M,(C) et, pour i € [1,n], soit S; un sous-ensemble de C de
cardinal au moins n + 1. On suppose que, pour tout (A1,...,\,) € S1 X -+ x Sy, la matrice \yA; + - -+ + A\, A, est nilpotente.
Montrer que, pour tout 4, A; est nilpotente.

Exercice 24 [ENS U 2026 # 24] Soient x1,...,x, € Zetky,...,k, € N*. Montrer que H?:l i! divise le déterminant de la matrice

() o

Exercice 25 [ENS SR 2026 # 25] Soit A = (@i j)1<i<m,1<j<n € Mmn(R). Soient X = (x; --- z,) une combinaison convexe des
lignesde AetY = (y; -+ ym)? une combinaison convexe des colonnes de A.

1. Soient / un intervalle de R contenant tous les = et J un intervalle de R contenant tous les y;. Montrer que I N J # @.

2. On suppose que X = (a -+ a)etY = (3 --- B)T. Montrer que o = /3.

3. On note

m
o= (}\1"”1’11111 1rélja<xnz AkQk 5, 8= max min Zamu],
ou Ap = {(A\1,..., k) € (Ry)F | AL + -+ + A\, = 1}. Montrer que a > S.
Exercice 26 [ENS ULSR 2026 # 26] Soient p un nombre premier et n un entier strictement positif.
1. Dénombrer les bases de I'espace vectoriel (F,)™.

2. Soit E un F,-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). Montrer qu’il existe un unique couple (V, W) de sous-espaces
de E'telsque E =V @ W, V et W soient stables par u, 'endomorphisme induit par w sur V' soit inversible, et celui induit sur
W soit nilpotent.

3. En déduire le nombre de matrices nilpotentes de M,, (F,).
4. Peut-on mener le méme calcul dans M 4(Z/dZ) pour un entier d quelconque ?

Exercice 27 [ENS U 2026 # 27] Soient n > 2 et E, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de R™. Soit ¢ : E,, — R telle que
©({0}) = 0 et, pour tous (V, W) € EZ,
(VW) +o(V+W) < (V) +p(W).

Montrer qu’il existe un unique sous-espace vectoriel V) € E,, de dimension maximale tel que

oV) ()
veE,\{0o} dimV  dim Vg’




Exercice 28 [ENS L 2026 # 28] Soit n € N*. Une matrice Q) € M,,(R) est bistochastique si ses coefficients sont positifs et de somme
égale a 1 le long de chaque ligne et de chaque colonne. Montrer que si () est une matrice bistochastique qui n’est pas une matrice de
permutation, il existe M € M,,(R) non nulle telle que, pour tout (i, j) € [1,n]” :

1. siQ;; = 0, alors M; ; = 0;

2. Y1 Mig = 325y M j = 0.
Exercice 29 [ENS ULSR 2026 # 29] 1. Montrer que tout endomorphisme de I'anneau M, (K) est injectif.

2. Montrer que les endomorphismes de la K-algébre M,,(K) sont les applications M — PMP~! pour P € GL,(K).
Exercice 30 [ENS ULSR 2026 # 30] Soit V un C-espace vectoriel de dimension n € N*. Soient A, B € £L(V) nilpotents et commutants.
On note C[A, B] la sous-algébre de £(V') engendrée par A et B, et on pose Vi = Im(A) + Im(B). Soit W un supplémentaire de V;
dans V.

1. Montrer que dim(C[A4]) < n.

2. Montrer que V. =73, .y A'BIW.

3. Montrer que I'application de restriction & W définit une injection linéaire de C[A, B] dans L(W, V') et en déduire que dim(C[A, B]) <

ndim(W).

4. On note A; (resp. B1) I'endomorphisme induit par A (resp. B) sur V;. Montrer que dim(AC[A, B]) < dim(C[A1, B1]).

Exercice 31 [ENS ULSR 2026 # 31] Soit n € N*. On pose

0o I,

1. Montrer que J,, est inversible et donner son inverse.
2. Soit G, = {M € Mo, (Z) | MTJ, M = J,}. Montrer que (G, x) est un groupe, stable par transposition.
3. Soit M € G,, dont la premiére ligne est (1,0, ...,0). On suppose n > 1 et on écrit par blocs

x % % =
Q* o
N < o
Hx o

Cc D

Exercice 32 [MAGISTERE DE RENNES 2026 # 32] On souhaite déterminer les ordres possibles des éléments A de GLo(Z). Pour cela,
on écrit Y4 = X2 — tX + d. Préciser les valeurs de ¢ et d, puis discuter les ordres possibles. Fournir des exemples explicites pour les
différents ordres possibles.

Exercice 33 [ENS U 2026 # 33] Soient A et B des matrices de M,,(C) telles que A? + B? = 2AB. Montrer que x4 = X 5.

Exercice 34 [ENS U 2026 # 34] Soit G un sous-groupe d’ordre 6 de GL,,(C). Etudier les propriétés de réduction simultanée des
éléments de G.

avec A,B,C,D e M,,_1(Z),y€ZetX,Z € M,_11(Z). Montrerquey =1, X = Z =0et (A B) € Gp_i.

Exercice 35 [ENS L 2026 # 35] Soient K un corps et A € M3 (K). On suppose que le polyndme caractéristique x 4 est irréductible
sur K. Soit B € GLy(K) telle que B ne commute pas avec A. Montrer que B2 est une matrice scalaire.

Exercice 36 [ENS SR 2026 # 36] Soit G un sous-groupe de GL,,(C).
1. On suppose que G est fini. Montrer que les éléments de GG sont diagonalisables. Que peut-on dire de leurs spectres?

2. On suppose que G est compact. Soit M € G. a. Montrer que Sp(M) C U. b. Soit A € Sp(M). Montrer que ker(M — A\I,,) =
ker((M — \I,,)?) et en déduire que M est diagonalisable.

3. Caractériser les sous-groupes abéliens finis et les sous-groupes abéliens compacts de GL,,(C).
Exercice 37 [ENS ULSR 2026 # 37] Soit K un corps. Une matrice M € GLy(K) est dite super-puissante si, pour tout n € N*, il
existe A, € My(K) tel que M = AT,

1. Déterminer les matrices super-puissantes dans le cas ou K = C.

2. On suppose K = R. Montrer que M € GLy(R) est super-puissante si et seulement s’il existe R € M3 (R) tel que M = R?.

3. Sur Q, montrer que les matrices super-puissantes sont de déterminant 1.

Exercice 38 [ENS ULSR 2026 # 38] 1. Soit A € M3(C) tel que det A = 1. Exprimer y 4 en fonction d’une forme linéaire usuelle
de A.

2. Soient A, B € My(C) telles que det A = det B = 1. Montrer que Tr(AB?) = Tr(B) Tr(AB) — Tr(A).
3. Soit S = {(z,y,2) € Z% | 22 +y?+2? = xyz}.Soient A, B € M3(Z) de déterminant 1. Montrer que (Tr(A), Tr(B), Tr(AB)) €
S si et seulement si Tr(ABA~1B~1) = —2.
4. Montrer que, pour tout (z,y,2) € S\ {(0,0,0)}, il existe A, B € M3(Z) de déterminant 1 tels que x = Tr(A), y = Tr(B) et
z = Tr(AB).
Exercice 39 [ENS ULSR 2026 # 39] Soit K un sous-corps de C.
1. Montrer que, si M € M,,(K), alors M est nilpotente si et seulement si x; = X™.



2. Pour M € M,,(K), on pose sin(M) = & (¢"™ — e~*M). On note A I'ensemble des matrices nilpotentes de M,, (K ). Montrer
que sin induit une bijection de A sur elle-méme.
3. Soit G = {P € R,[X] | P(0) =0, P'(0) # 0}. Pour P,Q € G,onnote PxQ = P(Q(X)) (mod X"*1). Montrer que (G, )
est un groupe.
Exercice 40 [ENS SR 2026 # 40] Pour X,Y € M,,(C), onpose [X,Y] = XY - Y X.

1. Onpose A = {X € M5(C) | Tr X = 0}. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M (C) stable par crochet.

2. On pose
0 1 0 0 1 0
x=( o) =00 m=( %)
Calculer les différents crochets.

3. Soit p : A — M,,(C) telle que p([A, B]) = [p(A), p(B)] pour tous A, B € M2(C). On note E) = ker(p(H) — AI,). Soit «
une valeur propre de p(H). a. Montrer que p(X)(E,) C Eqt2 et p(Y)(Ey) C Eq_2.b. Soit V' € E,. Montrer que la suite
(p(X)¥V)ren est nulle & partir d’un certain rang.

4. On dit que p est irréductible si, pour tout sous-espace vectoriel V' de C™ et tout A € A, la condition p(A4)(V) C V implique
V = {0} ou V = C™. Si p est irréductible, montrer que p(H) est diagonalisable.

5. Montrer que Sp(p(H)) = {—-m,—m+2,...,m —2,m} avecm € N.

Exercice 41 [ENS ULSR 2026 # 41] Soient V un R-espace vectoriel et © un endomorphisme de V. Dans les deux premiéres questions,
on suppose V' de dimension finie.

1. Montrer que A € R est valeur propre de u si et seulement si elle est racine du polynéme caractéristique de .

2. On dit que A € C\ R est valeur propre imaginaire de u s’il existe P € R[X] unitaire de degré 2 tel que P(\) = 0 et P(u) n’est
pas injectif. Une valeur propre complexe de u est une valeur propre réelle ou imaginaire. Montrer que les racines complexes de
X« sont exactement les valeurs propres complexes de u.

3. On suppose maintenant que V est de dimension quelconque et muni d’une norme, et que u est un homéomorphisme linéaire
de V sur lui-méme. On munit £.(V') des endomorphismes continus de la norme d’opérateur associée. Montrer que si la suite
(u™)nez est bornée, alors, pour tout z € V' \ {0}, 0 n’est pas valeur d’adhérence de la suite G(z) = (u"(z))nez.

Exercice 42 [ENS U 2026 # 42] Soit (F, (-,+)) un espace euclidien. Soit (z1,...,2,) une base orthogonale de F. Déterminer, en
fonction de ||x1]|,...,|zn||, quels sont les entiers m € N avec 0 < m < n tels qu'il existe un sous-espace vectoriel F' C E de
dimension m pour lequel les projetés orthogonaux y1, ..., y, des z; sur F' ont tous la méme norme.

Exercice 43 [ENS ULSR 2026 # 43] Soit M € O,,(R). Montrer qu’il existe deux symétries orthogonales A, B telles que M = AB.

Exercice 44 [ENS U 2026 # 44] Soientn € N*,1 < k, £ < n,et M € M, (R) une matrice dont les k premiéres lignes et les £ premiéres
colonnes sont orthonormées. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale ayant les mémes k premiéres lignes et ¢ premiéres colonnes
que M.

Exercice 45 [ENS ULSR 2026 # 45] 1. Pour a € C, montrer que |a| < 1 si et seulement si, pour tout v € C non nul, il existe un
unique p > 0 tel que |a + pv| = 1.
2. On identifie C au R-espace vectoriel R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soient 7" un automorphisme de C et a € C.

On définit T
T,:z€eUr— L(Z) eu
a+T(2)|

Montrer que T}, est bien définie, continue et bijective si et seulement si |7 (a)| < 1.

3. On suppose la condition précédente vérifiée. Montrer que 7, est une involution si et seulement si 7" est autoadjoint, a est un
vecteur propre de T associé & une valeur propre A < 0, et I'autre valeur propre y vérifie A2 = |a|? + p2.

Exercice 46 [ENS U 2026 # 46] Soit S € S,,(R) a valeurs propres simples et V' € R” unitaire. Pour ¢ € R, on pose G(t) = S +tVVT.
1. A quelle condition G(t) et S n’ont-elles pas de valeurs propres communes ?
2. Etudier les valeurs propres de G/(t) lorsque # tend vers +oc.

Exercice 47 [ENS ULSR 2026 # 47] Soient les matrices de M3 (C) suivantes :

10 i 0 0 1
E_I2_<o 1)’ I‘(o —i)’ J_(—l 0)’ K=1J.

Soit H le R-espace vectoriel engendré par {E, I, J, K'}.

1. Montrer que H est une R-algébre de dimension 4.

2. On pose A* = AT pour A € My(C). Vérifier que A — A* est un endomorphisme de H. Montrer que (AB)* = B*A* et
A** = A, puis donner la matrice de A — A* danslabase (E, I, J, K).

3. Soit H; = {X € H | XX* = E}. Montrer que H; est un groupe. En identifiant H; a4 R*, donner une description géométrique
de Hl.

4. Soit Hj le sous-espace de H engendré par {I, J, K}. Pour X € Hy, on définit a(X) : Y € Hy — XY X* € Hy. En identifiant

a(X) & sa matrice dans la base (I, J, K'), montrer que o définit un morphisme surjectif de H; dans SO3(R) dont le noyau est
{Ev _E}



Exercice 48 [ENS ULSR 2026 # 48] Une matrice M = (m; ;) € M, (R) est dite centro-symétrique lorsque mp41—; nt1—5 = My j
pour tous (4,7) € [1, n]]2, et elle est dite bisymétrique lorsqu’elle est a la fois symétrique et centro-symétrique. Un vecteur X =
(x;); € R™ est dit symétrique si z,,41—; = x; pour tout i, et antisymétrique si z,41-; = —x;.

1. On suppose n = 2k pour k € N*, et on note J; = (i1 k+1)1<s,j<k- Montrer qu'une matrice M € M, (R) est centro-
symétrique si et seulement s’il existe deux matrices symétriques A, E € My(R) telles que

A EJ;
M = .
(JkE JkAJk>
2. Soit M € M,,(R) bisymétrique. Montrer qu’il existe une base orthonormée de R" formée de vecteurs propres de M, chacun
symétrique ou antisymétrique.
Exercice 49 [ENS SR 2026 # 49] Soit n > 2. On munit R” de sa structure euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opérateur

associée. On rappelle que toute matrice A € S;F(R) a une unique racine carrée dans S;+(R), notée v/A. Pour A, B € S, (R), on
note A< BsiB—A€SH(R),et A< BsiB—AeSH(R).

1. Soit A € M,,(R). Montrer que || A||? = max(Sp(AT A)). En déduire que, pour 4 € S;F(R),

(AX, X)
All= max -——-- = max(Sp(A4)).

4l = e )~ ax(spa)

Soient C, D € M,,(R) telles que CD € S,/ (R). Montrer que |CD|| < || DC]|.

Montrer que /- est croissante sur S;" 7 (R).

Soit A € S (R). Montrer qu’il existe B € M,,(R) tel que e? = A.

Montrer que ce B est unique si on impose B € S,,(R); on le note alors In(A).

o vk W

Montrer que In est croissante sur S;"*(R). Indication : utiliser la question 3.
7. Est-ce que A — A? est croissante sur S, (R)?
Exercice 50 [ENS ULSR 2026 # 50] Soientn € N* etz = (z1,...,2,) € R™. Pour k € [1,n], on note si(x) la somme des k plus

grandes composantes de x. Pour o € &,,, on pose 0(z) = (T (1), - -+ To(n))-
1. Montrer que s est convexe.
On pose
K(z) = { Z Moo (z) | (A\s) € ]0,1]5", Z Ao = 1}
eSS, €S,
et

L(z) ={y e R" |Vk € [1,n = 1], 51(y) < sx(x) et sn(y) = sn(2)}-

2. Montrer que K (z) C L(z).

3. On note D(x) I'ensemble des vecteurs dont les composantes sont les coefficients diagonaux d’une matrice M € S,,(R) dont les
valeurs propres sont les composantes de . Montrer que K (x) C D(z).

Exercice 51 [ENS SR 2026 # 51] On note A, 'ensemble des matrices diagonales de la forme Diag(aq,...,a,)aveca; > --- > a, >
0.

1. Soit M € GL, (R). Montrer qu’il existe P € O,,(R) et un unique o(M) € A, tels que MT M = Po(M)PT. Discuter 'unicité
de P.

2. Onnote o(M) = Diag(c1(M),...,0,(M)). On munit R™ de sa norme euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opéra-
teur associée. Montrer que ||M||2, = o1 (M).

3. On munit A, (R) du produit scalaire défini par (X,Y) = — Tr(XY). Trouver une base orthonormée B de A,,(R).
4. Soit ¢y définie par o (X) = MXM7T pour X € A, (R), et soit F); la matrice de 5 dans la base B. Montrer que o (Fyr) =
o1(M)oy(M).

Exercice 52 [ENS SR 2026 # 52] On munit R™ et S,,(R) de leur structure euclidienne canonique. Pour toute matrice A € S,,(R), on
note Apnax(A) sa plus grande valeur propre.

1. Montrer que Apax(A) = MaXyern, 2)=1 2T Az

2. Montrer que la fonction Apax : Si(R) — R est convexe.

3. Soient X un espace euclidien et f : X — R une fonction convexe. Pour tout z € X, on pose

of(x) ={de X |Vy € X, f(y) > f(zx) +{d,y —x)}.

Déterminer O f pour une fonction convexe f € C1(R,R) et pour f : # € R — |z|.
4. Soit A € S, (R) telle que Apax(A) soit une valeur propre simple. Soit v un vecteur propre unitaire associé & Apax(A). Montrer

que O max(A) = {vvT}. Indication : montrer, pour H € S,,(R) ett € R,
22| H|*

T < < T R E= 2
Amax(A) +v° (tH)v < Apax (A +tH) < Apax(A) + 0" (tH)v + o (A) =g

ou Az est la deuxiéme plus grande valeur propre de A.



Exercice 53 [ENS ULSR 2026 # 53] Soit E un espace euclidien. Pour f € S(E), on pose Sp,(f) = {|A| | A € Sp(f)}. Soit j € S(E)
tel que j2 = id. Un vecteur x est dit j-symétrique (resp. j-antisymétrique) lorsque j(z) = x (resp. j(x) = —x).

1. Dans cette question, E = R2. Déterminer Sp, (j) et les vecteurs j-symétriques et j-antisymétriques possibles pour ;.

2. Donner un exemple d’un couple (j, f) € S(E)? tel que j? = id et que j o f ne soit pas diagonalisable.

3. Soient f € S(E) et v un vecteur propre de f associé & une valeur propre p telle que |p| = max Sp,(f) = maxSp,(j o f).
Montrer qu’il existe un unique couple (e, h) de vecteurs propres de f tel que v = e+h, avec e j-symétrique et h j-antisymétrique.

Exercice 54 [ENS U 2026 # 54] Soient S = (s; j)1<ij<n € ST T(R), T = S = (t; j)1<i,j<n €t (S) = (si jti j)1<i j<n- Montrer
que ®(S5) est dans S;" 7 (R) et que sa plus petite valeur propre est 1.

Exercice 55 [ENS L 2026 # 55] Soit F un espace euclidien orienté et soit b une application bilinéaire de F x F dans E telle que, pour
tout f € SO(E), f(b(u,v)) = b(f(u), f(v)). Que dire de b?
Exercice 56 [ENS SR 2026 # 56] On munit R? d’une norme || -

, on note B la boule unité fermée et I’on pose

A= sup  min([lz -yl lly - 2|, |z - z[).
(z,y,2)EB3
1. Montrer que A est atteint.
2. Montrer que A < 2.
3. Calculer A pour la norme euclidienne canonique.
4. Calculer A pour la norme infinie.
5. Montrer que A > 1.
Exercice 57 [ENS L 2026 #57] Soit D ={z € C| |z| < 1}.
1. Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Montrer que f admet un point fixe.

2. On admet que, pour toute fonction continue g : D — U, il existe une fonction continue § : D — R telle que g = exp(i6).
Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue  : D — U dont la restriction a U soit I'identité de U.

3. Déduire de la question précédente que toute fonction continue de D dans D admet un point fixe.
4. Soit C un convexe fermé de R2. Est-il vrai que toute fonction continue de C' dans C' admet un point fixe ?
Exercice 58 [ENS L 2026 # 58] Soit A 'ensemble des fonctions f : [0,1]? — [0, 1] telles que

V(u,0) € (0,11 £(0,0) = £(u,0) = Ot f(u,1) = 1,
et,pourtous 0 < u; Sup <let0<v; <wp <1,

flur,v2) = fur,v1) < fug,v2) — f(ug,v1).

Déterminer hg, h; € A tels que, pour tout f € A et tout (u,v) € [0,1]2, ho(u,v) < f(u,v) < hy(u,v).
Exercice 59 [ENS U 2026 # 59] On appelle groupe réel tout ensemble G qui est un sous-groupe de GL,,(R) pour un certain n € N*.
Un groupe réel G est discret si, pour tout = € G, il existe € > 0 tel que B(z,¢) NG = {x}.
1. Soit G un groupe réel connexe par arcs. Montrer que, si H est un sous-groupe de G d’intérieur relatif non vide, alors H = G.
2. Montrer qu’un groupe réel discret est fermé dans GL,, (R).

Exercice 60 [ENS ULSR 2026 # 60] Soient d,p € N*. Soit f : R — RP. On munit R? et R? de leur structure euclidienne canonique.
On suppose que, pour tout x € R? et tout § > 0, il existe ¢ > 0 tel que, pour tous y, z € B(z,¢),

() = £ = lly = 2l < dlly — =]I.

1. Montrer que f est continue.
2. Montrer que, pour tous z,y € R?,

f@) = Fll < llz =yl

f@) = fW)l =z -yl

Exercice 61 [ENS ULSR 2026 # 61] Soit £ = C°([0, 1], R). Une forme linéaire ¢ € E* est dite positive si, pour tout f € F a valeurs
dans Ry, o(f) € Ry

1. Montrer que toute forme linéaire positive sur F est continue pour || - ||oo-

3. On suppose d = p = 1. Montrer que, pour tous z,y € R,

2. Soit ¢ une forme linéaire sur E' continue pour || - ||~. Montrer que ¢ est différence de deux formes linéaires positives sur E.
Exercice 62 [ENS U 2026 # 62] Soientn > 2 et || - || une norme sur M,,(C). Pour € > 0, on pose S: = {g € GL,(C) | |lg—I,.|| < e}

1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que .S, soit compact et, si I'on note U son intérieur, que le groupe engendré par U soit a la fois
ouvert et fermé dans GL,,(C).

2. Onnote S = S, pour le ¢ > 0 trouvé en 1 et (S) le sous-groupe engendré par S. Pour g € (S), on note
ls(g) =min{k eN|g=g"-- 95, ¢ €S, s; =+1}.

Trouver tous les g € (S) tels que (¢5(g™))nen soit bornée.

Exercice 63 [ENS ULSR 2026 # 63] Soit n € N*. On munit M,, 1(R) d’'une norme N. Soit A € M,,(R). On dit que A est stable
si la suite (A%)en converge vers la matrice nulle, et contractante pour N s’il existe ¢ €0, 1] tel que N(Az) < eN(x) pour tout

T e Mnyl(R)



1. Montrer que si A est contractante pour N, alors elle est stable.

2. On suppose A stable. Montrer que la série Ziﬁg (AF)T Ak converge et que sa somme est dans S;F T (R).

3. Montrer que si A est stable, alors A est contractante pour une norme euclidienne bien choisie.
Exercice 64 [ENS U 2026 # 64] Soit d un entier supérieur ou égal a 2.

1. Existe-t-il M € Mg4(R) telle que Spc (M) C R et que {tr(M™) | n € N} soit dense dans R?

2. Méme question lorsque M a exactement deux valeurs propres non réelles. Indication : considérer une énumération des ration-
nels.

Exercice 65 [ENS L 2026 # 65] Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie. On note d la distance associée a la norme. Soit
f + E — E une application s’annulant en 0.

1. On suppose que f est continue et que, pour tous (z,y) € E?,

TED R

Que dire de f?

2. On suppose dans la suite que f préserve la distance d et est surjective. Montrer que f est linéaire dans les deux cas suivants : a.
E = R™ muni de la norme euclidienne canonique; b. £ = R2 muni de la norme infinie.

3. On revient au cas général. Soient p, g € E avec ¢ = —p. Soit (X, )nen la suite de parties de E' définie par
Xo={eec E|d(e,p) =dleq) =d(p,q)/2},

Xn={{e€ X1 |Vze X,_1, dle,z) <diam(X,_1)/2}, neN™

Montrer que 0 € X, pour tout n € N, puis caractériser () _n Xn. Conclure que f est linéaire.

neN
Exercice 66 [ENS ULSR 2026 # 66] Soit E un espace euclidien de dimension n > 2.

1. Montrer que B(0,1) \ {0} est connexe par arcs.

2. Soient U un ouvert connexe par arcs de E et V' une partie finie de E. Montrer que U \ V est connexe par arcs.

3. Soient U un ouvert connexe par arcs de E/ et V une union dénombrable de sous-espaces affines de E de dimension au plus n —2.
Montrer que U \ V est connexe par arcs.

Exercice 67 [ENS ULSR 2026 # 67] On considére I'espace vectoriel normé des suites réelles sommables, noté E, muni de la norme
lull = 32325 fuxl.
1. Rappeler la définition d’une partie compacte de F.
2. Montrer que la boule unité fermée B(0,1) = {u € E | ||u|| < 1} n’est pas compacte dans E.
Une partie K C F est dite équisommable si, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour tout u € K,

+oo
> jul <e.

k):’I’LU

Exercice 68 [MAGISTERE DE RENNEs 2026 # 68] Montrer qu’il existe un unique couple («, §) € (R%)? tel que

sin (:;) = (nfl)a +0 (na1+2) (n — 400).

Exercice 69 [ENS U 2026 # 69] Soient (¢y,)nen+ une suite de réels strictement positifs et p € N\ {0,1}. Pour n € N*, on pose

$n:§/01+</02+§/"'+€/a-

In(cy)
p"

Montrer que la suite (x,,),en+ converge si et seulement si la suite ( ) est majorée.
neN*

Exercice 70 [ENS SR 2026 # 70] Soient N un entier supérieur ou égal a 2 et o un réel strictement positif. On pose

1 mm
Sy = — sin? (—) .
v= ) st (T
meN*
1. Pour quelles valeurs de « la série définissant Sy est-elle convergente ?
2. Déterminer la limite de Sy lorsque N — +o0.
3. Déterminer un équivalent de Sy lorsque N — +oo danslecasoul < o < 2.

Exercice 71 [MAGISTERE DE RENNES 2026 # 71] 1. Soient & > 0 et (dy,)n>0 une suite positive. On suppose que Y d,, converge.
Montrer que 3~ ;% converge.

1+

2. Soient o > 1 et (d,,) >0 une suite positive. Montrer que 3 92

1+ned,

converge.



3. Soit (dy,)n>0 une suite positive telle que > d,, diverge. Montrer que S 4

T diverge.
4. Soit @ €]0, 1]. Montrer I'existence de deux suites positives (e, )n>0 et (fn)nZO telles que :a. ) e, diverge et ) | g2 diverge;
b. > fy, diverge et > 1+£7€L¥f converge.

Exercice 72 [ENS SR 2026 # 72] Soit o une permutation de N*.

1. Montrer que
400 1
D T < T
= /n(lnn)7™

et expliciter un majorant de la somme.

2. Soit o < 2. Montrer que

+oo
o(n)
Z ne = +00.
n=1
Exercice 73 [ENS SR 2026 # 73] 1. Déterminer le nombre de solutions de ye¥ = x selon la valeur de .

2. Soit f quiax € [—1/e, —|—oo[ renvoie I'unique solution y > —1 de ye¥ = x. Montrer que f est de classe C! sur | — 1/e, +o0.
3. Montrer que f'(z) = m et en déduire que f est solution de z(1 + y)y’ = .

4. Trouver un développement asymptotique de f en +00, a deux termes, et montrer que le troisiéme terme est un o(1).

5. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de 0, et trouver son rayon de convergence.

Exercice 74 [ENS U 2026 # 74] Soit 3 > 1. On considére Iéquation y° = %ey. Montrer qu’il existe une unique solution sur [1, +o0],
que l'on note y(f), puis déterminer un développement asymptotique de y(3) lorsque 3 tend vers +oc.

Exercice 75 [ENS L 2026 # 75] Soit f : # € R + 2. Soit T}, la fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2 définie sur R telle
que T, (z) = f(z), To(z) = f/(x) et TV (z) = f”(x). Que dire de 'ensemble

{4 To(w)) | (,y) € R?}?

Exercice 76 [ENS ULSR 2026 # 76] 1. Montrer que, pour tout k& € N, il existe une fonction f non nulle, de classe C*, a support
compact et telle que f(Q) C Q.

2. Montrer qu’il existe une fonction f non nulle, de classe C*° et a support compact.
3. Montrer qu’il existe une fonction f non nulle, de classe C*°, & support compact et telle que f(Q) C Q.
Exercice 77 [ENS L 2026 # 77] Soient a,b € R’}.. Soit

E={feC*([0,1LR) [ f(0)=f(1)=0, [Ifllx<a, [f"llsc <0}

Calculer sup ¢z || f|lco-
Exercice 78 [ENS L 2026 # 78] Soit f une fonction de classe C*° de R dans R.

1. Soit S un segment non trivial de R sur lequel f n’est pas polynomiale. Montrer qu’il existe un sous-segment non trivial S’ de S
sur lequel f n’est pas polynomiale et ne s’annule pas.

2. On suppose que, pour tout = € R, il existe n € N tel que f(™) () = 0. Montrer que f est polynomiale.
Exercice 79 [ENS SR 2026 # 79] 1. Soit f € CY([0, 7], R). Montrer que

/ f(t) cos(nt) dt —— 0.

n—-+4o0o

2. Déterminer (a, b) € R? tel que, pour tout n € N*,

g 1
2 . —
/0 (at” + bt) cos(nt) dt = 3

+o0 1
3. Calculerz 1 7,2 et ) n=1 @n-12-

Exercice 80 [ENS U 2026 # 80] Soient a,b € R} et k € Z. Calculer

too 1 b
/ 2Ftze =3 4.
0

Exercice 81 [ENS SR 2026 # 81] Soit f € C%(R,R) telle que f et f soient de carré intégrable.

1. Montrer que f )? converge.

2. Montrer que f et f’ endent vers 0 en fo0.

/ j(f’f < \/ / :° e/ j(f”)z

10

3. Montrer que




Exercice 82 [ENS ULSR 2026 # 82] Soit a > 0. On note E I'ensemble des fonctions f de classe C? de R, dans R telles que

+o0
JU>=A () +af?) < +oo.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 7(R4,R).
2. Montrer que, pour tout v € R, il existe = € E tel que z(0) = v.
3. On fixe v € R. Déterminer la borne inférieure de .J sur 'ensemble des = € F tels que z(0) = v.

Exercice 83 [ENSL 2026 # 83] Soit F I’ensemble des fonctions f : Ry — [0, 1] continues par morceaux et telles que fo+°° flz)de <1.
Pour f € E, on pose

+oo
ﬂﬂz—A f(2)In(z) da.

1. Montrer que F(E) = [—o0,1].
2. Soit € €]0, 1[. Caractériser

“+oo
ngsup{/ f(x)dx|f€EetF(f)21—a}.
1

Exercice 84 [ENS L 2026 # 84] Trouver une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction f continue a support compact de R dans
R, on ait, pour tout z € R,

Wl -
By =GR R

Exercice 85 [ENS U 2026 # 85] 1. Soit (fn)nen une suite de fonctions croissantes de R dans [0, 1], tendant toutes vers 0 en —oo

et vers 1 en +00. Montrer que cette suite admet une suite extraite qui converge simplement sur R.

2. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles discrétes. Montrer qu’il existe une extraction  telle que (E(g(Xy(n))))nen
converge pour toute fonction g : R — R continue et nulle en dehors d’un segment.
Exercice 86 [ENS U 2026 # 86] On note f la fonction indicatrice de 'ensemble Q des rationnels.
1. La fonction f est-elle limite simple sur R d’une suite de fonctions continues?
2. Existe-t-il une famille ( fy,1m ) (n,m)en2 de fonctions continues de R dans R telle que, pour toutz € R, f(z) = limy, s 4 oo liMyn 400 fri,m (
Exercice 87 [ENS L 2026 # 87] Soient q,n € N* etxq,...,z, €R.
1. Montrer qu’il existe p € {1,...,¢"} tel que, pour touti € {1,...,n}, d(pz;,Z) < %
2. Soit (an)n>1 une suite de réels positifs. On suppose qu’il existe 2o € R tel que la série > a,,/n” converge si et seulement si
x > . Soit T > 0. Pour z € C vérifiant Re(z) > z¢, on pose

400 a
n
f(z) = nz
n=1
On considére F' = {z € C | Re(z) > xo,Im(z) > T'}. Montrer que f est bien définie sur F’ et qu’elle n’y est pas bornée.
Exercice 88 [ENS U 2026 # 88] Soient (ay,)n>0 € CNet f: z +— Z::B anx™. On pose

E.(f) = {z eC||z|=1et Zanz" converge}.

1. Montrer que E.(f) peut étre vide, le cercle unité U tout entier, ou U\ S avec S une partie finie. Montrer en revanche que E.(f)
ne peut pas étre n’importe quel sous-ensemble de U.

2. On suppose que a,, — 0. Montrer qu’il est possible que E.(f) = @ ou que E.(f) = {1}.

Exercice 89 [ENS ULSR 2026 # 89] Si n est un entier supérieur ou égal a 2, un élément o de S,, est dit en zigzags si, pour tout
i €{2,...,n— 1}, 0(i) n’est pas compris entre o(i — 1) et o(i + 1). Une permutation en zigzags est dite ascendante si (2) > (1),
descendante dans le cas contraire.

1. Montrer que, sin > 2, il y a autant de permutations en zigzags ascendantes que descendantes.

2. Pour n > 2, soit A,, le nombre de permutations de {1,...,n} en zigzags et ascendantes. On convient que A9 = A; = 1. Pour
n > 1, vérifier que
n
n
2An+1 = ;) (k) AkAn—k~

Soit f: x Z:ico %x”.
3. Montrer que le rayon de convergence de f est supérieur ou égal a 1.
4. En utilisant une équation différentielle, déterminer une expression de f ().

Exercice 90 [ENS ULSR 2026 # 90] Soit £ = C?([0, 1],R). Soit ¢ : E — E l'application qui & f € E associe
T 1
o(f):z€]0,1] — / sf(s)ds—l—x/ f(s)ds.
0 T
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1. Déterminer ker((p) et 'ensemble des valeurs propres de ¢, ainsi que les espaces propres associés.
2. Onpose Py = let,pourn € N, P11 = ¢(P,). Déterminer, pour tout z € [0, 1], le rayon de convergence de la série entiére
> Pu(x)z™.
Exercice 91 [ENS SR 2026 # 91] 1. Déterminer le domaine de définition de f : x — f0+°° 117; .
2. Déterminer la limite en 400 et un développement asymptotique a deux termes de f en +oc.

Exercice 92 [ENS SR 2026 # 92] Soientr > 0et G = {z € C| |z| = r}. Pour f : G — C continue, on note

1 2

I(f) = o /. f(re®)ret dg.

1. Calculer I(z + 2¥) et[<z|—> ﬁ) sikeNetaeC\G.
2. Soit f : C — C la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini. Soit a € C avec |a| < r. Montrer que

I(z»—) ﬂz)) = f(a).

zZ—a

3. Soit M € M,,(C). Montrer que, si r est assez grand,
eM =1 (2w e* (2, — M)™),

ou la fonction [ est appliquée coefficient par coefficient.
Exercice 93 [ENS U 2026 # 93] Déterminer un équivalent, quand § — 0, de

too +00 e—th
exp (Z(—l)”/ ; dt) .

n=1 4

Exercice 94 [ENS ULSR 2026 # 94] Pour v : R — R, on note (E,,) I’équation différentielle 4" + u(t)y = 0.

1. Soient b > a > 0 réels. Montrer qu’il existe une fonction continue u : R — [a, ] telle que (F,) posséde une solution non
bornée sur R.

2. Montrer qu’il existe une fonction continue v : R — R, tendant vers 1 en 400, telle que (E,, ) posséde une solution non bornée
sur Ry.

Exercice 95 [ENS L 2026 # 95] Soit f € C°([0, 1],R). On considére une solution y € C?([0, 1], R) du probléme aux limites

' —y=1f  y0)=y(1)=0.

Exercice 96 [ENS ULSR 2026 # 96] Soient n € N* et S € S;-*(R). On pose

0o -I,
() )

1. Montrer que les solutions sur R du systéme différentiel X’ = JSX sont bornées.

1. Montrer que la solution y est unique.

2. Montrer que

2. Montrer qu’il existe des réels A1,..., A\, tels que JS soit semblable sur C a la matrice diagonale de coefficients diagonaux
TAL, =L, .o, B A, =i A,
Exercice 97 [MAGISTERE DE RENNES 2026 # 97] Soient N : R, — R, continue et strictement croissante, et a > 0.
1. Montrer que I’application .y
. w
L:veR) +— ’ W
est bien définie, de classe C'!, injective et posséde une limite (finie ou infinie) en 0. On note cette limite L(0).
2. Soient T' > 0,u € C1([0,T[,R+), A € Ry et B : [0,T[— Ry continue et intégrable tels que, pour tout ¢ € [0, T,

u(t) < A—i—/o B(s)N(u(s)) ds.

a. On suppose A > 0. Montrer que, pour tout ¢ € [0, T,

ot

—L(u(t)) < —L(A) +/0 B(s)ds.

b. Expliciter I'inégalité précédente quand B est constante et N est 'identité. c. On suppose A = 0 et L(0) = +oo. Montrer que
u(t) = 0 pour tout ¢ € [0, T7.
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3. Etendre ce qui précéde au cas oi1 u est seulement continue.
Exercice 98 [ENS L 2026 # 98] Soient z,y € C*(R,,R) telles que

{x’(t) = —y(O)(1 + 2(t)y(t)) — 23(1),
Y (1) = 2(t)(1 — 2(t)y(t) — y3(2).

1. Etudier le comportement asymptotique de x et ¥.
2. En posant X (t) = (x(t), y(t)), décrire le mouvement.

Exercice 99 [ENS ULSR 2026 # 99] Soient m,n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient A € M,, ,,,(R) et
B €R™ Onpose S ={X € R™ | AX = B} et on suppose S non vide.

1. Montrer que S admet un élément de norme minimale et le caractériser géométriquement.

2. Soientt > 0,qg > 1et
1 t
fi: X ER™— 5||X\|2 + 5||AX — B4

a. Montrer que f; atteint son minimum en un unique point Xy. b. Soit (uj)x>1 une suite d’éléments de R™ telle que fi(uy) —
min f;. Que dire de la suite (ug)?

Exercice 100 [ENS SR 2026 # 100] On se place dans un C-espace vectoriel E de dimension finie. Soit f € L(FE). On pose p =
max{[A[ | A € Sp(f)}.
1. Montrer que f est trigonalisable puis que, pour tout ¢ > 0, il existe une base B, de E telle que la matrice M = Matpg_(f)
vérifie M; ; =0sij <iet|M, ;| <esij>i.
2. En déduire qu’il existe une norme N, sur E telle que N.(f(z)) < (p + &)N.(z) pour tout z € F.
3. Montrer que le résultat persiste sur R.

4. Soient (E, (-, -)) un espace euclidien et f € GL(FE). Montrer que ¢ : z € E \ {0} — f(z)/||f(x)| est de classe C! et calculer
sa différentielle.

5. Quels sont les points fixes de ¢ ?
Exercice 101 [ENS SR 2026 # 101] Soient f : R? — R de classe C*! et (z¢, y9) € R%. On définit, pour (z,y) € R?,

1
Alz,y) = /0 g—gfc(afo +t(x — x0),y) dt,

1
0
B(x,y) = / i(x(), Yo +t(y — o)) dt.
o Oy

1. Apreés avoir rappelé les hypothéses de continuité sous le signe intégral, montrer que A et B sont continues.
2. Montrer que, pour tout (z,y) € R?,

f(a?,y) = f($07yo) + (.23 - xo)A(JZ, y) + (y - yo)B(%y)

3. Montrer que si ¢ : R — R vérifie les hypothéses suivantes : a. ¢ est continue; b. f(x,p(z)) = 0 pour tout z € R; c.
%(937 ©(z)) # 0 pour tout z € R; alors ¢ est de classe C'1.
Exercice 102 [ENS SR 2026 # 102] Soit || - || une norme sur R™. On note || - ||op la norme subordonnée sur £L(R™).
1. Soient f : R™ — R™ de classe C'! et U un ouvert convexe tels que ||df (z)||op < M pour tout z € U. Montrer que, pour tous
(z,y) € U [If(z) = fW)ll < Ml —y].
2. Dans la suite, f est de classe C? et U n’est plus supposé convexe. On suppose qu’il existe a € U tel que f(a) = 0 et df (a) soit
inversible. Montrer qu’il existe un ouvert V' C U contenant a tel que, pour tout « € V, df (x) soit inversible.

3. On définit ' : V — R" par F(x) = x — (df (z))~1(f(x)). Montrer qu’il existe un ouvert non vide W C V tel que F(W) C W
et que, pour toute suite définie par zg € W et 11 = F(xy), la suite (x)) converge vers a.

4. Soit P € R[X]. On suppose qu’il existe une matrice A telle que P(A) = 0 et P’(A) soit inversible. On définit au voisinage de
A Tapplication F' : M +— M — (P'(M))~'P(M). Montrer qu’il existe un ouvert non vide W tel que, pour toute suite définie
par My =M € W avec AM = M A et M1 = F(Mjy), la suite (M},) converge vers A.

Exercice 103 [ENS L 2026 # 103] On munit R? de sa structure euclidienne orientée canonique. On note S la sphére unité, B la boule
unité fermée et r la rotation d’angle /2. Soient u : R> — R? de classe C'! et z : R, — R? de classe C" telles que :

1. 2'(t) = u(z(t)) pour tout t € Ry ;
. {u(y),y) < 0 pour touty € R\ B;

- (u(y),r(y)) = |lyll* pour tout y € S;
4. il existe e € S tel que (u(e),e) < 0.

w N

Montrer qu’il existe 7' € R tel que, pour tout ¢ € [T, +o0],

xz(t)| < 1.

Exercice 104 [ENS ULSR 2026 # 104] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit f € C''(R™, R) une fonction minorée.
Onnote f* =infgn f, S={z € R" | Vf(z) =0} et E = {z € R" | f(z) = f*}. On note (PL) la propriété

1
Ju>0,V¥z R, f(z)—f* < @Ilvf(x)llz-
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1. Quellien y a-t-il entre S et E lorsque f vérifie (PL)?
2. Soit E/ C R™ un sous-espace affine. Existe-t-il une fonction f vérifiant (PL) pour laquelle E = E’? Méme question lorsque
E’ est la sphére unité de R™.
3. On suppose que f vérifie (PL). Montrer que F est connexe par arcs.
Exercice 105 [ENS L 2026 # 105] Soientd € N*, u: R? — R?et ¢ : R x RY — R telles que, pour tout (¢, ) € R x RY,

D0 = ulelta). ol0,7) ==

Pour ¢t € R, on note ¢; = (t,-). On suppose que tr(du(z)) = 0 pour tout z € R% Montrer que, pour tout (£,z) € R x R,
det dy:(z) = 1.

2) Géométrie

Exercice 106 [ENS SR 2026 # 106] On appelle similitude directe de C une application de C dans C de la forme z — az + b avec
(a,b) € C* x C.

1. Montrer que 'ensemble des similitudes directes est un groupe pour la composition.

2. Rappeler I’écriture complexe d’une rotation.

3. Soient A1, Az, A3 des points du plan d’affixes z1, 22, z3. Montrer que A; A3 A3 est un triangle équilatéral direct si et seulement

sizy+ jzo —|—j223 =0.

4. Peut-on généraliser pour caractériser un polygone régulier a n cotés?

Exercice 107 [ENS L 2026 # 107] On munit R? de sa structure affine euclidienne canonique. Pour v € R2, soit ¢, la translation de

vecteur v.

1. Soit G' 'ensemble des bijections de R? dans lui-méme de la forme ¢, o u ot u € GL2(R) et v € R?. Montrer que G est un
sous-groupe du groupe des bijections de R? sur lui-méme et que, si (a1, by, c;) et (as, bz, o) sont deux triplets de points non
alignés de R?, il existe un unique g € G tel que g(a1) = as, g(b1) = ba, g(c1) = ca.

2. On appelle ellipse toute image d’un cercle de rayon strictement positif de R? par un élément de GG. Montrer que, pour tout
triangle non aplati 7' = (a, b, ¢) de R?, il existe une ellipse tangente aux cotés de T en leurs milieux.

Exercice 108 [ENS L 2026 # 108] Soit M C R? une partie du plan contenant au moins deux points. On dit que M vérifie la propriété
(P) si, pour tous P,Q € M avec P # (@), la droite (PQ) n’intersecte M qu’en P et (). On dit que M est maximale si, pour tout
X ¢ M, M U{X} ne vérifie plus (P).

1. Trouver tous les sous-groupes additifs de R? vérifiant (P).

2. Montrer qu’il existe une partie dense de R? vérifiant (P).

3. Montrer que le cercle unité est maximal.

4. Soit Q un ouvert borné de R? tel que la frontiére de (2 vérifie (P). Que dire de 2?
Exercice 109 [ENS L 2026 # 109] On munit R? de sa structure euclidienne standard. Une ellipse est définie comme I'image directe
du disque unité fermé par un certain endomorphisme f de R?, et I'on définit son aire comme 7| det(f)|. Soit K une partie compacte
non vide de R2.

1. Montrer que, parmi les disques fermés contenant K, il en existe un et un seul de rayon minimal (éventuellement nul).

2. Montrer que, parmi les ellipses contenant K, il en existe une d’aire minimale.
Exercice 110 [ENS ULSR 2026 # 110] Soit C' C R? une partie convexe compacte dont la frontiére est une courbe de classe C'*. On
définit un billard commengant par un point M de la frontiere et un vecteur ¥ comme le chemin obtenu en faisant des rebonds chaque
fois que la trajectoire touche la frontiére, de sorte que les rebonds soient symétriques par rapport a la normale au point de réflexion.

Montrer qu’il existe une trajectoire triangulaire périodique. Indication : prendre un triangle dont la somme des longueurs des cotés
est maximale.

3) Probabilités
Exercice 111 [ENS SR 2026 # 111] 1. On considere trois dés équilibrés dont les faces sont numérotées respectivement par les
ensembles {18,9,8,7,6,5}, {17,16,15,4,3,2} et {14,13,12,11,10,1}, et l'on note A, B, C les résultats de chaque lancer.
Calculer P(A > B),P(B > C) et P(C > A). Commenter le résultat.
2. On numérote les faces de trois dés a n faces avec les entiers de 1 4 3n et 'on note A, B, C les résultats de chaque lancer. Montrer
que 'une des trois probabilités P(A > B), P(B > C) ou P(C > A) est inférieure ou égale a 2/3.
Exercice 112 [ENS SR 2026 # 112] On considere un tableau de taille n x n, dont on révéle les cases une par une aléatoirement.
1. Soient m € N* et i € [1,n]. Calculer la probabilité qu'aprés m étapes, la ligne ¢ n’ait aucune case révélée. La majorer par
(I—=1/n)™.
2. On note H,, le nombre d’étapes nécessaires pour que toute ligne et toute colonne contienne au moins une case révélée. Soit
€ > 0. Montrer que P(H,, > |(1 +¢)nlnn|) — 0 lorsque n — +o00. Déterminer la vitesse de convergence.

3. Soit ¢ €]0, 1[. On note X, le nombre de lignes ne contenant pas de case révélée a I'instant 7 = | (1 — €)nInn]. Montrer que
E(X,) — +oo lorsque n — +o0.

4. Montrer que P(X,, =0) — 0.
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Exercice 113 [ENS U 2026 # 113] Que dire de deux variables aléatoires réelles discrétes indépendantes X et Y telles que X + Y et
Y soient indépendantes ?

Exercice 114 [ENS U 2026 # 114] Soit, pour n € N*, M,, une matrice aléatoire dont les coefficients sont des variables aléatoires i.i.d.
suivant la loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Montrer qu’il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que, pour tout n € N*,

P(M,, € GL,(R)) > c.

Exercice 115 [ENS U 2026 # 115] Soit R > 0. On choisit aléatoirement un polynéme P,, € C,,[X] unitaire de degré n, & coefficients
indépendants suivant la loi uniforme sur B(0, R) N Z[i]. Ou se situent les racines de P, quand n tend vers +00?
Exercice 116 [ENS L 2026 # 116] On définit, pour une suite de réels u = (u;);>0. la suite de matrices H(u) telle que H,(u) =
(Uitj—2)1<i,j<n-
1. On suppose que, pour tout n € N, u,, = E(X™), avec X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment de tout
ordre. Montrer que toutes les matrices H,,(u) sont symétriques positives. Quel est leur rang ?

2. On suppose que ug, . . . , ugpr—2 vérifient Hys(u) € Si;7(R). Montrer que la suite u peut étre prolongée a partir du rang 2M — 1
en une suite infinie telle que, pour tout n > M, rg(H,(u)) = M.

3. On suppose que H,,(u) € S;' (R) pour tout n € N. Montrer que les seules natures possibles pour la suite (rg(H,,(u)))n>0 sont :
soit rg(H,, (u)) = n pour tout n € N; soit il existe M tel que rg(H,(u)) = n pour n < M, puis cette suite est stationnaire
égale a M.
Exercice 117 [ENS U 2026 # 117] Soit o une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur &,,,. Quelle est la loi de la longueur du
cycle de o contenant 1?
Exercice 118 [ENS L 2026 # 118] Soit p > 5 un nombre premier. On admet que le polyndme X3 — 1 a pour unique racine 1 dans F,,
si et seulement si p = 2 (mod 3). On tire une matrice M dans GL3(F,) avec la probabilité uniforme. Calculer P(M?3 = I3).
Exercice 119 [ENS ULSR 2026 # 119] Soit n € N*. On dit que la matrice A € M5(Z) est inversible modulo n s’il existe B € Mo (Z)
telle que, pour tous (i, j) € [1,2]°, (AB); ; = 6;; (mod n).

1. Montrer que A est inversible modulo 7 si et seulement si det(A) An = 1.
2. Soient a, b, ¢, d des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,n — 1], et M = (i Z) Calculer la probabilité que

M soit inversible modulo n pour n = p*, avec p premier et k € N*,
Exercice 120 [ENS L 2026 # 120] Soient n € N* et (ay,b1),...,(ak,bs),... une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi
uniforme sur [1, n]. Pour m € N*, soit 0,,, la permutation aléatoire o,,, = (a1 b1) © - -+ 0 (@, by), €t s0it Ly, 1a loi de oy,
1. Pour m € N*, exprimer pi,,+1 en fonction de fiy,.
2. A quelle condition sur m a-t-on p,,({o}) > 0 pour tout o € &,,?

Exercice 121 [ENS U 2026 # 121] Soient (X,,),,>1 une suite ii.d. de variables aléatoires suivant la loi de Poisson de paramétre \.
Pour N € N*, on pose
Ny,
Sy = TO‘Z’ FN$ER'—>P(SN§.’E)
i=1
Montrer que la suite (Fy) converge; on note F' sa limite. Pour quelles valeurs de & > 0, A > O et > 0 a-t-on F'(z) > 0?
Exercice 122 [ENS L 2026 # 122] 1. Soient a €]0,1[ et b € RY. Montrer qu’il existe ¢4, > 0 tel que, pour toute variable aléatoire
Z avaleurs dans R vérifiant E(Z) = 1 et E(Z?) < b, onait P(Z > a) > cq.
2. Soient (X})i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Rademacher et, pour n € N*, S,, = X1 +--- + X,,. a.
Montrer que, pour tout a > 0, il existe ¢(a) > 0 tel que, pour tout n assez grand, P(S,,/v/n > a) > ¢(a). b. Montrer que

P ( S ) est bornée | = 0.
\/ﬁ n>1

Exercice 123 [ENS ULSR 2026 # 123] 1. Montrer que la fonction 7 qui associe a un entier naturel non nul son nombre de diviseurs
positifs vérifie 7(mn) = 7(m)7(n) pour tous m,n € N* premiers entre eux.

2. Trouver un équivalent de E(7(Tx)) quand N — +oo, ot Ty ~ U([1, N]).
3. Montrer que P(7(Tx) > In*(N)) = O(1/In®(N)) quand N — +oc.

Exercice 124 [ENS L 2026 # 124] Soientp € N*, N € N avec N > 2, et Xg, X1,..., X des variables aléatoires complexes telles
que, pour tous 4,5 € {0,..., N},

AN
i — J
E(X, - X;|7) < (=2
(x-xm < (5
1. Soit n > 0. Donner une majoration de P (max;<;<n | X; — Xo| > n).

2. A partir de quel p cette majoration est-elle pertinente ?

Exercice 125 [ENS L 2026 # 125] Soit (pn)nen € [0, 1]N. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes telle que,
pour tout n € N, X,, ~ B(p,,). Montrer I'équivalence entre :

1. pour toute distribution de probabilités (¢;);>0 sur N, il existe une suite (g,,) de fonctions de {0,1}""! dans N telle que
(gn(Xo, ..., X,)) converge presque siirement vers une variable aléatoire suivant la loi associée a (g;);
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2. Z:Lrg pn(l—pn) = +oo.
Exercice 126 [ENS U 2026 # 126] 1. Soit p €]0, 1[. Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique
de paramétre p. Pour n € N*, on note M,, = max(Xj, ..., X,). Donner un équivalent simple de E(},,) quand n — +o0.

2. Soit (Y;);en une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0. Pour n € N*, on note P,, =
max(Y7,...,Y,). Montrer que E(P,,) = o(E(M,)), puis trouver un équivalent de E(P,,).

Exercice 127 [ENS U 2026 # 127] Soient 8 €]2, +-00][ et (Xj)x>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telles que, pour tout m € N*,
1 1

) mA”

Pour n € N*, soit M,, = max(Xj, ..., X, ). Déterminer un équivalent simple de E(M,,).

Exercice 128 [ENS U 2026 # 128] Soient (py)r>0 €]0, 1[N et (X4)x>0 une suite de variables de Bernoulli indépendantes telle que
pr = P(X) = 1) pour tout k& € N. Soit (ax)x>0 une suite de réels positifs.

P(Xl = m) =

1. On suppose que ) _, -\ axPr < +00. Montrer que, pour tout A € R7,

i <
ngrpr (Z ap Xy < A) > 0.

k=0

2. On suppose que ), .y @xPr = +00 et que (ay) est bornée. Montrer que, pour tout A € RY,

dim P (Z ap Xy, < A) = 0.
k=0
Exercice 129 [ENS ULSR 2026 # 129] Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires discrétes réelles indépendantes. On suppose que,
pour tout k € [1,n], E(|X%|) < 400 et E(X}) > 0. On note Sy, = Zle X;.
1. Montrer que, pour tout C' > 0,

P (max(S1,. .., S,) > €) < L5, 0)).

C
2. On suppose de plus que, pour tout k € [1,n], E(X}) = 0 et E(X?) < +00. Montrer que, pour tout C' > 0,
E(S7)
P (max(|Si],...,|Sn]) > C) < o2

Exercice 130 [ENS SR 2026 # 130] Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On note X <y Y la condition Vm €
N, P(X >m) <P(Y >m).Soient 0 < p < ¢ < letn € N*.

1. On suppose que X ~ B(n,p) etY ~ B(n,q). Montrer que X <y Y.

2. Montrer que si X et Y sont a valeurs dans N et que k — l:,g/(::; est décroissante, alors X <y Y.

3. Soient X', Y’ deux variables aléatoires telles que X’ ~ B(n,p) et Y’ ~ B(n, q). Soient X, Y des variables aléatoires telles que,
pour k € [1,n],
P(X' = k)
1-P(X' =0)

Justifier que de telles variables aléatoires existent. Montrer que X < Y.

P(Y' = k)

PYY =h) = 15—y

P(X =k)=

Exercice 131 [ENS L 2026 # 131] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, et (X})x>1 une suite de variables aléatoires 1.i.d.
suivant la loi de X. Pour n € N et x € R, soient

S, = ZX’“ up(z) = P(S, < nzx).
k=1

1. On admet que, si (ay,)n>1 est une suite réelle sous-additive, alors (a,,/n),>1 converge dans RU {—oo}. Montrer que, pour tout
x € Ry, la suite ( {/uy,()),>1 converge vers un élément v(z) de [0, 1].
2. A quelle condition sur X la fonction v est-elle constante égale a 1?
3. On suppose qu'il existe ¢ € R’ tel que E(e’X) < +oc. Résoudre I'équation v(x) = 1.
Exercice 132 [ENS ULSR 2026 # 132] 1. Soit h : w € Ry — (1 + u)In(1 4+ u) — u. Montrer que h est positive, convexe et en
donner un équivalent en 0.
2. Soit X une variable de Poisson de parameétre A > 0. Montrer que, pour tout u > 0,

P(X > A1 +u)) <e MW,

Exercice 133 [ENS U 2026 # 133] Soit d € N*. Pour = = (x1,...,24),y = (y1,...,ya) € Z% on note x < y si x; < y; pour tout
1 <i < d.Onditque f : Z? — R est croissante si z < y implique f(z) < f(y). Soient f, g deux fonctions croissantes et bornées de

Z% dans R. Montrer que
E(f(Xla s 7Xd)g(X17 cee 7Xd)) > E(f(le e de))E(g(le s 7Xd))

dans chacun des cas suivants :
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1. Xy,..., X  sont des variables de Bernoulli indépendantes;
2. X1,..., Xy sont des variables de Poisson indépendantes.
Exercice 134 [ENS SR 2026 # 134] Soit X une variable aléatoire réelle. On note F'x : t € R +— P(X < t). Pour ¢ €]0, 1], on pose

Cx(q) =inf{t e R| Fx(t) > q}.

1. Soit ¢ €]0, 1[. Montrer que C'x (¢) est bien défini. Calculer Cx (¢q) pour X ~ B(p) avec p €]0, 1].
2. Soient z € R et g €]0, 1[. Montrer que Cx (¢q) < x si et seulement si ¢ < Fx (z). En déduire que

1
0

En déduire une expression de E(X) lorsque X est 4 valeurs dans N.
3. Soit Cx (q) = sup{t € R | P(X < t) < ¢}. Montrer que C_x (¢q) = —Cx (1 — q).
Exercice 135 [ENS ULSR 2026 # 135] On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans Z est symétrique si X ~ —X. Soit (X,,)n>1
une suite de variables aléatoires symétriques ii.d. a valeurs dans Z. Pour n > 1, on pose S,, = > ., X; et, pour x € Z, p,(z) =
P(S, = z).
1. Pour n, k > 1, montrer que

D) = D pa(W)pi(z —y).
yezZ
2. Montrer que 'application 2 +— pa, () atteint un maximum sur Z en un unique point.
3. On suppose maintenant que X; ~ U({—1,1}). Montrer que, pour tout n > 1 et tout x € Z,

2

Exercice 136 [ENS U 2026 # 136] Soient (ay, )nen et (bn)nen des suites telles que, pour toutn € N, ay,, b, € [0,n] eta, +b, =n—c,
avec ¢ € N fixé. Pour n € N, soit V,, (resp. IW,,) un sous-espace vectoriel aléatoire suivant la loi uniforme sur I'ensemble des sous-
espaces de (Z/pZ)" de dimension a,, (resp. b,). On suppose que V,, et W,, sont indépendants. Donner une condition nécessaire et

suffisante pour que la suite
(P(dim (V5 + Wy) = apn + bn)),en
converge et déterminer sa limite le cas échéant.

Exercice 137 [ENS ULSR 2026 # 137] Soient m,n € N*, z1,...,Zm,Y1,...,Yn € Ravecx; < --- < xpety; < -+ < yn. Soient
a1,...,am,b1,...,by € R} tels que Z?ll a; = 2?21 b; = 1.Soient X, Y deux variables aléatoires de lois données par P(X = ;) =
a; et P(Y = y;) = b;. Une matrice de couplage de X, Y est une matrice P = (p; ;) € My, »n(R) telleque p; ; = P(X = 2;,Y = y;);
on pose C(P) = E((X — Y)?) et le couplage est optimal si P minimise C'(P).

1. Justifier que C'(P) ne dépend que de la matrice P et montrer I'existence d’un couplage optimal.

2. Justifier que minimiser E((X — Y')?) revient & maximiser E(XY).

3. Posons Ag = By = 0, 4; = a1+ - -+a; et Bj = by+- - -+b;. Définissons I[; =]A;_1, A;] et J; =]|B,_1, Bj],puisp’{’j = |LNJj|.

Montrer que la matrice (p; ;) est 'unique matrice de couplage optimal.

Exercice 138 [ENS U 2026 # 138] Soientn > 2 et N > 2 deux entiers, et X1, ..., X,, des variables aléatoires réelles indépendantes
telles que X7 + - - - + X, suive la loi uniforme sur [0, N — 1]. Est-il vrai que les X; suivent des lois uniformes?

Exercice 139 [ENS U 2026 # 139] Soit p € [0,1], (X, )n>0 une suite ii.d. de variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p, et
(Y)n>o la suite définie par Y = 1 et, pour n € N,

Y1 = -(V2+4X, +2).

1
5
Pour n € N, on pose

F,:2xz €R— P(min(Yy,...,Y,) < z), G, iz € R— P(max(Yy,...,Y,) < z).

Montrer que les suites de fonctions (F),) et (G,,) convergent simplement vers des fonctions de R dans R que I'on déterminera.

II) ENS PSI AUTRE

1) Algebre

Exercice 140 [ENS 2026 PSI # 140] 1. Soient p un nombre premier, n € N et a > 0. Quel est le nombre de multiples de p® entre
letn?

2. Montrer que la plus grande puissance de p qui divise n! est
+oo
> |5
a=1 pa
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3. Montrer que, lorsque xr — 400,

p<lx
p premier

Exercice 141 [ENS 2026 PSI # 141] Soient a; < ag < --- < ay, des réels. On pose par convention a,11 = +00. Soit (nk)1<p<n €
(N*)™. Soit

f:xeR\{ay,... an}l—>z [tk d:an.
k=1

Tr — ag

Soit £ > 0, et posons Ry : v € R = = f( 5

1. Donner un développement asymptotique a deux termes en +oco de f puis de R;.
2. Soit 4 € [1,n]. Justifier que f réalise une bijection de Ja;, a;11[ sur un intervalle I; que ’on précisera. On note g; sa réciproque.

+oo ds
gi“)*“":/t Fla)]

3. Montrer que, pour tout ¢ > 0,

4. Soient z € Rett¢ > 0. Montrer que

1[I, (z— aL 1
Rt(l) =7 n171
EIT (o — ailt Z 0 17 ()]’
5. Montrer que, pour tout ¢ > 0,
= 1 d

Z g 2

6. Soit P un polynome réel scindé. Soit ¢ > 0, et posons

Et:{xER];(x)>t}.

Montrer que E} est une réunion finie d’intervalles ouverts et que la somme de leurs longueurs vaut d/t, ou d est le degré de P.
Exercice 142 [ENS 2026 PSI # 142] 1. Soit A € M,,(R) n’ayant pas de valeur propre réelle. Montrer que det A > 0.

Soient A, B € M,,(C) et
A B
v= (5

2. On suppose que Spr(M) = &. Montrer que det M > 0.

3. On suppose que M est diagonalisable. Montrer que det M > 0.
Exercice 143 [ENS 2026 PSI # 143] Soit K = R ou C et soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f € L(FE).

1. Montrer que ker f = ker(f?) si et seulement si E = ker f & Im f.

2. Trouver un exemple d’espace F et d’application f € L(FE) telle que Im f = ker f.

3. Si K = C, montrer que f est diagonalisable si et seulement si, pour tout A € Sp(f), ker(f — Aid) = ker((f — Xid)?).
Exercice 144 [ENS 2026 PSI # 144] Soitn > 2.

1. Résoudre I'équation AAT A = I,, d’inconnue A € M, (R).

2. a. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si A € M,,(C)? b. Trouver une solution non diagonale dans M., (C). Plus
généralement, donner une infinité de solutions non diagonales dans M,, (C).

Exercice 145 [ENS 2026 PSI # 145] Soient A, B € S,/ " (R).
1. Montrer qu’il existe Q € GL,, (R) et une matrice diagonale D € M,,(R) telles que A = QQ7 et B = QDQ™. Montrer que les

coeflicients diagonaux de D sont strictement positifs.
2. Montrer que det(A + B) > det A + det B.
3. Montrer que S,;" 7 (R) est dense dans S, (R). En déduire une inégalité générale valable sur S, (R).

Exercice 146 [ENS 2026 PSI # 146] Soit n € N*. Soit A € S,,(R) a coeflicients dans {0, 1} et de trace nulle. Soient J € M,,(R) et
U € R™ dont tous les coefficients sont égaux a 1. On note A% = (b; j)1<i j<n- On suppose qu’il existe d € N* tel que

A2+ A—(d-1)I, =J

1. a. Déterminer Sp(J) et les dimensions des sous-espaces propres de .J. b. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], b;; est égal au
nombre de coeflicients égaux & 1 dans la colonne (ou la ligne) numéro i de A. c. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], a;; = 0, puis
que bi,i — (d — 1) =1.

2. Posons P(X) = X2 + X — (d — 1). a. Montrer que si \ est une valeur propre associée a A, alors P()) est une valeur propre
associée a J. b. Montrer que n = d? + 1. c. Montrer que E;(n) = E4(d).
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3. Soient @ > b les racines de P, A le discriminant de P, F,, = {X € R" | AX = aX}, F, = {X € R*" | AX = bX},
a = dim(Fy,) et § = dim(F}). a. Expliciter a et b. Peut-on avoir 3 = 0? b. Montrer que 1 + o+ 8 =n,d+aa+ b =0
et VA(a — ) = d* — 2d. c. Montrer que d appartient 4 un ensemble fini que 'on déterminera. On pourra raisonner sur la
condition VA € N.
Exercice 147 [ENS 2026 PSI # 147] 1. Soit A = (a, ;) € S;7*(R). Montrer que, pour tout k& € [1,n], det((a; ;)1<i,j<k) > 0.
2. On cherche désormais 4 démontrer la réciproque. Soit M € S,,(R), que l'on écrit par blocs

M, V
= ().
avec M,_1 € S,,—1(R). On suppose que tous les mineurs principaux dominants vérifient det((a; ;)1<; j<x) > 0. a. Montrer

quil existe @ € GL,(R) telle que
C?Tﬂicg__ A4n—1 0
= 0 5

avec 3 > 0. b. Conclure.
3. Pour quelles valeurs de n € N* la matrice tridiagonale

2 1 0 0

1 2 1
An=10 1 2 0
.
0 0 1 2

appartient-elle 2 S,;" T (R) ?
Exercice 148 [ENS 2026 PSI # 148] Soient A € S,,(R) et B € S, (R).
1. Montrer qu'il existe C' € S+ (R) telle que C? = B.
2. En déduire que AB est diagonalisable.
3. On suppose de plus que A est positive. Montrer que Sp(AB) C Ry.

4. Soit A € Sp(AB). Montrer que

min af <A< max af.
a€Sp(A) a€Sp(A)
B€Sp(B) BESP(B)

Exercice 149 [ENS 2026 PSI # 149] Soit n > 2. Pour A, B € M,,(R), on pose (A, B) = Tr(AT B).
1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire.
2. Soit A € M,,(R). Montrer que AAT a n valeurs propres positives notées A\; > --- > \,,. Déterminer
sup [|ATz|s.

z€R™
lzll2=1

3. On note E,. 'ensemble des matrices de M,,(R) de rang au plus . Montrer que tout élément de F peut s’écrire sous la forme
xyT, onx,y € R
4. Montrer que, pour tout A € M,,(R) et tout M € Ey,

n 1/2
|A—= Ml > <Z)\z> :
=2

Cette minoration est-elle optimale ?
Exercice 150 [ENS 2026 PSI # 150] 1. Montrer que (A, B) — Tr(AT B) définit un produit scalaire sur M., (R).
2. Soit A € M,,(R) telle que Tr(AT A) = Tr(A?). Montrer que A € S,,(R).
3. Soit A € S;77(R). Montrer que A est inversible et que A~! € S (R). Justifier les inégalités

Tr(A) Tr(A™h) > n?, Tr(A) + Tr(A™1) > 2n.

Discuter les cas d’égalité.
Exercice 151 [ENS 2026 PSI # 151] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on note S = {z € R" | ||z|| = 1}. Soient
u,v € S(R™) tels que
Ve eR", (u(x),z) < (v(z),z).

1. Soit f : S — R continue. Montrer qu’il existe xg € S en lequel la borne inférieure de f est atteinte.
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2. Justifier que w et v possedent n valeurs propres Ay > --- > A, et ug > -+ > py,. On note Gy, I'ensemble des sous-espaces
vectoriels de dimension k. Soit (f1,..., f,) une base orthonormée de vecteurs propres de u, avec u(fi) = Agfx. On veut
montrer que

A = sup min (u(x),x).
VeG zeV
lzll=1
a. Soient k € [1,n] et V € Gj. Montrer que V N Vect(f, ..., fn) # {0}. b. Montrer que le supremum précédent est inférieur
ou égal a \j. c. En déduire I'égalité.

3. Montrer que A; < p; pour tout i € [1,n].

2) Analyse
Exercice 152 [ENS 2026 PSI# 152] 1. Montrer que GL, (R) est un ouvert dense dans M, (R).
2. Soit r € {1,...,n}. Montrer que 'ensemble A, des matrices de rang supérieur ou égal a r est un ouvert de M,,(R). Donner

une condition nécessaire et suffisante pour que A, soit dense dans M,,(R).

Exercice 153 [ENS 2026 PSI # 153] Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et f € L(E). Lorsque cette définition a un sens, on
pose

Iflle = sup [ f(z)]].
reE
llzll=1
1. Si F est de dimension finie, montrer que, pour tout f € L(E), f est continue et || f||1 existe.
2. Si E est de dimension infinie, montrer que la continuité de f équivaut & I'existence de || f]| .
3. Montrer que, pour f, g € L(E) continues,

If+glle < Iflle+llglle, Nfglle < Ifllzligllz-

4. Soient f, g € L(F) continues telles que fg — gf = id. Donner, pour n € N*, une expression de f¢" — g" f. Montrer qu’un tel
couple n’existe pas.

5. On prend F = R[X]. Donner une condition nécessaire pour que D : P — P’ soit continue.
Exercice 154 [ENS 2026 PSI # 154] 1. Déterminer le rayon de convergence de »_ 2™ /nl.
2. a.Soit D € M,,(R) diagonale. Montrer que la suite
npk
(%)
k=0 neN

converge. On note sa limite exp(D). b. Méme question pour A € M,,(R) diagonalisable.
3. Soient A, B € M, (R) diagonalisables. Montrer que A et B commutent si et seulement si exp(A) et exp(B) commutent.
4. Soient A, B € M,,(R) diagonalisables. Montrer que exp(A) = exp(B) si et seulement si A = B.
Exercice 155 [ENS 2026 PSI # 155] 1. Soit z € C. Etudier la convergence de (2"),en si |2] # 1.
2. Soit § € 27Q. Etudier la convergence de (2"),en ol 2 = €.
3. Soient N € Netzg,...,zn € [0,1]. Montrer qu’il existe ¢, j € [0, N] tels que i # j et |z; — x;| < 1/N.
4. Soient &« € R\ Q et 8 € R. On pose d(«) = min, ez | — n|. Justifier I'existence de §. Montrer que, pour tout € > 0, il existe
k € N* tel que d(ka — f5) < e.
Exercice 156 [ENS 2026 PSI # 156] Soit (u;,),>0 une suite de réels positifs.
1. Déterminer un équivalent simple de m — ﬁ
2. A-t-on (Up 4 Un41) ~nostoo 2/M = Up ~postoo 1/07?
3. A-t-on (U 4 Unt2) ~nostoo 2/M = Up ~postoo 1/N7?
4. A-t-on (uy + U2pn) ~notoo 3/(2N) = Uy ~poyioo 1/0?
5. Reprendre les questions précédentes en supposant (u,,) décroissante.
Exercice 157 [ENS 2026 PSI # 157] Soient (a,b) € (R% )?. On considére les suites (u,),>0 € RN vérifiant

Un+1 _Tl+(1
Un, n+b

Vn € N,

1. a. Démontrer qu’il existe une constante K > 0 telle que u,, ~ K/n’~% b. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que ) u,, converge.

On suppose désormais cette condition vérifiée.
2. a. Montrer que (nu,,) converge et déterminer sa limite. b. En déduire la valeur de Z::{) Un.
Exercice 158 [ENS 2026 PSI # 158] 1. Montrer qu’une série numérique complexe absolument convergente est convergente.
2. On définit la suite (u, )nen+ par u; = 1 et, pour tout n € N*,

Up4+1 = Up + new.
n
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a. On suppose o > 1. Montrer que, pour tout n € N*, 0 < w41 — up, < 1/n%. En déduire que (u,,) converge. b. On suppose

a < 1. Montrer que, pour tout n € N*,
i <wul,, —ul < —
ne — n+1 n — n n

En déduire que (u,,) diverge et en donner un équivalent.

3. On suppose a > 1. On note f la fonction qui & « associe la limite de la suite (u,,) correspondante. Montrer que f est de classe

C! sur |1, +00] et ne se prolonge pas par continuité en 1.
Exercice 159 [ENS 2026 PSI # 159] 1. Soit o € Q. La fonction F} : & — cos(z) + cos(ax) est-elle périodique ?
2. Soit & € R\ Q. La fonction Fy : © — cos(z) + cos(ax) est-elle périodique ?
3. Soit & € R\ Q. La fonction Fy :  — sin(x) + sin(ax) est-elle périodique ?

Exercice 160 [ENS 2026 PSI # 160] 1. Soit 1 : R — R une fonction de classe C'! et convexe. a. Soit t; € R. Montrer qu’il existe
une fonction affine a telle que 1) > a et ¥(ty) = a(to). b. Soit f € C°([0, 1], R) positive et telle que fol f(t)dt = 1. Montrer que

w(AUﬂwﬁ)sAUuqut

2. Soient I un intervalle contenant 0 et g € C?(I,R) telle que g soit convexe. On pose
1
G:z+—> 2/ (1—1t)g"(tx) dt.
0

a. Montrer que, pour tout z € I, %G(x) = g(z) — g(0) — 2¢’(0). b. Montrer que, pour tout z € I, G(x) > ¢"(x/3).
Exercice 161 [ENS 2026 PSI # 161] Soit g : & € R% — Y Hoe L

n=1 n® :

1. Montrer que g est bien définie et étudier sa continuité.
2. Soit z > 0. On pose
1 1

0z 1t € [1,+oo[— Gi—1F @ w:t€[l,+oof— |t] +1—t.

Montrer que
+oo —+oo
s@)= [ et~ [ el
1 1

3. La fonction g admet-elle une limite en 0™ ?
Exercice 162 [ENS 2026 PSI # 162] Soit

1 A
t
J A — — dt.
/o Vi-

1. Déterminer le domaine de définition D de J.
2. Montrer que J est dérivable en 0.

3. Calculer J’(0), puis en déduire un développement limité 4 I'ordre 1 en 0 de la fonction J.

Exercice 163 [ENS 2026 PSI # 163] 1. Soit f € C'(R4,R) vérifiant f(0) = 1 et f'(z) < e~% f(z) pour tout z > 0. Montrer que

f(x) < e pour tout z > 0. Indication : considérer g(x) = f'(x) — e~ * f(z).
2. Justifier I'existence et 'unicité de la solution du probléme

y'(x) =1 +e "ylx), y0)=1, (0)=1

Montrer que, pour tout x > 0,

y(z) = e + < / e 2y (t)dt — & / y(t) dt.
2 Jo 2 Jo
3. On pose z(z) = e *|y(x)|. Montrer que
o(z) < 1+/ ABe~tdt (x> 0).
0
En déduire que y(z) = O(e”) lorsque x — +o00.
Exercice 164 [ENS 2026 PSI # 164] Soient N, o, 3 € R et £ > 0 petit devant N. Soit (z,y, z) € C*(R4, (R%)?) solution de

xl:_a%a y/:a%_ﬂgﬁ Z/:Bya

avec (z,y,2)(0) = (N —¢,¢,0).

1. Montrer que (z,y, z) posséde une limite en 400, notée (z*, y*, 2*).
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2. Trouver une relation entre z* et y*.
3. Montrer que

On pose p = a/f.
4. Que dire de z* quand p < 17
5. Lorsque p > 1, montrer que ’équation

o=V (25N

N

posséde une unique solution z(p) dans |0, N| et que celle-ci est décroissante en p.

Exercice 165 [ENS 2026 PSI # 165] Soit f : R> — R? de classe C? telle que, pour tous , y,t € R, f(tz,ty) = t* f(x,y), ol k est un
entier positif. On suppose également que

o0 f 0% f
@(x,y) + 87y2($7y) = 0.
1. Montrer que, pour tous z,y € R,
of of _
puis que
0% f 0% f 0% f
20°J 20°J _ _
v g @y)+y 052 (z,y) + 22y 5oy (z,y) = k(k = 1) f(z,y).

2. Soith : 0 € R~ f(cos®,sinf). Montrer que h”(8) + k2h(0) = 0.

3. Montrer que f est un polynéme a coefficients réels, c’est-a-dire qu’il existe p, ¢ € N et des réels a; ; tels que

P q
flz,y) = Zzai,jziyj-

i=0 j=0

3) Probabilités
Exercice 166 [ENS 2026 PSI # 166] On dit quune famille (A;)1<;<, de parties d’'un ensemble est une p-antichaine lorsque, pour tous
i#£j, A ¢ A
1. a. Donner les variations de k € {1,...,n} — (}).b.Soit k € {1,...,n}, et soit Ej, I'ensemble des parties de {1,...,n} a k
éléments. Montrer que Ej; est une p-antichaine, pour un entier p a préciser. c. Déterminer maxi <<, Card(E}).
On note &,, I'ensemble des permutations de {1,...,n}, muni de la loi uniforme. On considére une p-antichaine (4;)1<i<p
formée de parties de {1,...,n}. Pour tout ¢, on note a; = Card(A;) et E; = {0 € &,, | o({1,...,a;}) = A;}.
2. a. Montrer que les événements F; sont incompatibles et déterminer leur probabilité. b. Donner une majoration de p.
3. On note (21, ..., 2, ) une famille de réels supérieurs ou égaux a 1. On munit Q,, = {—1, 1}" de la loi uniforme. On note X la
variable aléatoire définie par X ((w;)1<i<n) = > r—, WkZk. Trouver une majoration de P(0 < X < 2).
Exercice 167 [ENS 2026 PSI # 167] Soient o, 8 €]0, 1[. Soit f : 2 — (1 — a)e™#* + ae(1=A)=,
1. Montrer que f admet un minimum sur R et donner la valeur de ce minimum.
2. Soit X ~ B(n,p) avec p €]0, 1[. Montrer que, pour tout ¢ > 0,

1p+pet>"

P(X >n(p+e)) < ( TP

3. On suppose 0 < € < 1 — p. En utilisant f, montrer que

—n

P(X >n(p+e)) <

pre\'T 1—p—e\"P""
( P ) ( 1—p )

4. Soit 0 ) 0
H:0€[0,1—-pl— (p—&-@)ln(p—i_)—l—(l—p—e)ln(%).
p

1-p

Montrer que H () > 202. En déduire que P(X > n(p+¢)) < ¢~2¢* Donner une majoration de cette probabilité par I'inégalité
de Bienaymé-Tchebychev et comparer les deux majorations.

Exercice 168 [ENS 2026 PSI # 168] 1. Soientn € N*, (ay,...,a,) € R et (by,...,b,) € (R7)". Montrer que

a2 2 .. 712
G, %y (it tan)
by bn by +--+by



2. Soit Q = {wz,...,w,} munid’une probabilité P. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires défini sur Q avec Y > 0. Montrer
que
2 2 2
S (X7\ L BOX|)?  B(X?
Y )~ EY) — EY)

Exercice 169 [ENS 2026 PSI # 169] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de série génératrice G. On suppose que le rayon
de convergence R de G est supérieur a 1. On suppose qu’il existe H € C''(R,R) telle que

G(2)G(y) = H(z* + )

pour tous z,y € R tels que max(|z|, |y|) < R.
1. Montrer que, pour tout k € N, P(X =2k +1) = 0.
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par G, dont on exprimera les coefficients en fonction de a« = E(X).
3. En déduire une expression de G et de la variance de X.

III) ENS PC AUTRE

1) Algebre
Exercice 170 [ENS 2026 PC # 170] Pour N € N*, on pose

1. Montrer que Py admet NN racines complexes distinctes.

2. Montrer que, si IV est pair, Py n’a pas de racine réelle. Montrer que, si N est impair et supérieur ou égal a 3, Py admet une
unique racine réelle ay et que —N < ay < —1.

3. Tracer le graphe de Py selon la parité de N. Donner la monotonie de la suite (ay,+1)nen-

Exercice 171 [ENS 2026 PC # 171] Soit P = """ ;a; X" un polyndme de degré n > 1, avec a; € [0,9] pour tout i € [0,n]. On
suppose que P a une racine A vérifiant Re(\) > 1.

1. Montrer que
A" < Ny + X,y <9 L
A =1
2. Montrer que Re(\) < 4.
Exercice 172 [ENS 2026 PC # 172] On dit qu'un nombre o € C est algébrique lorsqu’il existe P € Z[X] \ {0} tel que P(a) = 0.
1. Si k € N*, montrer que v/k est algébrique.

2. Soit (uy,) une suite d’entiers positifs. On définit (v,,) par vg = ug et, pour tout n € N*,

Un+1 = Un4+1 + /Un.

Montrer que les termes de la suite (v,,) sont tous algébriques.
3. Montrer que 'ensemble des nombres algébriques est dense dans C.
Exercice 173 [ENS 2026 PC # 173] Soient 2y < -- - < x,, des réels et, pour k € [0, n], posons

1. Montrer que, pour tout P € R, [X],

2. Soit n € N. Expliciter une constante C,, telle que, pour tout [a, b] C]0,1[ et tout P € R, [X],

Ch
sup |P(x)| < ——— sup |P(x)|.
v€(0,1] IPe) (b—a)" sefap 1)
Exercice 174 [ENS 2026 PC # 174] On considére ¢ : M € M,(R) — AM B, avec A, B € M, (R). Déterminer det ¢ et Tr .

Exercice 175 [ENS 2026 PC # 175] Soient A € M,, ,(R) et B € M, ,(R). Montrer que I, + AB est inversible si et seulement si
I, + BATest.

Exercice 176 [ENS 2026 PC # 176] Pour A € M,, ,,(Ry), on note rg, (A) le plus petit entier p € N pour lequel il existe B €
M, p(Ry) et C € My, (Ry) tels que A = BC.

1. Montrer que rg, (A) existe et que rg(A) < rg, (A) < min(n,m).
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2. On suppose rg(A) = 1. Montrer que rg(A) = rg, (A).

Exercice 177 [ENS 2026 PC # 177] 1. Donner un exemple de sous-espace vectoriel non nul de M,,(C) ne contenant que des
matrices non inversibles.

On souhaite montrer par récurrence que n(n — 1) est la dimension maximale d’un tel sous-espace vectoriel F'.
2. Démontrer le résultat pour n = l et n = 2.
3. On suppose dim F' > n(n — 1). Montrer qu’il existe A € F'\ {0} dont les colonnes numérotées de 2 & n sont nulles, puis qu’il
existe (P, Q) € GL,(C)? tel que PAQ = E1 ;.
4. Montrer que F' = {PMQ | M € F} ne contient pas de matrice inversible.
5. On pose
g: F' = Mna(C), M = (mi;) = (mit1j41)1<i55n-1-
Montrer que g(F’) ne contient pas de matrice inversible. Conclure.

Exercice 178 [ENS 2026 PC # 178] Soient n,p € N*. Déterminer la dimension de ’espace vectoriel
p n
M = (m; ;) € My »(R) | Ja € R, Yk € [1,n], ka’j =a= Zm“‘?
j=1 i=1

Exercice 179 [ENS 2026 PC # 179] Soient A = diag(1,2,...,n) et B = (b; j)1<ij<n OU b1 = 1, b;;,-1 = 1 pour 2 < ¢ < n, les
autres coefficients étant nuls. Montrer que
Vect{B* A" | k, £ € N} = M, (R).

Indication : commencer par déterminer Vect(A¥ | k € N).
Exercice 180 [ENS 2026 PC # 180] Caractériser les matrices M € GL,,(R) telles que M et M ~! soient & coefficients positifs.
Exercice 181 [ENS 2026 PC # 181] Onpose E = C>®(R,R), X : f€e E— (t —» tf(t)) et P: f € E s f.

1. Montrer que X et P sont des endomorphismes de E. Déterminer leur noyau et leur image.

2. On pose a = %(X + P)eta* = %(X — P). Déterminer leur noyau et leur image.

3. Pour n € N*, soit )

F,={t—Qt)e "/?| Q € R,[X]}.
Montrer que a et N = aa™ induisent des endomorphismes de F,.

Exercice 182 [ENS 2026 PC # 182] Soit N € M,,(C) une matrice nilpotente d’indice de nilpotence d € N*.

1. Déterminer dim C[N], ou C[N] = {P(N) | P € C[X]}.

2. Soit Q € C[X] tel que Q(0) # 0. Montrer qu’il existe P € C[X] tel que P(NQ(N)) = N.
Exercice 183 [ENS 2026 PC # 183] Soit

1 1
A= 0
1 1

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Exercice 184 [ENS 2026 PC # 184] 1. Montrer qu’une matrice de rang 1 de M,,(C) s’écrit sous la forme XY 7T, avec X,Y €
c™\ {0}.
2. Déterminer Sp(XYT) pour (X,Y) € (C*\ {0})2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que XY soit diagona-
lisable.

3. Calculer det(I,, + XYT).

Exercice 185 [ENS 2026 PC # 185] 1. Soient A, B € M,,(C).On suppose que A et B sont diagonalisables et commutent. Montrer
que A 4+ AB est diagonalisable pour tout A € C.

2. On suppose n = 2. Montrer que si, pour tous A, 4 € C, AA + uB est diagonalisable, alors A et B sont codiagonalisables.

Exercice 186 [ENS 2026 PC # 186] Déterminer la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R) ne contenant que des
matrices diagonalisables sur R.

Exercice 187 [ENS 2026 PC # 187] Soit A € M,,(R) telle que A> — A — I,, = 0. Montrer que det(4) > 0.
Exercice 188 [ENS 2026 PC # 188] Soient A, B € M,,(C).

1. Etudier les implications entre les deux propositions : (i) A est semblable a B (ii) A et B ont méme spectre.

2. On suppose qu’il existe M € M,,(C) non nulle telle que M A = BM. Montrer que, pour tout P € C[X]|, MP(A) = P(B)M.
En déduire que A et B ont une valeur propre commune.

3. Etudier la réciproque de la question 2.

Exercice 189 [ENS 2026 PC # 189] 1. Soitn € N*, P € R[X] scindé & racines simples et de degré n, et @ € R,,_1[X]. Montrer
que, pour tout € assez petit, P + £() est scindé a racines simples.
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2. Soit D € M, (R) diagonalisable, & valeurs propres toutes distinctes. Soit A € M,,(R). Montrer qu’il existe 9 > 0 tel que, pour
tout réel e avec |e| < €9, D + A est diagonalisable.

Exercice 190 [ENS 2026 PC # 190] Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n. Un drapeau de E est une famille (Ey, ..., E})
de sous-espaces vectoriels telle que {0} = Fy C F1 C -+ C Fj. Le drapeau est total si k = n.
1. Soit (e1, ..., e,) une base de F. Exhiber un drapeau total de F. Réciproque ?
2. Soit (Eyp, ..., Ey,) undrapeau total de E. Montrer qu’il existe une base orthonormée (1, . .., £,,) de E telle que E; = Vect(eq, ..., &;)
pour tout i € [0, n].
3. Soit u € L(F). On dit que le drapeau (Ey, ..., F}) est stable par u si u(F;) C E; pour tout 7 € [1, k]. Montrer que si u est
diagonalisable, il existe un drapeau total stable par u. A-t-on unicité d’un tel drapeau?
4. Montrer que u est trigonalisable si et seulement s’il existe un drapeau total stable par w.
5. On suppose v nilpotent d’indice n. Exhiber un drapeau total stable par u. A-t-on unicité d’un tel drapeau?
Exercice 191 [ENS 2026 PC # 191] Caractériser les matrices qui s’écrivent comme somme de projecteurs orthogonaux.
Exercice 192 [ENS 2026 PC # 192] Déterminer les matrices M € M,,(R) vérifiant M7 = M? — I,,.
Exercice 193 [ENS 2026 PC # 193] Déterminer les matrices A € M,,(R) vérifiant chacune des équations suivantes :
1. ATAATA? =1,,;
2. ATAATA =1,;
3. ATATAA =1,.

2) Analyse
Exercice 194 [ENS 2026 PC # 194] On munit R™ de la norme euclidienne canonique.
1. Soient C une partie convexe, fermée et non vide de R”, et z € R™. Montrer qu’il existe un unique y € C'telque d(x, C) = ||z —y]|.
2. Déterminer les parties convexes fermées de R™ dont le complémentaire est également convexe.

Exercice 195 [ENS L 2026 # 195] Soit (uy, ), >0 définie par ug = 1 et, pour tout n € N, up41 = 1 — e~ *%~. Montrer que u,, — 0.
Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 196 [ENS L 2026 # 196] Soit a €]0, 1[. Soit (2, )nen telle que 29 = 1 et, pour tout n € N,

2 a
.'L'n+1—§ $n+ﬁ .

Montrer que (z,,) converge vers un réel £ € [0, 1], puis déterminer un équivalent de z,, — /.

Exercice 197 [ENS 2026 PC # 197] Soit f € C?(R,R) telle que f(0) = 0, f/(0) # 0 et f”(0) # 0. On définit la suite (a,,),>0 par
ag, a1 € Ret, pour toutn > 1,
flan) — f(an-1)

Ap+1 = Ap — 3 An - .
A, Ap — Qp—1

Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, si ag, a1 €]0, [, alors a,, — 0.

Exercice 198 [ENS 2026 PC # 198] Soit (a,,)nen- telle que a,, > 0 pour tout n € N*. Pour n € N*, on pose S,, = >;'_, aj. Donner
une condition nécessaire et suffisante sur (a,,) pour que, pour toute suite réelle (u,,),>1 convergeant vers ¢, on ait

n
li ! E 4
m — arur = €.
n—+o0 S, Pt Rk

Exercice 199 [ENS 2026 PC # 199] 1. Montrer que e est irrationnel.

2. Pour tout = € [0, 1], montrer qu’il existe une suite (z,),>2 telle que

Tn
IZX;H’ Zn € [0,n — 1] pour tout n > 2.
-

Exercice 200 [ENS 2026 PC # 200] Soit (u,,) une suite a valeurs strictement positives telle que ) u,, diverge. Montrer qu’il existe
une suite (w,,) a valeurs strictement positives telle que w,, = o(u,,) et >_ w,, diverge.

Exercice 201 [ENS 2026 PC # 201] Déterminer un équivalent de

+oo

Z kia’ a>1.

k=n-+1

Exercice 202 [ENS 2026 PC # 202] Soit f € C*°(R,R) telle que lim,_, ;~ f(z) = f(0) = 0. Montrer que, pour tout k£ € N, il
existe y € Ry tel que f(*)(y) = 0.

Exercice 203 [ENS 2026 PC # 203] Déterminer les fonctions dérivables f : R — R telles que

fl+n)— f(z)

Vo eR, VneN*,  f(z)= )
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Exercice 204 [ENS 2026 PC # 204] Soit f : R — R dérivable. Pour a < b, on pose

Tl (f) ={c € [a,0] | f(b) = f(a) + (b —a)f'(c)}.

1. Montrer que T}, 3 (f) n’est pas vide.
2. Caractériser les fonctions telles que 7, 4)(f) soit un singleton pour tous a < b.

On suppose désormais que f est de classe C? et vérifie la propriété de la question 2. Soit = € R tel que f”(z) # 0. Pour h > 0,
on note 0, 'unique réel de [0, ] tel que

flx+h) = f(x)+hf'(z+04).

3. Trouver un équivalent de 6, lorsque i — 0.
4. Proposer un contre-exemple si f(z) = 0.
Exercice 205 [ENS 2026 PC # 205] Soit f : [0,1] — R de classe C'! et d’intégrale nulle. Montrer que, pour tout = € [0, 1],

/Oﬂc f(s)ds

Exercice 206 [ENS 2026 PC # 206] Soient f € C°([a,b],R) et n € N*. On suppose que, pour tout k& € [0,n — 1],

1
<< sw |70
te[0,1]

b
/ thf(t)dt = 0.

Montrer que f s’annule au moins n fois sur |a, b|.
Exercice 207 [ENS 2026 PC # 207] Soient (a1, ...,ay) € RY et

z TN
cos(agr
flx) = 1., costarr) dr.
0 1+7r
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f posséde une limite finie en 4oc.
Exercice 208 [ENS 2026 PC # 208] 1. Soientr > 0 et N € N*. Montrer que

N-1
7‘N 1= H (T’ _ e?ikrr/N).
k=0

2. Soit & € C\ U. Montrer que
1
/ In|e*™™ — | dt = In(max(1,|a|)).
0
3. Soit P(X) = /\H;CV:_Ol(X —2p) = ZkN:_Ol ap X" avec A € C* et |2;| # 1. Exprimer
1 .
m(P) = / In [P(¢270)| dt

0

en fonction des z, et de \.

4. On pose M (P) = exp(m(P)) et L(P) = Z]kvz_ol |ak |- Montrer qu’il existe des constantes Cy, Cy > 0, indépendantes de P mais
éventuellement dépendantes de N, telles que, pour tout polyndme P € C[X] de degré N,

CoM(P) < L(P) < C1M(P).
Exercice 209 [ENS 2026 PC # 209] Soient X1, ..., X,, des points distincts du plan euclidien. Pour ¢ > 0, on considére

Lx(t) = sup Card({X1,...,X,} N B¢(A4,1)).
AcR?
. Montrer que L (¢) est définie et que la borne supérieure est atteinte.
. Montrer que Lx est croissante et déterminer ses limites en 0 et en +00.
. La fonction Lx prend-elle nécessairement toutes les valeurs de {1,...,n}?

B W DN =

. Pour d’autres points distincts Y1, . .., Y, € R?, montrer que
+o0
/ Lx(t) — Ly (t)| dt < +o0.
0

5. On suppose qu’il existe 6 > 0 tel que || X — Y|l < J pour tout k. Montrer qu’il existe K, dépendant de n mais pas du choix
des points, tel que, pour § assez petit,

/M \Lx(t) — Ly (t)| dt < K&.
0
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Exercice 210 [ENS 2026 PC # 210] Soient ' > 0, K € N* et (f,,)nen une suite de fonctions continues de R dans R convergeant
uniformément vers f.

1. On suppose les f,, périodiques de période T'. Montrer que f est T-périodique.
2. On suppose que, pour tout n, f,, est périodique de période k(n)T’, ou k(n) € {1,..., K}. Montrer que f est périodique.

3. Donner un exemple ou les f,, sont périodiques et f ne l’est pas. Indication : considérer
= 21X
flx) = Z 27" cos (2n> .
n=0
Exercice 211 [ENS 2026 PC # 211] On pose
1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f n’est dérivable en aucun point.
Exercice 212 [ENS 2026 PC # 212] Soiente > 0, a € [0, 1] et 8 > 0. Déterminer un équivalent, lorsque ¢ — 07, de

/1 dx
0 xa(J?—FE)ﬁ.

o sin(z
@) = /0 @) 4.

14¢2

Exercice 213 [ENS 2026 PC # 213] Soit

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est de classe C'* sur ]0, +o00].
3. L’application f est-elle dérivable en 0?
Exercice 214 [ENS 2026 PC # 214] Soientr € Ry et f: C, — C,ouC, = {z € C| |z| = r}. On pose

2m
/ f(z)dz = f(re)iret de.
C. 0

d
1. Calculer/ £ poura € C\ C,.
C, zZ—aQ

2. On suppose f développable en série entiére de rayon de convergence infini. Montrer que, pour tout r > |a

fla) = 1 Mdz.

2mi Je, 2 —a

>

3. Soit M € M,,(C). Justifier que exp(M) = ,:rif) MP¥ /k! a un sens, puis montrer que, pour r assez grand,

1

exp(M) = Tm_/c e*(zI, — M)~ dz.

3) Probabilités

Exercice 215 [ENS 2026 PC # 215] Soit X une variable aléatoire réelle positive et k € N*. A-t-on équivalence entre E(X*) < 400
et
P(X >n) =o(n=%)?

Exercice 216 [ENS 2026 PC # 216] Soit M = (M, j)1<i j<n une matrice aléatoire dont les coefficients sont i.i.d. et suivent la loi
uniforme sur {—1,1}.

1. Déterminer E(tr(M?)).

2. Soit ¢t € R. Déterminer E(xas(t)).

3. Quelle est la loi de tr(M?)?
Exercice 217 [ENS 2026 PC # 217] Soient L > 0, f : [—L, L] — R une fonction convexe, et X une variable aléatoire & valeurs dans
[—L, L] telle que E(X) = 0. Montrer que
f(L) + f(=L)

B(7(x) < L
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IV) X MP/MPI XENS
1) Probabilités
Exercice 218 [X 2026 # 218] Soit (Ay,),>1 une suite d’événements indépendants telle que Z:z P(A,,) = +oo. Montrer que, pour
tout e > 0,
. 2711 1a,
lim Pl |l S5~ -1 >¢| =0.
<| Zj:l P(Aj)

Exercice 219 [X 2026 # 219] 1. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Exprimer E((X — a)?) en fonction
de V(X), E(X) et de a.

2. Soit Y une variable aléatoire réelle telle que E(Y) = 1 et qui admet un moment d’ordre 2. Pour 6 € [0, 1], montrer que

(1-6)?

3. Caractériser le cas d’égalité.

Exercice 220 [X 2026 # 220] Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Pour k € N, on pose p, = P(X = k). On définit, pour
B €Ry,

= —Bk pre Pk
Z(ﬂ):kZOpke ) Uk = Z(ﬂ) .

1. Calculer les uy lorsque X ~ P ().

2. Montrer que 8 +— In(z(8)) est convexe.

3. Soit X g une variable aléatoire de loi (ux). Montrer que 5 — E(Xg) est décroissante.
4. Pour 8 € R, on note mg la médiane définie par

mg =min{k € N | P(Xg > k) < 1/2}.

Montrer que 5 — mg est décroissante sur R .

Exercice 221 [X 2026 # 221] Pour n € N*, soit M,, = ((My):  )1<i,j<n Une matrice symétrique aléatoire dont les coefficients
(M,,);,;, pour i < j, sont iid. de loi de Bernoulli de parameétre 1/2. On note \; (M,,) sa plus grande valeur propre.

1. Montrer que, pour tout u € R"™,

(u, Myu) < Xy(My)Jul®.
2. Déterminer le spectre et les vecteurs propres de la matrice (E((My,)i ;))1<i j<n-
3. Montrer que, pour tout ¢ > 0,
: 1 —
nEIEOOP (M (M) > (5 —¢e)n) =1.

Exercice 222 [X 2026 # 222] 1. Caractériser les projecteurs orthogonaux de rang 1.

2. Soient py, ..., pi des projecteurs orthogonaux de R™. Soit (N, ),>( une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme
sur [1, k]. Soit Xy € R™ et, pour tout r € N,

XT+1 = pN,,.(XT)~
Etudier la limite éventuelle de (E(||X,[]))n>1-

Exercice 223 [X 2026 # 223] Soient N > 2 et k € N*. On considére une grille N x [N formée de petits carrés 1 x 1. Chaque carré
est blanc ou noir, indépendamment, avec probabilité 1/2.

1. Soit Ay I'événement « il existe au moins un carré blanc de taille £ x k ». Montrer que
P(Ay) <27 % N2

2. Déterminer E(Y), n), out Yy n est le nombre de carrés blancs de taille k x k.

3. Montrer que

. V(Yen)
m —a =
N—+400 E(Yk7N)2

On pourra traiter séparément lescas k = l et k = 2.

2) Algebre
Exercice 224 [X 2026 # 224] Soit n > 3. Montrer que
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Exercice 225 [X 2026 # 225] 1. Pour n > 1, on note 7(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Montrer que
sin > 8, alors m(n) < n/2.
2. Soient p premier et n, k, @ € N* tels que £ < n et p® divise (Z) Montrer que p® < n.
3. Montrer que, pour tout entier n > 8§, il existe un nombre premier entre L\/ﬁj + letn.

Exercice 226 [X 2026 # 226] Résoudre I'équation 22 +x —2 = 0 dans Z/7Z, puis déterminer les entiers n > 2 tels que cette équation
admette exactement une solution dans Z/nZ.

Exercice 227 [X 2026 # 227] Soitn > 2.

1. Soit o une permutation de Z/nZ. On suppose que o — id est une bijection. Montrer que n est impair. Que peut-on dire si o + id
est aussi une bijection ?

2. On suppose n impair et on note D), le groupe des isométries linéaires du plan C qui laissent invariant U,,. Montrer qu’il n’existe
pas de permutation f de D, telle que g — g f(g) soit aussi une permutation de D,,.

3. Montrer que g — det g est 'unique morphisme non trivial de D,, dans {£1}.
Exercice 228 [X 2026 # 228] Déterminer le cardinal de 'ensemble

{(’Ik)k-zo e [0,9]"

n—1
¥n >0, a2 =a, (mod10"), a,= Z xklok} .
k=0

Exercice 229 [X 2026 # 229] Soient A un anneau fini et a,b € A tels que ab®> = b. Montrer que bab = b.
Exercice 230 [X 2026 # 230] Soit A un anneau tel que, pour tout = € A, il existe n € N* tel que

n
T = E {Ek.
k=2

1. Déterminer la caractéristique de A.
2. Montrer que, pour tout x € A, x? =z
Exercice 231 [X 2026 # 231] Soit G un groupe fini. On suppose que, pour tout automorphisme f de G, il existe m € N* tel que
f(x) = 2™ pour tout x € G.
1. Soient a,b € G tels que 'ordre de a divise celui de b. Montrer que ab = ba.
2. Ecrire |G| = p{* - - - p* et poser i
Gi={reG|aPi" =e}.
Montrer que G; est un sous-groupe commutatif de G.
3. Pour i # j, montrer que zy = yx pour tout (z,y) € G; x G;.
4. Montrer que G est commutatif.
Exercice 232 [X 2026 # 232] Soit G un groupe fini.
1. Soient g, h deux éléments d’ordres finis a, b qui commutent, avec a et b premiers entre eux. Montrer que gh est d’ordre fini et
déterminer cet ordre.
2. Montrer que, dans un groupe quelconque, le produit de deux éléments d’ordre fini n’est pas nécessairement d’ordre fini.

3. Soit g € G d’ordre fini n, et soit n = ab avec a, b premiers entre eux. Montrer que ¢ = hh' ot h, h’ commutent et sont d’ordres
respectifs a, b.

4. Y a-t-il unicité du couple (h,h’)?
Exercice 233 [X 2026 # 233] Soit p un nombre premier et G un sous-groupe de .S, transitif sur [1, p]. On admet que tout groupe fini
dont l'ordre est divisible par p contient un élément d’ordre p. On note Aff(,,) le groupe des permutations de ,, de la forme « — az + b,
avec a €, et b €,. Montrer I'équivalence des conditions :

1. Il existe deux éléments distincts z,y € [1, p] tels que le seul élément de G fixant z et y soit I'identité.

2. |G| < p*.

3. G possede un unique sous-groupe d’ordre p.

4. 1l existe une bijection 6 : [1, p] —, et un sous-groupe H de Aff(,,) tels que {§ogo6~' | g€ G} = H.

Exercice 234 [X 2026 # 234] Soit G un groupe fini. On suppose qu’il existe a € G \ {e} et un nombre premier p tels que, pour tout

r € G,

a lza = 2Pt

. Montrer que (zy)? = yPaP pour tous x,y € G, puis en déduire que ay? = yPa pour touty € G.

1
2. On admet que si un nombre premier ¢ divise |G|, alors G posséde un élément d’ordre g. Montrer que |G| est une puissance de p.
3. Soient f : x +— aP et H = {x € G | 2P = e}. Montrer que |f(G)| = |G|/|H]|.
4. Montrer que |G| < |H|?.
Exercice 235 [X 2026 # 235] Soit P € C[X]. On écrit P = A+ iB, avec A, B € R[X]. On suppose que les racines de P sont dans le
demi-plan Im(z) > 0. Montrer que A et B sont scindés sur R.
Exercice 236 [X 2026 # 236] Soitn € N*.
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1. Montrer qu’il existe un polyndéme P € R[X] de degré 2n — 1 tel que, pour tout 6 €]0, 7|,

sin(4nf) 9
cosfsinf P(cos™0).

2n—1 ]{17'('
2. Cal — .
alculer H cos (471)
k=1
. 2k —1
3. Calculer H Cos (M)

4n
k=1

Exercice 237 [X 2026 # 237] Pour o € S,,, on note
Inv(o) = Card{(i,j) € [1,n]* | i < jeta(i) > o(j)}.

Pour k € N, on pose Py, = Z?:o X4
1. Montrer que
n—1
Z XInv(a’) — H P,.
0ES, k=1
2. Soient p premier et k € [1,p — 1]. Simplifier P, _; (e?¥7/P).
3. Exprimer le cardinal de {o € S,, | (n + 1) | Inv(0)}.

Exercice 238 [X 2026 # 238] Soit L > 3 et f € Z[X] de degré d > 0, de coefficient constant —1 et de coefficient dominant ag > 0.
Montrer que 'ensemble

{pePlp#1[L], 3ImeZ, f(m)=0p]}
est infini.
Exercice 239 [X 2026 # 239] Soient a > 3 et P = X2 + X + a. On suppose que, pour tout n € [0,a — 2], P(n) est premier. Soit
ke [0,a—2].
1. Montrer que si k + 1 est un carré, alors P(a + k) n’est pas premier.

2. Réciproquement, on suppose que P(a + k) n’est pas premier. a. Montrer que son plus petit facteur premier p vérifie p > a. b.
Montrer que P(a + k — p) = p. c. Conclure.

Exercice 240 [X 2026 # 240] Soit (2,,)nen € RN telle que zg, 21 > 0 et
Tpa1Tn_1 = 1+ :ci (n>1).

1. Montrer que (x,,) ne peut pas étre périodique.

2. Montrer qu’il existe & > 0 et 5 > 1 tels que x,, ~ ™.

3. Onpose Qg = i, Q1 = iX et, pour tout n > 1, @, +1Q,_1 = 1 + Q2. Montrer que, pour tout n, Q,, € iZ[X].
Exercice 241 [X 2026 # 241] 1. Montrer l'existence et I'unicité d’une famille de polyndmes de Q[g], notés (Z)q, vérifiant

(), )= ()00, Go), = (), G5,

On pourra les exprimer en fonction des (1

)q, notés [n},.
2. Montrer que

X4+Y)X+qY) - (X +q"y) =Y 02 (1) xnokyh,
k
k=0 q

Exercice 242 [X 2026 # 242] [MPI] Soit P € Z[X] unitaire de degré d > 1, de racines complexes A1, ..., Ay, toutes de module au
plus 1. On pose f, = AT +--- 4+ A pourn € N.

1. Montrer que f,, € Z pour tout n, puis qu’il existe p > 1 et ng € N tels que f,,1, = f, pour tout n > ng.
2. En déduire que, pour tout k € [1,d], Ay = 0 ou |[\g| = 1.
Exercice 243 [X 2026 # 243] Soit M € M5 (R) telle que

det(M?0%* — [) = det(M?** + I,),  det(M?°2° — I,) = det(M?°% + I,).

Montrer que, pour toutn > 1,
det(M™ — Iy) = det(M™ + Io).
Exercice 244 [X 2026 # 244] Soient A, B € M3(R) tels que (A — B)? = 0.
1. Montrer que det(A% — B2) = (det A — det B)?.
2. Montrer que det(AB — BA) = 0 si et seulement si det A = det B.

30



Exercice 245 [X 2026 # 245] Soit A € GL2(R) telle que
det(A+ AY) +det(A— A1) =4.

Montrer que det(A + A~1) = (Tr A)2.
Exercice 246 [X 2026 # 246] Soient A € GL4(R) et B € My4(R) tels que AB = BA et det(A? — AB + B?) = (. Montrer que

det(A + B) + 3det(A — B) = 6(det A + det B).
Exercice 247 [X 2026 # 247] Soientn > 2, A, B € M,,(Z) et p un nombre premier. Montrer que
Tr((A+ B)P) = Tr(AP) + Tr(BP) (mod p).

Exercice 248 [X 2026 # 248] Pour A € M,,(Z), on note p(A) le pged de ses coefficients.
1. Soient A, B € M, (Z). Trouver une relation entre ¢(AB) et o(A)p(B).
2. Montrer que p(AB) divise det(A)p(B).
3. Soit € Z et A? — A + I,, = 0. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que go(Ak —I,) =k too +00.

Exercice 249 [X 2026 # 249] 1. Montrer que SL,,(Q) ne peut pas étre engendré par un nombre fini d’éléments.

2. Montrer que SL, (Q) est dense dans SL,, (R).

3. Montrer que (S, T') engendre SLy(Z), ou

1 1 0 -1
=) =0

Exercice 250 [X 2026 # 250] Soient A, B € M,,(C) telles que A + B? = 2AB.

1. Montrer que AB — BA n’est pas inversible.

2. On suppose rg(A — B) = 1. Montrer que AB = BA.
Exercice 251 [X 2026 # 251] Soient A, B € M,,(R). Montrer que rg(A) = rg(B) si et seulement s’il existe P, Q, R € GL,(R) tels
que AP + QB = ARB.
Exercice 252 [X 2026 # 252] 1. Soit M € M,,(C) telle que rg(M?) # rg(M). Montrer qu’il existe A € M,,(C) \ {0} telle que

AM = MA = A% =0 :a. dans le cas n = 2; b. dans le cas ou M est nilpotente; c. dans le cas général.

2. Le résultat subsiste-t-il pour M € M,,(R) telle que rg(M) # rg(M?)?
Exercice 253 [X 2026 # 253] Pour A, B € M3(C), on pose [4, B] = AB — BA.

1. Soient X,Y, Z € My(C). Montrer que [X, [Y, Z]?] = 0.

2. A-t-on nécessairement [X, [V, Z]] = 0?

3. Expliciter le sous-espace vectoriel engendré par {[X, [V, Z]] | X,Y,Z € M5(C)}.
Exercice 254 [X 2026 # 254] Soient n,p € N\ {0,1} et B = {A4,...,A,} C M9,(C) tel que AB € E pour tous A, B € E.
Montrer qu’il existe (1, ...,&p) € {0,1,—1}7\ {0} tel que rg(>""_, £;4;) < n. On suppose le contraire.

1. Pour A € E, montrer que M +— AM est injective sur E.

2. Pour A € E, montrer que rg(A — I2,) < n.Indication : considérer S = Y_"_| A;.

3. Conclure.

Exercice 255 [X 2026 # 255] Soit n > 1. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on pose

J= (1;’; _01> , G={MecM, 1(R)| MTJM = J}.

1. Montrer que G est un sous-groupe de GL,, 1 (R), stable par transposition.

2. Posons H = {(X,2) € R®* xR | 22 — || X||? = 1} et ag = (Orn, 1). Montrer que, pour tout a € H, il existe g € G tel que
gap = a.

M

YT

Caractériser les g tels que L(g) = 0.

4. Montrer que, pour tous g, h € G, L(g) = L(g') et L(gh) < L(g) + L(h).

Exercice 256 [X 2026 # 256] [MPI] Soit p un nombre premier impair.
1. Soient n € N, P € C[X] dont les racines sont de module 1 et ) € Z[X] unitaire de degré n. Montrer que si

3. Soit g € G, écrit par blocs g = ( )Z() Montrer que z > 1. On note L(g) l'unique réel positif tel que cosh(L(g)) = z.

o (552).

alors P(X) = (X — )™
2. Montrer que GL,,(Z) est un groupe et que

GLn(Z) = {M € M, (Z) | det M = £1}.
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3. Soient A, B € GL,,(Z) congruentes coefficient par coefficient modulo p. Montrer qu’il existe M € M, (Z) telle que AB~! =
I, +pM.

4. Montrer que si A et B appartiennent a un méme sous-groupe fini de GL,,(Z), alors A = B.
Exercice 257 [X 2026 # 257] Soit M € GL,,(C). Montrer qu’il existe A € GL,,(C) tel que M = A2. Est-ce encore vrai dans GL,,(R)?

Exercice 258 [X 2026 # 258] Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie d et u € L£(E). Montrer que si la suite (Tr(u"))nen
est bornée, alors elle est bornée par d.

Exercice 259 [X 2026 # 259] Soient n > 2, a,b € C avec a # 0 et b* # 1 pour tout k € [1,n]. Soient A, B € M,,(C) telles que
AB = al,, + bBA.

1. Montrer que A et B sont inversibles.
2. Que peut-on dire du spectre de AB?
Exercice 260 [X 2026 # 260] Soit A € M,,(C). On pose

+<>° kA2k+1

SlIl 2]{3—|—1

M

k=0

1. Quelles sont les matrices réelles diagonalisables qui s’écrivent sin(A) avec A € M, (R)?
2. Quelles sont les matrices de M,,(C) qui s’écrivent sin(A4) avec A € M,,(C)?
Exercice 261 [X 2026 # 261] Soient n > 3 et (a,b) € C? avec b # 0. Pour k € [1,n — 1], on pose

. a b
Ak = dlag(lk’—la Ha ITL—k—1)7 H = ((1 _ a2)/b _a> .

1. Pour |k — k| # 1, déterminer le cardinal du sous-groupe de GL,,(C) engendré par Ay, Ay.
2. Trouver un vecteur propre commun a tous les Ay.
3. Montrer que ce vecteur n’est inclus dans aucun plan de C" stable par tous les Ay.
Exercice 262 [X 2026 # 262] Soitn > 2.
1. Déterminer les couples (A4, B) € M,,(C)? tels que AB = BA?, Sp(A) C R, et A%, B n’ont pas de vecteur propre commun.
2. Que se passe-t-il si I’on enléve la condition Sp(A) C R?
3. Déterminer les couples (A, B) tels que AB = BA?, B inversible et A nilpotente.
4. Soit A telle que Sp(A4) = {1}. Existe-t-il B inversible telle que AB = BA??
Exercice 263 [X 2026 # 263] Soit A € M,,(C) diagonalisable. On pose

C(A) ={M € M, (C) | AM = MA},
et
C(C(A)) ={N € M,(C) | MN = NM pour tout M € C(A)}.
1. Montrer que C(C(A)) = C[A].

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que C(C(A4)) = C(A).

3. Montrer que
2n —dim C(A) < dimC(C(A)) < n < dimC(A).
4. On ne suppose plus A diagonalisable, mais nilpotente non nulle avec n = 2. Montrer que C(A) = C[A].

Exercice 264 [X 2026 # 264] Soit (E, (-,)) un espace euclidien de dimension n > 2. Déterminer les fonctions continues f : E — R
telles que

(z,y) =0= f(z+y) = f(x) + f(y)
Exercice 265 [X 2026 # 265] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient a,b > O et z,y € R™.

1. On suppose (by — z,x — ay) > 0. Montrer que

([l <

\ﬁ|< Y-

2. On suppose qu’il existe my, ma, My, My > 0 tels que x; € [mq, M1] et y; € [ma, Ms] pour tout i. Montrer que

2\/ m1m2M1M2
VMM, + /mimg

(z,y) > el llyll-

3. Montrer que (by — z,ay — x) < 0 si et seulement si

a+b |b a|
Y =)
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4. Montrer que si (by — x,z — ay) > 0, alors

(b—a)?
2l ly11* = (2, 9)* < = lyll"
Exercice 266 [X 2026 # 266] On se place dans R? muni de sa structure euclidienne canonique. Soient £, I’ deux sous-espaces vectoriels
de R, et A, B les matrices des projections orthogonales sur F, F.. Montrer qu’il existe Q € Mg4(R) et a €]0, 1] tels que, pour tout
v € R4 vérifiant |[v|| < 1 ettoutn € N,
I(AB)"v — Qul| < ™.
Exercice 267 [X 2026 # 267] [MPI] 1. Soient E un espace vectoriel réel, n > 1et f1,...,f, € L(E,R). Pour f € L(E,R),
montrer que f € Vect(f1,..., fn) siet seulement si ker f; N---Nker f,, C ker f.
2. Pour n > 1, on note L, (X) la dérivée n-iéme de (X2 — 1)™. Montrer que, pour tout Q € R,,_1[X],

| 11 L (@)Q(x) di =0,

puis que L,, est simplement scindé a racines dans | — 1, 1[.
3. Notons —1 < z1 < -+ < @, < 1 les racines de L,,. Montrer qu’il existe ay, ..., a, € R tels que, pour tout Q € Ry, _1[X],

/ 11 Q) dr = anaicm.

Exercice 268 [X 2026 # 268] 1. Soient A = (2 O) et B= (1

0 3 0 ) Existe-t-il P € GL2(Q) telle que B = PTAP?

ot O

2. Méme question avec B = (1 O).

0 6
) . (5 0 (1 0
3. Méme question avec A = <0 11) et B = (O 55).

A B
C D
1. Montrer que A est symétrique positive.

2. Montrer que Im B C Im A.
3. Montrer qu’il existe une unique matrice A% telle que A, AT commutent, AT A soit la matrice du projecteur orthogonal sur
ImA, et ATAAT = AT,
4. Montrer que Q = I,,_, — D + BT AT B est la matrice du projecteur orthogonal sur Im(7,,_,, — D).
Exercice 270 [X 2026 # 270] [MPI] Soit n € N. Déterminer les formes linéaires ¢ sur M,,(R) telles que, pour tout M € M,,(R) et
P € O,(R), {(PMP~Y) = £(M).
Exercice 271 [X 2026 # 271] 1. Soit A € M,,(R) trigonalisable sur R. Montrer que Sp(A) C R* si et seulement s’il existe un
produit scalaire (-, -) sur R™ et ¢ < 0 tels que (Ax, z) < ¢(z, z) pour tout z.
2. Soit A € M,,(R). Montrer que Re(\) < 0 pour tout A € Spc(A) si et seulement s’il existe un produit scalaire et ¢ < 0 tels que
la méme inégalité soit vérifiée pour tout x € R™.
Exercice 272 [X 2026 # 272] Soit A € M,,(R). Montrer que AAT = AT A si et seulement si A2A7 = AAT A.

Exercice 269 [X 2026 # 269] Soit P = < ) € M,(R),ou A € M,(R), D € M,,_(R), et supposons P = P? = PT.

3) Analyse
Exercice 273 [X 2026 # 273] Soit B C R4 non majorée. Montrer que

{ﬁ|n21,x€B}
T

est dense dans R

Exercice 274 [X 2026 # 274] Soient X une partie compacte d’un espace vectoriel normé et f : X — X continue. Pour z € X, on
pose

w(fyr) = ({FF@) | k= n}.

neN

1. On suppose qu’il existe = tel que w(f, z) = X. Montrer que f est transitive : pour tous ouverts non vides U, V' de X, il existe
n € Ntel que f*(U)NV # @.
2. On suppose que w( f, z) est fini et non vide. Montrer que f induit sur w(f, x) une permutation cyclique.
Exercice 275 [X 2026 # 275] Soit A € M3 (R) et S(A) = {PAP~! | P € GLy(R)}.
1. Si A est diagonalisable, montrer que S(A) est connexe par arcs.
2. SiSpc(A) C R et A n’est pas diagonalisable, montrer que S(A) n’est pas connexe par arcs.
3. SiSpc(A) C C\ R, montrer que S(A) n’est pas connexe par arcs.
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4. Qu’en est-il dans M3(R)?
Exercice 276 [X 2026 # 276] Soientn > 2 et A € M,,(C). On pose d(A) = dim(C[A]).

1. Quelles valeurs peut prendre d(A)?

2. Soit P € C[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que d(P(A)) = d(A).

3. Etudier les propriétés topologiques de 'ensemble Ej, = d~!(k).
Exercice 277 [X 2026 # 277] Soit (u,,) € (R%)N telle que u,,+1 = |u, — n| pour tout n € N*. Trouver un équivalent de u,.
Exercice 278 [X 2026 # 278] Soit (2,,),,>1 une suite réelle telle que 1, 25 €]0, 1] et

2
Ty

Tp42 = %5 -
Tpyp1 — 22 +1

. Montrer que (z,,) converge et déterminer sa limite.

. Montrer que (z7 - - - z,,) converge et déterminer sa limite.

W DN =

. Montrer que (v/nzy - - - z,,) converge et déterminer sa limite.
4. Sil — x, ~ a/n,la suite (v/nx; - - x,) converge-t-elle nécessairement ?
Exercice 279 [X 2026 # 279] [MPI] Soit f € C°([0, 1], [0, 1]). On définit ug € [0, 1] et u,+1 = f(u,). On suppose que w41 —u, — 0.
Montrer que (u,) converge.
Exercice 280 [X 2026 # 280] [MPI] Soit f : [-1,1] — [—1,1], f(x) = 222 — 1.
1. Montrer qu’il existe x € [—1, 1] tel que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite définie par 2o = z et 2,41 = f(z,,) soit
égala [—1,1].
2. Montrer que 'ensemble des x vérifiant cette propriété est dense dans [—1, 1].
Exercice 281 [X 2026 # 281] Pour x,y > 0, on définit d(x,y) = |z — y| et h(z,y) = |Inz — Iny|.
1. Pour z > O et (z,,) € (R%)N, montrer que d(z,,,z) — 0 si et seulement si h(z,,, z) — 0.
2. Soient a,b,c,d > 0 et T'(x) = (c+ dx)/(a + bx). Montrer que T'(R*.) est inclus dans un compact de R* .
3. Pour x # 2’ positifs, poser A = h(a/c,b/d), y = T(z) et y’ = T(z'). Montrer que

h(y,y')

hz.) < tanh(A\/4).

4. Pour x > 0, poser xg = « et &1 = T'(,,). Montrer que (z,,) converge vers 'unique point fixe de 7.
Exercice 282 [X 2026 # 282] 1. Soit up41 = € /(n + 1), avec ug € R. Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?
2. Soit U, 11 = e /(n+1)2, avec ug < 0. Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 283 [X 2026 # 283] On pose
499999 (1)

a=4), %+ 1

k=0

Montrer qu’exactement une des 16 premiéres décimales de « différe de la décimale correspondante de 7.
Exercice 284 [X 2026 # 284] Résoudre dans R I’équation

In(6*+1) In(7* —1)

In7 h In6

Exercice 285 [X 2026 # 285] Soient f,g : [0,1] — [0,1]. On suppose que g est monotone et surjective et que |f(z) — f(y)| <
lg(z) — g(y)| pour tous z,y € [0,1].

1. Montrer qu’il existe zo € [0, 1] tel que f(zo) = g(zo).

2. Montrer que {x € [0,1] | f(z) = g(x)} est un segment.
Exercice 286 [X 2026 # 286] Soit T > 2 et f : Z — R une fonction T-périodique telle que, pour toutn > letk € Z,

n—1 n—1
> [tk < Y f).
1. Si T est impair, montrer que f est constante.
2. Donner un exemple non constant lorsque 7" est pair.
Exercice 287 [X 2026 # 287] Soit f : R — R sous-additive : f(z +y) < f(z) + f(y).
1. On suppose qu’il existe § > 0 et ¢ :] — §,0[— R telle que ©(0) = 0, ¢ dérivable en 0 et f < . Montrer qu’il existe a € R tel
que f(x) = ax pour tout z.
2. On suppose qu’il existe zg, yo > 0 tels que f(x0), f(—yo) < 0etxo9/yo € Q. Montrer que f est périodique.
3. Construire une fonction avec f(zo), f(—yo) < 0 pour certains xg, yo > 0, mais qui n’est pas périodique.
Exercice 288 [X 2026 # 288] Soit f € C%(R,R ) telle que ff” — (f')? > 0. Montrer que si f s’annule en un point, alors f = 0.
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Exercice 289 [X 2026 # 289] Soit [ un intervalle de R. On dit que f : I — I vérifie P si, pour tous z,y € I, fr(z) — fn(y) — 0, ou
fn estlan-iéme itérée de f. Pour f(z) = 4+ 1/x sur R*, f admet-elle un point fixe ? Vérifie-t-elle P?

Exercice 290 [X 2026 # 290] [MPI] Déterminer tous les couples ( f, g) de polynomes trigonométriques réels tels que f2 + g2 = 1.
Exercice 291 [X 2026 # 291] Soit f : R — Ret g(z) = 2f(z) + f(—=x).

1. On suppose g continue en 0 et f bornée au voisinage de 0. Montrer que f est continue en 0.

2. Trouver une fonction f discontinue en 0 telle que g soit continue.
Exercice 292 [X 2026 # 292] Soit

F={fecC’R,R)|e/® 4 f(x) >z + 1 pour tout = € R}.

Calculer inf / f
Fer Jo

Exercice 293 [X 2026 # 293] [MPI] On appelle polyndme trigonométrique complexe toute combinaison linéaire complexe des fonc-
tions ey, : x + €'**, k € Z. Déterminer les polyndmes H tels que H(R) C R et cos oH soit un polynome trigonométrique.

Exercice 294 [X 2026 # 294] [MPI] 1. Déterminer les endomorphismes 7" de R[X] qui commutent avec la dérivation et avec la
multiplication par X.

2. Posons
S ={f e C®R,R) |supl|z¥f™(z)] < 400 pour tous k,n € N}.
rz€R

Montrer que S est un espace vectoriel stable par dérivation et par multiplication par I'identité de R. Déterminer les endomor-
phismes de S’ qui commutent avec ces deux opérateurs.

Exercice 295 [X 2026 # 295] Posons E = C°([—1,1],C).Soitg : [-1,1] — [—1, 1] continue, croissante et surjective, et ® : f — fog.
Montrer que 1 est la seule valeur propre possible de ®.

Exercice 296 [X 2026 # 296] Soit P € R[X] tel que P(1) = P(—1) =0et P(z) > Opourz €] — 1, 1].
1. Calculer I’aire 7" du triangle formé par 'axe des abscisses et les tangentes a P en —1 et 1.
2. Posons A = fil P(x) dz. On suppose P = (X? — 1) [[,c,;(X — \;), avec \; réels, distincts et différents de +1. Montrer que

A> %H()\ffl).

el

3. En déduire que A > 27'/3.
4. Ce résultat reste-t-il vrai si P posséde des racines non réelles?

5. On suppose de plus P concave sur [—1,1]. Soit R l'aire du rectangle formé par I’axe des abscisses, + = =+1 et la tangente
horizontale de P sur 'intervalle. Montrer que A < ¢R pour une constante ¢ < 1 indépendante de P.

Exercice 297 [X 2026 # 297] Soient a < bet E = C°([a,b],R). Posons

G ={g € C*(a,b],R) | g(a) = g(b) = ¢'(a) = ¢'(b) = 0}.
1. Pour f € F et n > 1, montrer que

h(z) = / (”En_t):’)_! F(t) dt

est de classe C™ et h(") = f.
2. Montrer qu’il existe g € G telle que f = ¢” si et seulement si ff f@)dt = fab tf(t)dt = 0.
3. Montrer que, pour f € F, f; f¢"” = 0 pour tout g € G si et seulement si f est affine.
Exercice 298 [X 2026 # 298] Soit f : R, — R continue telle que f0+°° f = 1.Posons g(z) = f;oo f.
1. Montrer que f0+oo xf(x)dx = O+OO g(x) du.
2. Si f est décroissante, montrer qu’il existe un unique M > 0 tel que fOM f=1/2
3. Montrer que f0+oo xf(z)dx > M.

Exercice 299 [X 2026 # 299] On définit f1(z) = sinz sur |0, 7[, puis fr4+1(x) = sin(f,(z)). Montrer que (v/nf,)n>1 converge
simplement vers la fonction constante /3.

Exercice 300 [X 2026 # 300] Soit f : Ry — R, de classe C*! telle que f(0) = 0 et
|f'(x) = k| < pa?,

avec k €]0,1[ et A, u > 0. Posons fo = id, fr41 = f o fn etz = fn(x).
1. Montrer qu’il existe a > 0 et b €]0, 1] tels que, pour z € [0, a], z,, < b"z.
2. Posons g, = f,/k™. Montrer que, pour z € [0, a],

9;4-1(@

9n () _1‘ < Foxpn
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3. Montrer qu’on peut choisir a > 0 tel que f},(z) > 0 sur [0, al.
4. Montrer que (gy,) et (g),) convergent uniformément sur [0, a).
Exercice 301 [X 2026 # 301] Soit

€Tr) =
Montrer que f n’est pas polynomiale.
Exercice 302 [X 2026 # 302] Soit f(x) = ;Z% a,x" une série entiére a coefficients réels, avec ag = 1 et rayon de convergence
R > 0. On suppose qu’il existe g(x) = ::& bnz™, de rayon de convergence positif, telle que f(x)(1 — g(x)) = 1 au voisinage de 0.

1. Montrer que si tous les b, sont positifs, alors tous les $a, le sont.
2. Trouver un exemple ol tous les a,, sont positifs et ol au moins un b,, est strictement négatif.
3. On suppose a,,1a,_1 > a2 pour tout n > 1. Montrer que b,, > 0 pour tout n > 1.

f(x)=1+;1n< L )

4. On suppose, pour x €] — R, R|,

1-=z
Montrer que b,, > 0 pour tout n > 1.
Exercice 303 [X 2026 #303] Soit P = a; X +-- -4+ a4 X% € R[X], avec ag # 0, et f(z) = e”’(*). On suppose que son développement

en série entiere f(z) = :ioo cn 2™ vérifie ¢, > 0 pour tout n > 0.

1. Montrer que ag > O eta, > 0,0t v = min{i | a; # 0}.
2. SiP=a,X"4+a, X" +agX?%avecv < m < d, montrer que a,, > 0. Indication : poser p = €%™/? et considérer f(pz)/f(z).

3. Pour le cas général, soit m tel que v < m < d. On suppose a,, < 0 et que le pged des i > m + 1 tels que a; # 0 ne divise pas
m. Montrer qu’il existe n > 0 tel que ¢,, < 0.

Exercice 304 [X 2026 # 304] Posons
J(z) = / T arctan(tz)
0 1+12
1. Montrer que .J est de classe C'! sur un domaine a préciser et exprimer .J'.
2. Montrer que ((2) = fol 2L dt.
3. Montrer que ((2) = 72 /6. Indication : considérer J(1) — J(0).
Exercice 305 [X 2026 # 305] [MPI] Soit k € C°([0,1]%,C) et E = C°([0,1],C). Pour f € E, on pose
v(f)(x) = [ k(z,9)f(y)dy.

0

1. Montrer que v est un endomorphisme de E dont I'unique valeur propre possible est 0.
2. Sik est a valeurs dans R* , montrer que les éléments non nuls du noyau de v ne sont pas développables en série entiere en 0.

Exercice 306 [X 2026 # 306] [MPI] Soit
E = {f € C*(R,R) | Slelg(l +a?)(|f (@) + 1f'(@)] + [f"(2)]) < +OO} :
1. Pourt,z € Ret f € CY(R,R), poser A;(f)(x) = f'(x) + taf(z) et A} (f)(x) = —f'(z) + txf(x). Montrer que, pour tout

teRetfeE,
AAR&Uw@ﬁ@sz&

([rara) ([ rwrar) >
R R

3. Etudier les cas d’égalité.
Exercice 307 [X 2026 # 307] [MPI] 1. Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1],

27 i0
/ — & _dh=o.
0 1 — t@le

2m
/ In e’ — 2| df = 2 max(0,In |z]).
0

2. Si [, f? = 1, montrer que

A~

2. Montrer que, pour tout z € C,

Exercice 308 [X 2026 # 308] Soient f,g € C%(R,R) et S,T > 0. On suppose (f — g)(t) = o(e!/?) lorsque t — +o0, et que
F = f" — '+ f est T-périodique et G = g"" — ¢’ + g est S-périodique. On suppose aussi que F'(t) — G(t) — 0. Montrer que f = g.
Exercice 309 [X 2026 # 309] On considére ’équation fonctionnelle v/(z) = u(x — 22), ot u : [0, 1] — R est dérivable.
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1. Montrer que si deux solutions coincident sur [0, ] pour un € > 0, elles coincident sur [0, 1].
2. Montrer qu’il existe une solution non nulle. Indication : considérer ug(z) = 1 et

up(z) =1 +/ Up_1(t — %) dt.
0

Exercice 310 [X 2026 # 310] Soient A €] — 1, 1] et F' 'espace des fonctions dérivables f : R — R vérifiant f’(t) = e’ f(\t) pour tout
teR.

1. Montrer que F’ est de dimension 1.

2. Majorer asymptotiquement aussi bien que possible les éléments de F' lorsque ¢ — +o0.
Exercice 311 [X 2026 #311] Soit My € O5(R). Pour quels couples (4, B) € M3 (R)? la solution du probléme de Cauchy M (0) = My,
M'(t) = AM(t)B est-elle a valeurs dans O3 (R) ?
Exercice 312 [X 2026 # 312] Soient A, B € M,,(C). Pour I’équation différentielle M’ (t) = AM (¢)B, donner une condition néces-
saire et suffisante pour que toutes les solutions soient bornées.

Exercice 313 [X 2026 # 313] [MPI] Soient A € M,,(R), B € M,, ,(R) et T > 0. On note Ay I'ensemble des v € R™ pour lesquels
il existe u € C°([0, T],RP) et une solution de X’ = AX + Bu(t) telle que X(0) = 0 et X(T) = v. Montrer que A7 = R" si et
seulement si

M= (B|AB|A?’B|---| A" 'B)

est de rang n.

4) Géométrie
Exercice 314 [X 2026 # 314] Quel est le périmétre maximal d’un triangle dont les sommets sont sur le cercle unité ?

Exercice 315 [X 2026 # 315] [MPI] Soit AgA; A5 un triangle du plan. On définit A/, comme le sommet extérieur au triangle AgA; Ay
du triangle AgA; A} isocele en AL, d’angle au sommet 27/3. On définit de méme A{), A] par permutation circulaire. Montrer que
Ay AL Al est équilatéral.

Exercice 316 [X 2026 # 316] Soit K un quadrilatére convexe de sommets O, u, v, w dans le sens trigonométrique, avec v > 0. On
note A son aire.

1. Montrer que

1]2

A? = vy (Jw — ul> = (Re(w) — Re(u))?) .

2. Montrer que

1 1
A2 — z <p2q2 _ Z(a2 g2 _dz)z) ’

ou a, b, ¢, d sont les longueurs des cotés dans le sens direct et p, ¢ celles des diagonales.
3. Si K est inscriptible dans un cercle, montrer que pq = ac + bd. En notant S = (a + b + ¢ + d) /2, montrer ensuite

A% = (S —a)(S —b)(S — c)(S — d).

5) Probabilités

Exercice 317 [X 2026 # 317] 1. Montrer qu’il existe deux multiensembles distincts de six entiers strictement positifs issus de
{1,2,3,4,5,6} tels que deux dés équilibrés construits avec leurs éléments donnent la méme loi pour la somme que deux dés
classiques.

2. Montrer que, pour N assez grand, il existe deux dés pipés a N faces, portant les entiers de 1 a NV, dont la somme suit la loi de
la somme de deux dés équilibrés a N faces.

Exercice 318 [X 2026 # 318] Soit o uniforme sur S,.
1. Pour k,i € [1,n], calculer la probabilité que i appartienne a un cycle de longueur k dans la décomposition de o.
2. Si X}, est le nombre de cycles de longueur k, montrer que E(X}) = 1/k.

3. Soit & €]0, 1] et p,, la probabilité que tous les cycles de o aient longueur au plus an. Montrer qu'il existe C, > 0 tel que
pn > C, pour n assez grand.

Exercice 319 [X 2026 # 319] On fixe N > 1. Soit U; uniforme sur [1, N] et, pour n > 1, U, uniforme sur [1,U,]. Posons
En ={U; |j =1}

1. Montrer que P(1 € Ey) = 1.

2. Calculer P(k € Ey) pour1 <k < N.

3. Montrer que les événements (k € E) sont indépendants.
Exercice 320 [X 2026 # 320] Soient p €]0, 1] et (X,,),,>1 ii.d. de loi de Bernoulli B(p). Posons S,, = >, _; X}, et

T, =inf{m e N||{i € [1,m] : X; =0} > n}.

1. Montrer que (S, > k) = (Tp—g+1 > n+1).
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2. En déduire

P(S, > k) = (nnk') (1 —p)n—k-i-lpk; ((Zi 3&21_2175

3. En déduire que, sip =1/2 et j > 3,

_nifmni\J—1
P(S,; <n)~27™ —
(Snj <) (n)]—?

Exercice 321 [X 2026 # 321] Soit X = (X1,...,X,)? un vecteur aléatoire & composantes ii.d. dans L?, a valeurs dans R, avec
E(X;) =0et V(X?) = V(X;) = 1. Soient F' C R" de dimension k et P la matrice de la projection orthogonale sur F'*.

1. Justifier que d(X, F)? = X7 PX et montrer que E(d(X, F)?) =n — k.
2. Montrer que V(d(X, F)?) <n — k.
3. Si A > 1, montrer que
p (\d(X,F) —Vn—F& > )\) < %
Exercice 322 [X 2026 # 322] Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des variables aléatoires X, X7, X telles
que X = aX; + bXy, avec X ~ P(v), X1 ~ P(A), Xa ~ P(u), et X1, X5 indépendantes.
Exercice 323 [X 2026 # 323] Pour k,n > 1, on note

Bk,n:{pe P |p§n1/loa p|k},

et X, uniforme sur [1,n].

1. Montrer que

1 —
E(‘BXn,nl): Z ,_|_O(n 9/10).

peP,p<nt/10

2. Montrer que

V(IBx,n)= Y (1 - 1) +0(n8/19),

2
p€EP,p<nl/10 L

3. Siv(z) =|{p € P|p|x} eta, — +oo, montrer que
P <|1/(Xn) —Inlnn| > an\/lnlnn) — 0.

On pourra utiliser > . p1/p=Inlnn+ O(1).

V) XPSI AUTRE

1) Algebre
Exercice 324 [X PSI 2026 # 324] Soit n € N*. Résoudre dans R I’équation

n/2
_1\k,2k _
> <2k>( 1kz?k = 0.

k=0

Exercice 325 [X PSI 2026 # 325] Soit P € C[X]. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.

Exercice 326 [X PSI 2026 # 326] Soit P € R[X] sans racine réelle multiple. Quel est le nombre maximal de racines réelles multiples
de Q = P(X® — X)? Donner un polynéme @ réalisant ce maximum.

Exercice 327 [X PSI 2026 # 327] Soit P,(X) = X" +a, 1 X" ! + -+ ag, avec ag # 0, et
Qn(X) = X" — |an [ X" — - —ag].
1. Montrer qu’il existe un unique p > 0 tel que @, (p) = 0.

2. Si P,(z) = 0, montrer que |z| < p.

Exercice 328 [X PSI 2026 # 328] Soit E de dimension n et Fi, F» deux sous-espaces vectoriels de E. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante sur F, F» pour qu’ils admettent un supplémentaire commun.

Exercice 329 [X PSI 2026 # 329] Déterminer les fonctions ¢ : M,,(R) — Ry telles que

@(AB) = ¢(A)¢(B)
pour toutes matrices A, B.
Exercice 330 [X PSI 2026 # 330] 1. Soientp > 1 et A\, u € C distincts. Montrer qu’il existe a, by, ..., b, € C tels que

L=a(X — )P + > bp(X = M),
k=1

38



2. Si A € My(C) vérifie (A — 1;)?A = 0, calculer A™.

3. SiC? = ker((A—1,)?)@ker((A—214)?), expliciter la matrice du projecteur sur ker((A—I,)?) paralléelement & ker((A—214)2).
Exercice 331 [X PSI 2026 # 331] Soit @ : R, [X] — R,[X], ®(P) = X"P(1/X).

1. ® est-il diagonalisable ?

2. Trouver une base de vecteurs propres.
Exercice 332 [X PSI 2026 # 332] Soit A € M,,(R) et T : M — AM sur M,,(R).

1. Si A est diagonalisable, montrer que 7" I'est aussi et expliciter une base de diagonalisation & partir de celle de A.
2. Etudier la réciproque.
Exercice 333 [X PSI 2026 # 333] Soit P = X7 4 2X% + 4X° 4 4X* + 4X3 4+ 2X? + X. Déterminer

{M € M, (R) | M est diagonalisable sur R, P(M) = 0}.

Exercice 334 [X PSI 2026 # 334] Soitd > 1 et T : C* — C? défini par

T((zk)o<k<d) (ZZ 62”“”7/61)

0<n<d

Déterminer les valeurs propres de 7.

Exercice 335 [X PSI 2026 # 335] Soient Hy, ..., Hj des hyperplans d’un espace euclidien E et H; = ker ¢;, ot (¢, ) est une famille
libre. Soit s; la symétrie orthogonale par rapport a H; et S = s; o - - - o s;. Montrer que

Hin---NHy={xe€ E|S(x)=ux}.

Exercice 336 [X PSI 2026 # 336] Soient A € S,(R), U € M,,1(R) et B = UUT. Comparer les valeurs propres de A et A + B.
Indication : montrer que det([,, + UVT) =1+ VTU.
Exercice 337 [X PSI 2026 # 337] Soit A € S,,(R) et ¢ : X — AX A sur M,,(R). Exprimer det ¢ en fonction de det A.

Exercice 338 [X PSI 2026 # 338] Soient X,Y € S, (R). Etudier I'existence et I'éventuelle unicité de A € S,,(R) tel que AXA =Y.
Indication : commencer par le cas Y = I,,.

2) Analyse
Exercice 339 [X PSI 2026 # 339] Soient ¢, x € C*°(R4, R ) vérifiant ¢) = 1 sur [0, 1],% = O sur [2, +o0[, x = O sur [0, 1]U[4, +o0],

et
+oo
2+ 3 lz/2n).
n=0

1. Dessiner 9, x et z — x(z/2™).
2. Exprimer x en fonction de .
3. Pour E I'ensemble des fonctions continues de carré intégrable sur R, montrer I’équivalence des normes

wﬁzfﬂ<|w m+2/ xMW>a|mm=Aﬁﬂm

Exercice 340 [X PSI 2026 # 340] Déterminer I'adhérence de

1 1
{+|n,m€N*}.
nom

Exercice 341 [X PSI 2026 # 341] On admet que 7 est irrationnel. Déterminer I’adhérence de A = {sin(n) | n € N}.

Exercice 342 [X PSI 2026 # 342] 1. Soit (z,,) € RN telle que 2,41 — 2, — 0.Sia < b sont deux valeurs d’adhérence, montrer
que tout élément de [a, b] est une valeur d’adhérence.

2dx.

2. Soient f € C°(R,R) et z,,41 = f(x,) avec T,,11 — x,, — 0. Montrer que (x,,) a au plus une valeur d’adhérence.

Exercice 343 [X PSI 2026 # 343] Soit E un espace vectoriel réel. Montrer que deux normes Ny, Ny sur E sont égales si et seulement
si elles ont la méme boule unité ouverte.

Exercice 344 [X PSI 2026 # 344] Soit f € C°(R,R) 1-périodique. Que vaut I'adhérence de {f(y/n) | n € N} ?
Exercice 345 [X PSI 2026 # 345] Soientd > 1 et (Ag)ren € (S5 (R))N. On pose || Ag|l2 = Tr(AxAL).

1. Comparer la nature des séries > || Ak || et > Tr(Ag).

2. Montrer que I + Ay, est inversible pour tout k.

3. Montrer que > Tr(I; — (I4 + Ax)™') converge si et seulement si Y || Ay || converge.

Exercice 346 [X PSI 2026 # 346] Soit (uy,) telle que (¢"“n) et (¢¥2"n) convergent. Montrer que (u,) admet au plus une valeur
d’adhérence.
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Exercice 347 [X PSI 2026 # 347] Donner une fonction de [0, 1] dans R continue en les irrationnels et discontinue en les rationnels.
Exercice 348 [X PSI 2026 # 348] Pour n > 1, poser

+o0 5
In:/ e cos(nz) dx.
0

Montrer que I,, = o(n~%) pour tout & > 0.
n
Exercice 349 [X PSI 2026 # 349] 1. Calculer lim / cos™(z/n) dx.
n—-+oo 0

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur & € R pour que la suite ( fon cos™(x*/n) dw) converge.
Exercice 350 [X PSI 2026 # 350] Soient k € Ret f(x,y) = 2%+ (x — k)y — y>. Déterminer les extrema de fj, selon les valeurs de k.
Exercice 351 [X PSI 2026 # 351] Soit f(z,y) = (zy — y?)|y? — z|. Déterminer les extrema locaux de f.

3) Probabilités

Exercice 352 [X PSI 2026 # 352] Un promeneur se déplace entre trois sites A, B, C. A I'instant initial, il est en A; & chaque instant,
il reste sur place avec probabilité 2/3, ou rejoint chacun des deux autres sites avec probabilité 1/6.

1. Déterminer les probabilités qu’il soit en A, B, C' a I'instant n.

2. La suite de ces probabilités posséde-t-elle une limite ?
Exercice 353 [X PSI 2026 # 353] Soit K > Oet f : [0,1] — R K-lipschitzienne. Pour z € [0, 1], soit X* ~ B(n,z) et posons
fo(x) = E(f(X5/n)).

1. Comment f,, dépend-elle de = ?

2. Montrer que | f,(z) — f(z)| — 0 pour tout z € [0, 1].

Exercice 354 [X PSI 2026 # 354] 1. Soit (u,,) une suite positive sous-additive : w4, < Uy + Uy,,. Montrer que u,, /n converge
vers infy>1 ug/k.
2. On considére une marche aléatoire simple sur Z* et note p,, la probabilité que le chemin de longueur n soit auto-évitant. Montrer
que Pptm < PnPm- Que peut-on en déduire sur (p,l/ ")?
Exercice 355 [X PSI 2026 # 355] Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans un ensemble fini A C Z. Posons fx (t) = E(e~2"X).
1. Exprimer P(X = k) a I'aide d’une intégrale faisant intervenir fx.

2. Soient (Xj)k>1 i.id. de loi de Rademacher et S,, = }_;_, Xj. Donner un équivalent de P(S5,, = 0) sans utiliser la formule de
Stirling.

VI) X -ESPCI-PC AUTRE
1) Algebre

Exercice 356 [ESPCI PC 2026 # 356] Montrer qu’il existe une infinité de points & coordonnées décimales sur le cercle unité de R2.

Indication : commencer par montrer qu’il y a une infinité de points & coordonnées rationnelles.

Exercice 357 [ESPCI PC 2026 # 357] Soient z1,...,2, € C distincts et (uy,...,uy,), (w1,...,w,) € C™. Montrer qu’il existe un
unique P € C[X] de degré strictement inférieur a 2n tel que P(z;) = uy et P'(zx) = wy, pour tout k.

Exercice 358 [ESPCI PC 2026 # 358] Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(X?) = P(X)P(X —1).
Exercice 359 [ESPCI PC 2026 # 359] Soit N € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme Py € R[X] tel que, pour tout n € N,

PN(n) = zn:kN

k=1
Exercice 360 [ESPCIPC 2026 # 360] Déterminer les P € C[X] vérifiant
P(P"(X)) = (P(X +1) - P(X) - P'(X))*.

Exercice 361 [ESPCI PC 2026 # 361] SoitU = {z € C | |z| = 1}. Déterminer les P € C[X] tels que P(U) C U.
Exercice 362 [ESPCI PC 2026 # 362] Soit P € Z[X] unitaire dont les racines sont non nulles et de module au plus 1. Montrer que
les racines de P sont des racines de I'unité.
Exercice 363 [ESPCI PC 2026 # 363] On définit D : R[X| — R[X] par D(P) = P(X +1) — P(X).
1. Déterminer I'image et le noyau de D.
2. Montrer qu’il existe une unique base (H,,) de R[X] telle que Hy = 1 et, pourn > 1, H,(0) =0 et D(H,,) = H,_1.
Exercice 364 [ESPCI PC 2026 # 364] Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £L(F). Montrer I’équivalence entre
f? = 0 et I'existence d’un projecteur p € L(FE) telque f =po f — fop.
10

0
Exercice 365 [ESPCIPC 2026 #365] Soit A= [0 0 1 |.Déterminer un équivalent de Tr(A™).
1 11
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Exercice 366 [ESPCI PC 2026 # 366] Soient A, B € Ms(Z) telles que A + kB soit inversible a inverse entiére pour tout k €
{0,1,2,3,4}. Montrer que A + 5B est inversible & inverse entiére. Généraliser a M, (Z)?

Exercice 367 [ESPCI PC 2026 # 367] Soientn > m et M € M,, ,,(Z). Montrer qu’il existe X € Z™ \ {0} tel que M X =0et
1Xloe < (nf| M]|oc)™ =

Exercice 368 [ESPCI PC 2026 # 368] Soientn > 2et A, B € M,(C).
1. Montrer que e” = I:Of) A¥ /E! est bien définie.

2. Si A est diagonalisable, que dire de eA?

3. Pour A = (0 1) et B = (1 0), calculer e, eB | eA+B.

0 0 0 0
R ' (-1 0 (-2 0
4. Méme question avec A = (_2 0) et B = (_2 _1)'

5. Si AB = BA, montrer que eAt8 = e4eP. La réciproque est-elle vraie ?
Exercice 369 [ESPCI PC 2026 # 369] Pour A € M,,(C), on pose exp(A) = 3720 A¥ /K.

1. Montrer que exp(A) est bien définie.

2. Si A = I, + M avec M nilpotente, montrer qu’il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).
Exercice 370 [ESPCIPC 2026 # 370] Soit A = (a, ;) € GL,(C) et dy = det((a;,;)1<i,j<k). Montrer I’équivalence entre :

1. di # O pour tout k € [1,n];

2. il existe une matrice triangulaire inférieure L a diagonale unité et une matrice triangulaire supérieure U telles que A = LU.
Montrer aussi I'unicité de cette décomposition.

Exercice 371 [ESPCI PC 2026 # 371] Soient m,n > 1, m < n, I non vide et (V;);cr une famille de sous-espaces de R™ tels que
dimV; = metdim(V; NV;) = m —1sii # j. Montrer qu’il existe soit un sous-espace de dimension m — 1 contenu dans tous les V;,
soit un sous-espace de dimension m + 1 contenant tous les V;.

Exercice 372 [ESPCI PC 2026 # 372] Soient A, B,C, D € M, (C).
1. Les matrices
A B D C A -B
cC D)’ B A)° -C D

2. Montrer que le polynéme caractéristique de <

sont-elles semblables ?

est a coeflicients réels.
)

Exercice 373 [ESPCI PC 2026 # 373] Soient A, B € M, (C). Montrer qu’il existe P, € GL,(C) tels que PAQ et PBQ soient
triangulaires supérieures.

01 0
Exercice 374 [ESPCIPC 2026 # 374] Soit A= [0 0 1 |.Déterminer la limite puis un équivalent de (tr(A™)),.
1 11

Exercice 375 [ESPCIPC 2026 # 375] Soient A, B € M,,(C)etu: M — AM — MB.
1. Si A € Sp(A) et u € Sp(B), montrer que A — u € Sp(u).
2. Si P € C[X], a € Sp(u) et M est un vecteur propre associé, montrer que P(A)M = M P(B + al,).
3. Si« € Sp(u), montrer qu’il existe A € Sp(A) et u € Sp(B) tels que @ = A — p. Conclure.

Exercice 376 [ESPCIPC 2026 # 376] 1. Montrer que toute A € M,,(C) est limite d’une suite de matrices diagonalisables. En
déduire une démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton.

2. Toute matrice réelle est-elle limite d’une suite de matrices réelles diagonalisables ?
Exercice 377 [ESPCIPC 2026 # 377] Soient A, B € M,,(C) telles que rg(AB — BA) < 1. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.

Exercice 378 [ESPCI PC 2026 # 378] Soit A € M, (R), u = (X — a)*(X — B), avec u(A) = 0 et le degré minimal d’un polynéme
complexe non nul annulant A égal a 3.

1. Montrer qu’il existe un unique (a, b, c) € R? tel que
(aA+bI,) (A= BL,) + ¢(A—al,)? =1I,.

2. Poser P, = (aA + bl,)(A — BI,,) et Ps = ¢(A — al,,)?. Montrer que P, P; = 0 et que ces matrices sont des projecteurs.
Déterminer leurs espaces propres.

3. Montrer que a P, + P est diagonalisable.
Exercice 379 [ESPCIPC 2026 # 379] Soitn > 1. Quels o € R existent tels qu’on puisse trouver des vecteurs unitaires 1, ..., 2,41 €
R™ vérifiant (z;, ;) = « pour tous i < j?
Exercice 380 [ESPCI PC 2026 # 380] Soit P € M,, ,,(R) telle que PT P = I,,,. Que peut-on dire de m,n ? Interpréter géométrique-
ment P.
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Exercice 381 [ESPCIPC 2026 # 381] Soit (e, ..., e, ) une base orthogonale de R™. Pour un sous-espace W, on note py la projection
orthogonale sur W. Soit m € [1, n]. Montrer I’équivalence entre :

1. Il existe W de dimension m tel que ||pw (e;)|| = |[pw (e1)]| pour tout 3.

n
leill* > llejl| 2 = m.
j=1

Exercice 382 [ESPCI PC 2026 # 382] Soit n > 2. Pour w € R™, soit H,, la symétrie orthogonale par rapport a (Vect(w))*. Montrer
que, si v # 0 et e est unitaire, alors H,_ |, (v) = [[v][e.

2. Pour tout 2,

Exercice 383 [ESPCIPC 2026 # 383] Soit E un espace euclidien, vy, . . ., v, des vecteurs unitaires et oy, . .., a, > Otelsque ) -, ojv; =

0. Montrer que
P

D v

i=1

Sp—27

et que cette inégalité ne peut pas étre améliorée.
Exercice 384 [ESPCIPC 2026 # 384] Soit E un sous-espace vectoriel de R” et B € R™.
1. Montrer que inf xe g || X — B|| est un minimum, atteint en un unique point a expliciter.

2. Soient A € M,, 4,(R) et F' C R un sous-espace. Montrer que inf xc g || AX — B|| est atteint. Si le minimum est atteint en X,
montrer que 'ensemble des minimiseurs est X + ker A.

3. Montrer que AT AX = AT B admet une solution et que son ensemble de solutions est 'ensemble des minimiseurs de X
|[AX — Bj|.

Exercice 385 [ESPCI PC 2026 # 385] Soient E, F' euclidiens et L € L(E, F). La restriction de L a (ker L) est un isomorphisme sur

Im L. Notons M cette restriction, 7 le projecteur orthogonal sur Im L et LT = M ! o 7.

1. Montrer que L™ L est le projecteur orthogonal sur (ker L)=.

2. Montrer que LLT = 7.

3. Pour b € F, montrer que inf,cp | L(x) — b|| est atteint en LT (b).
Exercice 386 [ESPCIPC 2026 # 386] 1. Soit A € A, (R). Montrer que ses valeurs propres sont imaginaires pures.

2. Montrer que z — (1 — ix)/(1 + izx) est une bijection de R sur U \ {—1}.

3. Pour A € A, (R), poser g(A) = (I, — A)(I,, + A)~L. Déterminer I'image de g.
Exercice 387 [ESPCI PC 2026 # 387] Posons E,, = {M € §;/(R) | Tr M = 1}.

1. Montrer que F,, est convexe.

2. Montrer que tout projecteur orthogonal de rang 1 appartient a F,,.

3. Montrer que ces projecteurs sont exactement les matrices de rang 1 de E,,.

4

. Pour M € E,, montrer '’équivalence entre 'existence d'un unitaire U tel que (U, MU) = 1 et le fait que M soit un projecteur
orthogonal de rang 1.

5. Montrer que les points extrémaux de F,, sont exactement ces projecteurs.

Exercice 388 [ESPCI PC 2026 # 388] Soit M = (m; ;) € S,/ (R) dont les coefficients sont non nuls. On suppose que N = (1/m; ;)
appartient aussi a S, (R). Montrer que M est de rang 1.

Exercice 389 [ESPCIPC 2026 # 389] 1. Pour V € R" \ {0}, poser H(V) = I,, — 2VVT/||V||%. Caractériser géométriquement
H(V).
2. Si e est unitaire, montrer que H(V — ||[V]|e)V = ||V le.
3. En déduire un algorithme de décomposition QR de toute matrice inversible A, avec () orthogonale et R triangulaire supérieure
a diagonale positive.
Exercice 390 [ESPCI PC 2026 # 390] Soit p € S;F(R) telle que tr(p) = 1. Posons (A, B) = tr(pAT B) sur M,,(R).
1. Montrer que cela définit un produit scalaire.
2. Déterminer une base orthonormée contenant I,,.
Exercice 391 [ESPCIPC 2026 # 391] Soit A € S,,(R) de valeurs propres A; < --- < \,,. Pour un sous-espace M, posons

w(M) = inf{{Au,u) |u € M, |ju|| = 1}.

1. Montrer que la borne inférieure est atteinte.
2. Si Gy, est 'ensemble des sous-espaces de dimension k, montrer que

A =max{pu(M) | M € Gpi1-k}

Exercice 392 [ESPCI PC 2026 # 392] Soient A, B € M,,(C) telles que, pour tout X € C", les égalités X7 AX = 0et X' BX =0
impliquent X = 0. Montrer qu’il existe P € GL,,(C) tel que PT AP et PT BP soient triangulaires supérieures.
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2) Analyse
Exercice 393 [ESPCIPC 2026 # 393] Soit E un espace vectoriel normé réel et posons

O L e
oo 2P+ [oTP)

Montrer que 17 = 1 si et seulement si la norme est associée a un produit scalaire.

Exercice 394 [ESPCIPC 2026 # 394] On munit ¢;(R) = {u = (u,) | >_ |un| < +00} de sa norme naturelle. Montrer que toute suite
de Cauchy de ¢ (R) converge.

Exercice 395 [ESPCI PC 2026 # 395] On note ¢} le dual continu de ¢; (R), muni de sa norme d’opérateur, et £, (R) ’espace des suites

bornées. Pour v € £, poser F(v)(u) = ;rfo U Up,. Montrer que F' est une isométrie bijective de £, sur .

Exercice 396 [ESPCIPC 2026 # 396] Soit V un espace vectoriel réel et 7' : V — V additive. On suppose 7" bornée sur la boule unité.
Montrer que T est un endomorphisme continu de V. Que peut-on dire de T'?

Exercice 397 [ESPCIPC 2026 # 397] Soit E un espace vectoriel normé et L.(E) 'espace des endomorphismes continus.

1. Pour f € L.(E), poser N(f) = sup, 4 || f(2)||/[|x|. Montrer que N(f) est définie.

2. Montrer que N est une norme et que N(f o g) < N(f)N(g).

3. Si fog—go f= Aid, montrer que A = 0 lorsque F est de dimension finie, puis lorsque f, g sont continus.

4. Pour E = R[X], f(P) = P’ et g(P) = X P, montrer qu’il n’existe pas de norme rendant f et g continus.
Exercice 398 [ESPCI PC 2026 # 398] Soit Fy = Fy = let 10 = Fiop1 + Fi.

1. Montrer que tout entier naturel s’écrit comme somme de termes F; distincts.

2. Montrer que tout entier naturel s’écrit comme somme de puissances de 2 distinctes.

3. Généraliser a d’autres suites d’entiers.

n—-+oo

2
n
1
Exercice 399 [ESPCI PC 2026 # 399] Déterminer lim n? Z CRIRNCE
= k2 +n

Exercice 400 [ESPCIPC 2026 # 400] Déterminer les réels x qui s’écrivent
+o0 s
x:;f, g; €{0,1}.
1=

Exercice 401 [ESPCIPC 2026 # 401] Déterminer les réels qui s’écrivent

—+o0

Z%, en € {0,1}.

n=1

Exercice 402 [ESPCI PC 2026 # 402] Soient (¢, ) une suite bornée d’entiers naturels non nuls et (¢,,) une suite strictement croissante
d’entiers, avec ty > 2. On pose

+o0 ¢
5= T
nz:% [Te=o tr
1. Montrer que S est bien définie et irrationnelle.

2. Que dire si les ¢,, sont des entiers relatifs non nuls ?
Exercice 403 [ESPCI PC 2026 # 403] Soit f € C°(R,R) telle que

() < S,

Montrer que f est convexe.
Exercice 404 [ESPCI PC 2026 # 404] Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R — R telle que

7 (Z42) oy < LI

2

pour tous z,y € R.

Exercice 405 [ESPCI PC 2026 # 405] Soit f : [0,1] — R de classe C?, avec f(0) = O et f/(x) > 0 sur |0, 1[.
1. Montrer qu’il existe o €]0, 1] tel que f/(a) < f(1).
2. Montrer qu’il existe un unique 5 €]a, 1] tel que f'(a) = f(B)/5.

Exercice 406 [ESPCIPC 2026 # 406] Soit f € C?(R,R) telle que f > 0 et f” bornée. Montrer que

(@) < V21" oo f ()

pour tout x € R.
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Exercice 407 [ESPCI PC 2026 # 407] Montrer que

3 10VI0 _
3-63-m

Exercice 408 [ESPCI PC 2026 # 408] 1. Soient ¢ € C*°([a,b],R) et A > 0. On suppose |¢’| > 1 et ¢’ monotone. Montrer qu’il
existe une constante universelle C telle que
b
/ @) gy
a

2. Pour k > 2, montrer qu’il existe Cy, tel que, si [p(F)| > 1,

b
/ e @)
+oo

Exercice 409 [ESPCIPC 2026 # 409] Déterminer un équivalent de / e dt lorsque x — +o0.

x

<O/

< Ck)\_l/k.

Exercice 410 [ESPCI PC 2026 # 410] Soient v, 3,7 € R avec o > 0. Etudier la convergence et calculer

+oo 9
/ emo B gt

— 00

Exercice 411 [ESPCI PC 2026 # 411] Soit f € C%(R,R) telle que f2 et (f”)? soient intégrables. Montrer que (f’)? est intégrable et

(L= () o)

Exercice 412 [ESPCI PC 2026 # 412] Soient f : C — C continue et v : [a,b] — C continue, C' par morceaux. On définit f7 f(z)dz
par paramétrisation.

1. Si f est développable en série entiére et y(a) = y(b), montrer que fv f(z)dz=0.
2. Pour f(2) = exp((i — 1)22) et yr(t) = Re' sur [0, 7/8], montrer que f“m f(z)dz — 0.
3. Calculer [;° e~ cos(2)dt et I et sin(2)dt.

Exercice 413 [ESPCIPC 2026 # 413] 1. Sif:[a,b] — RestC!, montrer que les intégrales de f(t) cos(nt) et f(t) sin(nt) tendent
vers 0.

2. Pour z €]0, 27|, montrer que

N .
sin(nx) T—x
D —
n 2
n=1

3. Montrer que

N . (N+1/2)x _;
Yo sintnn) _ / Y g% 4 o@) (z - 0).
n=1 n 0 Y 2

4. Montrer que le supremum de 'erreur entre la somme et (7 — x)/2 sur x €]0, 27| et N > 1 est au moins 0, 27.
Exercice 414 [ESPCIPC 2026 # 414] 1. Calculer A, = [~ t"e ' costdt et B, = [, t"e 'sintdt.

2. Montrer qu'il existe f € C°(R,,R) non nulle telle que [ ¢" f(¢)dt = 0 pour tout n € N.

3. Montrer qu’il n’existe pas de telle fonction non nulle continue sur [0, 1] avec les intégrales prises sur [0, 1].
Exercice 415 [ESPCI PC 2026 # 415] Soit f € C°(R,C) limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales. Montrer que f est
polynomiale.
Exercice 416 [ESPCIPC 2026 # 416] Soit f : R — C continue telle qu’il existe M > 0 vérifiant | f(x +y) — f(z) — f(y)| < M pour
tousz,y € R.

1. Poser g, () = f(2"x)/2"™. Montrer que (g,,) converge uniformément vers une fonction continue g.

2. Montrer que f est somme d’une fonction affine et d’une fonction bornée.
Exercice 417 [ESPCIPC 2026 # 417] On donne Y -, 1/n* = */90.

1. Calculer ["_cos(nx) cos(ma)da.

2. Pour z € R, poser
2

g(x) = % +4 Z (—le)" cos(nx).

Calculer ["_g(z)*dx.

3. Calculer [ (22 — g(x))?dx et conclure.
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Exercice 418 [ESPCI PC 2026 # 418] Quel est le rayon de convergence maximal de Y a,, 2™ lorsque (a,,) est une suite entiére non
presque nulle?

Exercice 419 [ESPCIPC 2026 # 419] Soit (ay,)n,en une suite complexe telle que > a,, converge. Posons f(z) =
miner lim,_,;- f(x).
Exercice 420 [ESPCI PC 2026 # 420] L’abscisse de convergence de f est inf{ac € R | e”®' f(t) est bornée}. Soient & € Reet f
d’abscisse strictement inférieure & ov. Pour s > «, poser L(f)(s) = [~ f(t)e™*"dt.

1. Calculer L(f) pour f(t) = t™, e, tet.

2. Si f € C™(Ry) etles f(*) ont abscisse de convergence strictement inférieure & a, calculer L(f(™).
Exercice 421 [ESPCIPC 2026 # 421] Soient

T 2 2 1 e_(1+t2)x2
so = ([era) o= [

1. Montrer que f et g sont C'! et calculer leurs dérivées.

—+oo

n Tz
n—o anx". Déter-

2. Montrer que ¢’ = —f".
3. En déduire fj;o et dt.
Exercice 422 [ESPCI PC 2026 # 422] Soit f : R — R continue et bornée. Pour ¢ > 0, poser

+oo 1

B(f)(x) = / Fly) e /20 gy

o V2t

1. Montrer que P;(f) est bien définie.

2. Montrer que P;(f)(z) — f(z) lorsque t — 0.

3. Si f € C3 et ses dérivées jusqu’a I'ordre 3 sont bornées, montrer que (P (f)(z) — f(z))/t — f"(x)/2.
Exercice 423 [ESPCIPC 2026 # 423] 1. Soit P € C[X] sans racine de module . Montrer que

1 2 P’(rew) i
%/0 7P(rei9)re do

est le nombre de racines de P de module inférieur a r, comptées avec multiplicité.
2. Si|Q(2)| < |P(z)] sur le cercle de rayon r, montrer que P et P + @ ont le méme nombre de racines dans le disque de rayon r.
Exercice 424 [ESPCI PC 2026 # 424] Pour f € L'(R,C), poser

flo) = [ sy da,
R
On admet Plancherel : si f € L' N L2 alors f € L? et i 1712 = 27 [|f|?. Soit f € C*(R, C) telle que = f(z), zf'(x) € L?. Poser

A= [lap@par. o= [ |f@)Pds

Montrer que f € L% et x — z(f(x))? € L .
Montrer que f, f' € L*.

Montrer que f(z), f’(x) — 0 lorsque x — +o0.
Montrer que z(f(z))? — 0 lorsque x — +o0.
Montrer que f’(y) = zyf(y)

Montrer que

AR

JAFAS> V27
=5

[ ot @
7. Montrer que , /AfA}\Z Vr/2c.

Exercice 425 [ESPCI PC 2026 # 425] Pour x € R, noter x4 = max(z, 0) et poser

o'} . 2
o= () e

1. Montrer que f est définie et continue.
2. Pour N € N, établir

N k

pr Yo 3 (1- 5 ) e - (U

k=0 j=—k j=—N
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3. En déduire la formule des coefficients de Fourier de ce noyau de Fejér.
4. En comparant les noyaux correspondants, montrer que, pour tout £ € R,

ﬂg):w( —'ﬁ')+-

+oo —+oo
I(x) :/ e*t‘/gcos(tac)dt, J(x) :/ e*t\/zsin(tx)dt.
0 0

Exercice 426 [ESPCI PC 2026 # 426] Soient

1. Montrer que I, J sont définies et de classe C! sur R.
2. Calculer [ et J.
Exercice 427 [ESPCI PC 2026 # 427] Soient f,g € C%(R,R) et

_ f(t)  g(t)
Wi.o(t) = det <f’(t) gg,(t)> .

Dans les deux premiéres questions, f, g sont solutions de y” + a(t)y’ + b(t)y = 0, ot a, b sont continues.

W;(t) = Cexp (- /0 t a(s)ds) .

2. Montrer que (f, g) est une base de I'espace des solutions si et seulement si W 4, ne s’annule pas.

1. Montrer qu’il existe C' € R tel que

3. Dans le cas général, si Wy ;, ne s’annule pas, montrer qu’il existe des fonctions continues a, b telles que f, g forment une base
de solutions de cette équation différentielle.

Exercice 428 [ESPCI PC 2026 # 428] 1. Soient ty € Reta,y € CY([tg, +oc[) aveca > 0 et
t
y(t) < C+/ a(s)y(s)ds.
to
Montrer que y(t) < Cexp(ftt0 a(s)ds).
2. Soit f : R — R lipschitzienne et ¢’ = f o y. Pour deux solutions 1, y2, montrer qu’il existe M tel que
[y2(t) — y1(1)] < [92(0) — y1(0)[ ™ (¢ > 0).
Exercice 429 [ESPCI PC 2026 # 429] On munit R™ de sa structure euclidienne. Soient A € S;'*(R) et B € R™. Posons

J(X) = %(AX, X) - BTX.

1. Montrer que J est strictement convexe.
2. Montrer que J(X) — +oo lorsque || X || — +o0.
3. Montrer que J admet un unique minimum en la solution Xy de AX = B.

3) Probabilités
Exercice 430 [ESPCIPC 2026 # 430] Soit d,, le nombre de dérangements de [1,n] et A(x) =3 -, dnz"/nl.
Montrer que n! = 3" () dn—r.
Minorer le rayon de convergence de A.
Calculer e” A(z), puis en déduire une expression de d,.
Quelle est la probabilité qu une permutation soit un dérangement et quelle est sa limite lorsque n — co0?

ik W=

On répéte n fois une expérience de réussite 1/n. Quelle est la probabilité d’au moins une réussite ? Que devient-elle lorsque n
croit?

Exercice 431 [ESPCI PC 2026 # 431] Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire et A = (Cov(X;, X;)); ;.
1. Montrer que A est diagonalisable a valeurs propres positives ou nulles.
2. Si A est sa plus grande valeur propre, montrer que

A= sup V(VTX),
IVi=1

et donner un cas d’égalité.

Exercice 432 [ESPCI PC 2026 # 432] 1. Soient H, K € S, (R) commutant et R € S, (R). Montrer qu’il existe des variables
aléatoires réelles X, Y telles que, pour tous s,t € R,

E(ei(sX-i—tY)) _ TI‘(Rei(SH-HK)).

2. Pour H = <(1) _01>, K= ((1) (1)> et R = I5/2, montrer que la propriété précédente est fausse.
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VII) Mines-Ponts MP/MPI AUTRE
1) Algebre
Exercice 433 [MiNEs-PONTS 2026 # 433] On note Q; = Q N [1, +00[. Pour r = p/q irréductible, on pose

sy =2 g

1. Montrer que f prend ses valeurs dans N* et que 3 n’a pas d’antécédent. Que peut-on en déduire ?

2. Sif(p/q) = f(p'/q), établir (p/ —p)(p+p' — 1) = 2(q¢ — ¢'), puis montrer que f est injective.

3. Montrer que Q; et Q sont dénombrables.
Exercice 434 [MINEsS-PONTS 2026 # 434] Majorer asymptotiquement aussi bien que possible ’ordre maximal d’un élément de S,,.
Exercice 435 [MiNEs-PONTs 2026 # 435] Soit Fy = 0, F1 = 1et Fi,40 = Fpoqp1 + Fi.

1. Exprimer F}, en fonction de n.

2. Montrer que F;, A F,41 = 1 pourn > 1.

3. Montrer que Fy, 4, = F Fri1 + Fru_1 Fy, pour nym > 1.
Exercice 436 [MINEs-PONTS 2026 # 436] Fermat conjecturait que 26 est le seul entier naturel qui s’écrit a la fois comme un carré
augmenté de 1 et comme un cube diminué de 1. On se propose de le démontrer en étudiant ’équation y* = x? + 2 dans Z.

1. Montrer que A = {a + ib\/2 | (a,b) € Z?} est un sous-anneau de C et que cette écriture est unique.

2. Montrer que A est euclidien, puis principal.
3. Déterminer les inversibles de A.
4

. Si (x,y) est solution, montrer que = + ivV2 et & — i\/2 sont premiers entre eux dans A, puis en déduire que = + iv2 posséde
une racine cubique dans A.

5. Déterminer les couples (x, z) € Z x A tels que 2° = x + i/2, puis conclure pour I'équation initiale.
Exercice 437 [MINES-PONTS 2026 # 437] 1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.
2. Poser F,, = 22" + 1. Montrer que HZ;Ol Fy, = F,, — 2, que les F), sont deux a deux premiers entre eux, et conclure.

3. On suppose les nombres premiers en nombre fini et p maximum. Soit ¢ premier divisant 2P — 1. Montrer que 2 est d’ordre p
modulo g, puis obtenir une contradiction.

Exercice 438 [MINEs-PONTs 2026 # 438] Le groupe des inversibles de Z/nZ est-il cyclique ? On pourra traiter le cas ol n est premier
puis une puissance d’'un nombre premier.

Exercice 439 [MINEs-PONTS 2026 # 439] Soit p un nombre premier impair.
1. Montrer que chaque k € [1,p — 1] admet un unique inverse &’ modulo p.
2. Montrer que Zi;i K =0 (mod p).
3. Sip — 1 divise m, montrer que Zi;} k™ = —1 dans Z/pZ.
4. Sinon, trouver a tel que a™ Z 1 (mod p) et en déduire Zz;i E™ =0 (mod p).
Exercice 440 [MiNEs-PONTs 2026 # 440] Soit G un groupe fini dont tous les éléments non neutres sont d’ordre 2.
1. Montrer que G est abélien.
2. Soient H un sous-groupe et y € G\ H. Montrer que H U yH est un sous-groupe et que cette union est disjointe.
3. En déduire que |G| est une puissance de 2.
4. Calculer le produit de tous les éléments de G.

Exercice 441 [MINES-PONTS 2026 # 441] Soient A un anneau commutatif et I un idéal. Posons
R(I)={zxe€A|3In>1, 2" € I}.

1. Montrer que R(I) est un idéal contenant I.
2. Pour des idéaux I, J, montrer que R(INJ) = R(I)NR(J)et R(I)+ R(J) C R(I + J).
3. Montrer que R(nZ) = nZ si et seulement si n est sans facteur carré.

5

Exercice 442 [MINEs-PONTSs 2026 # 442] Déterminer les 2z € C tels que les points d’affixes z, 22, 2° soient alignés.

Exercice 443 [MINEs-PONTs 2026 # 443] Soit P = ;_, apX* € R[X],avecap > a; > --- > a,, > 0. Montrer que toute racine
complexe z de P vérifie |z| > 1.

Exercice 444 [MINEs-PONTs 2026 # 444] Soient P = "', a;, X" € Z[X] et M = maxo<j<y |ax|/|an)-
1. Montrer que toute racine z de P vérifie |z] < 1+ M.
2. Sim € N, m > M + 2 et P(m) est premier, montrer que P est irréductible dans Z[X].

Exercice 445 [MINES-PONTS 2026 # 445] 1. Soient 0 < ag < -+ < ap et P = aoX™ + a1 X" ' + --- + a,,. Montrer que toute
racine z vérifie |z| > 1.

2. 81Q =Y ,_, bk X" a des coefficients strictement positifs, montrer que toute racine z vérifie

T
min

< |z] £ max
0<k<n bk+1

0<k<n bk—i—l '
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Exercice 446 [MINES-PONTS 2026 # 446] Soient a < b, une subdivision a = zg < --- < x, = b, des réels yq, . . ., Yn, 2. Existe-t-il
P € R[X] tel que P(xy) = yi pour tout k et f; P(t)dt = z?
Exercice 447 [MINEs-PONTS 2026 # 447] Soient A, B € R[X], non tous deux constants. Posons P = A + iBet P = A —iB. On
suppose que les racines de P ont une partie imaginaire strictement négative.

1. Montrer que |P(z)| = |P(2)| si et seulement si z € R.

2. En déduire que, pour (a,b) € R?\ {(0,0)}, aA + bB n’a que des racines réelles.
Exercice 448 [MINEs-PONTSs 2026 # 448] Soitn > 1.

1. Montrer que

n—1
km
X" —1=(X-1)(X +1 X2 —-2Xcos—+1]).
( )(+);£[1( cos ™7 1)

km

2. Calcul i
acuerHsm2n

k=1
Exercice 449 [MINES-PONTS 2026 # 449] Soient n > 1 et (ax)o<k<n € K™+ Montrer que ag # 0 si et seulement si, pour tout
Q € K[X], il existe un unique P € K|[X] tel que

Z akP(k) = Q
k=0
Exercice 450 [MINEs-PONTS 2026 # 450] Soit P € R[X] de degré n > 0, scindé a racines simples sur R.
1. Déterminer la décomposition en éléments simples de P’/ P.
2. Montrer que (P")?(z) — P(x)P"(x) > 0 pour tout x € R.
3. Montrer que P’ est scindé a racines simples sur R.
4. Montrer que (P*+1(0))2 > P*+2)(0) P(*)(0) pour 0 < k < n.
5. Si P =Y a, X", montrer que ai_H > apak4o.
Exercice 451 [MINEs-PONTS 2026 # 451] Soit K un corps. On appelle pged de Py, P, € K[X] un diviseur commun de degré maximal.
1. Montrer qu’'un pgcd existe et qu’il existe un unique pged unitaire.
2. Rappeler la division euclidienne et énoncer puis démontrer Bézout.
3. Montrer que 'algorithme d’Euclide s’applique dans K[X] et calculer le pged de X3 — 3X? + 1 et 2X2 — 1.
4

. Soient A, B € K[X], A non constant, d = deg A, et R,, le reste de X" B modulo A. Montrer qu’il existe U,, V,, tels que
R, =U,A+V,B,deg R, < degA, et que (R,,) vérifie une récurrence linéaire d’ordre au plus d. Si gcd(A, B) = 1, montrer
que (R,) engendre K;_1[X] et que (Rp, ..., R4—1) en est une base.

Exercice 452 [MINEs-PONTs 2026 # 452] Un complexe est un entier algébrique s’il annule un polyndme unitaire de Z[X]. Soient a, b
deux entiers algébriques.

1. Montrer que Vecto{a*b? | k,¢ € N} est de dimension finie.

2. Si P, @ sont les polynémes minimaux unitaires entiers de a, b, la famille (akbe )0§k<deg P, 0<¢<deg Q@ €st-elle toujours libre ?
3. Sielle est libre, montrer que a + b et ab sont des entiers algébriques.

4. Etablir le méme résultat dans le cas général.

Exercice 453 [MINEs-PONTs 2026 # 453] Soit A € M,,(R) nilpotente de rang n — 1. Montrer qu’elle est semblable & la matrice ayant
des 1 sur la surdiagonale et des O ailleurs.

Exercice 454 [MINES-PONTs 2026 # 454] Trouver les M € M3 (R) telles que

5 (3 5
M+2M—(O )

Exercice 455 [MINEs-PONTs 2026 # 455] Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe une matrice diagonale D a coefficients diagonaux

dans {—1, 1} telle que A + D soit inversible.
Exercice 456 [MINEs-PONTs 2026 # 456] Soient A, B € M,,(C) telles que AB = 0. Montrer que

tr((A+ B)F) = tr(A*) 4 tr(B¥)

pour tout k£ > 1.

Exercice 457 [MINEs-PONTS 2026 # 457] Soient z € C* et M = (2/P~9);, ,<,,. Donner une condition sur z pour que M soit
inversible et déterminer alors M 1.

Exercice 458 [MINEs-PONTs 2026 # 458] Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie.

1. Montrer que deux sous-espaces de méme dimension ont un supplémentaire commun.

2. Soit K un sous-groupe fini de GL(E) et F' stable par tous ses éléments. Montrer que F' posséde un supplémentaire stable par
K.
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Exercice 459 [MINES-PONTS 2026 # 459] 1. Soit J,, la matrice nulle sur la diagonale et égale a 1 ailleurs. Pour n > 2, poser
A, = diag(J2, J,—2). Calculer det J,, et det A,,.

2. Soit M € S, telle que m;; = 0 et m;; > 0sii # j. M est-elle nécessairement inversible ?
Exercice 460 [MINES-PONTS 2026 # 460] 1. Soit P = X2 +aX +b € C[X] de racines 21, x5. Poser N1 = x1 + 19, Ny = 22 + 3.

Calculer det ( 2 Nl).

N1 Ny
2. Pour P = X3 + pX + ¢ de racines x1, 2o, 23, poser Nj, = ) xf Calculer det(N;1;)1<i,j<3-
3. Pour un polyndme unitaire P de degré n et ses racines 1, . .., T, poser Ng = n, N, = >_. z¥. Relier det(N;1)o<s,j<n au

déterminant de Vandermonde des racines.

Exercice 461 [MINEs-PONTS 2026 # 461] Soient E de dimension finie et u € £L(E) tels que ker(u?) = Im(u?). Montrer que Im(u) =
ker(u?).
Exercice 462 [MiNEs-PONTs 2026 # 462] Soient E de dimension finie et u € L(F). Déterminer une condition nécessaire et suffisante
sur u pour qu’il existe v € L(E) tel que w o v = 0 et u + v soit inversible.
Exercice 463 [MINEs-PONTS 2026 # 463] Soient E un K -espace vectoriel et u € L(E).

1. Si E est de dimension finie, montrer I’équivalence entre ker u = ker w2, Imu=Imu? et F = keru @ Imu.

2. Donner un contre-exemple en dimension infinie.

3. Montrer que £ = ker u ® Im u équivaut a ker u = ker u? et Im u = Im u?.

Exercice 464 [MINES-PONTS 2026 # 464] Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et u € L(F) tel que v = id. Montrer
que

1 k
O
k=0
est un projecteur et que
1 m—1
- Z tr(u”) = dim ker(u — id).
k=0

Exercice 465 [MINES-PONTs 2026 # 465] Soient E de dimension finie et f € L(F). Soit G I'ensemble des u tels que uf = fu,
u?f = uet fP*lu = f pour un certain p € N.

1. Montrer que, pour tout u € G, la suite (uk“fk)keN est constante.

2. Pour a,b € G, considérer afb et montrer que a = b.

3. A quelle condition G est-il non vide ?
Exercice 466 [MINEs-PONTs 2026 # 466] Soient n € N, (ag)1<k<ni+1 € R"™! et P € R,[X]. Déterminer le rang de la matrice
(PN (ag))1<ij<nt-
Exercice 467 [MINES-PONTs 2026 # 467] Soientn > 1, a1,...,a, € K et P1,..., P, € K,_1[X]. Posons M = (P;(a;))1<i j<n-
Déterminer rg(M).

Exercice 468 [MINEs-PONTS 2026 # 468] Soient A, B € K[X] avec deg A = m, deg B < n. On pose
0: (U, V)€ Kn_1[X]| x Kjp_1[X]| = AU + BV € Kypin—1[X]-

1. Montrer que ¢ est bien définie et linéaire.
2. Décrire son noyau et son image en fonction de D = ged(A4, B).
Exercice 469 [MINEs-PONTS 2026 # 469] Soient A, B € K[X], D = gcd(A4, B), E de dimension finie et f € L(E).
1. Montrer que ker A(f) Nker B(f) = ker D(f) et Im A(f) + Im B(f) = Im D(f).
2. Existe-t-il des relations analogues avec le ppcm ?
Exercice 470 [MiNEs-PONTS 2026 # 470] Soit F = {M € M3(C) |rg M < 3}.
1. Pour My, My € GL3(C), montrer que [M;, Ma] N E est fini et de cardinal au plus 3.
2. Pour chaque m € {0,1, 2,3}, donner M;, M> tels que |[My, M3] N E| = m.
Exercice 471 [MINEs-PONTs 2026 # 471] Soient A, B € M,,(R) commutant.
1. Montrer que det(A? + B2) > 0, puis que det(A2* + B2¥) > 0 pour tout k > 1.
2. Sidet(A + B) > 0, montrer que det(A?**! 4+ B2k+1) > 0 pour tout k > 1.
Exercice 472 [MiNEs-PONTS 2026 # 472] Soit F' un sous-espace vectoriel de M, (R) tel que F'\ {0} C GL,(R).
1. Montrer que dim F' < n.
2. Sin est impair, montrer que dim F' < 1.
3. Donner un cas d’égalité dans la premiére question pour n = 2 ou 4.
Exercice 473 [MINEs-PONTS 2026 # 473] Soit

E={M € M,(C) | 3P € GL,(C), +Vz € C, P — zM € GL,(C)}.
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1. Montrer que FE ne contient aucune matrice inversible.

2. Décrire E.
Exercice 474 [MINEs-PONTs 2026 # 474] Soit A une partie finie non vide de GL,,(Z) stable par produit. Posons S = ;. , M.
Montrer que | A| divise Tr(S).
Exercice 475 [MINES-PONTSs 2026 # 475] Soit f € C*°(R,R). Pour a € R, poser f,(z) = f(z + a), et Fy = Vect(f,)acr-

1. Donner un exemple non nul ou F'y est de dimension finie et préciser cette dimension.

2. Montrer que si Fy est de dimension finie, alors Fy 'est aussi.

3. Déterminer les fonctions f telles que dim Fy = 1, puis 2.

Exercice 476 [MINEs-PONTs 2026 # 476] Caractériser les matrices A € M,,(R) telles que, pour toute matrice nilpotente NV, AN soit
nilpotente.

Exercice 477 [MINES-PONTS 2026 # 477] 1. Soient A, B € M,,(C) telles que A, B, A+ B soient nilpotentes. Montrer que tr(AB) =
0.

2. Pour un sous-espace F' C M,,(K) de base (A1,...,A,), poser F+ = {B | Tr(AB) = 0 VA € F}. Montrer que I'application
B+ (Tr(A; B)); est surjective et que dim F+ = n? — dim F.
3. Si G ne contient que des matrices nilpotentes, donner un exemple de dimension n(n —1)/2 et montrer que, en général, dim G <
n(n —1)/2.
Exercice 478 [MINEs-PONTS 2026 # 478] On considére une norme sur M, (R) telle que || AB|| < || A]||| B
1. Montrer qu’une telle norme existe et que || B*|| < || B||*. Que dire pour k = 0?
2. Si AB — BA = B, montrer que AB"™ — B™A = mB™ pour m > 1, puis en déduire que B est nilpotente.
Exercice 479 [MINEs-PONTs 2026 # 479] Soient A, B € M,,(C). Montrer que leurs polynomes caractéristiques sont égaux si et
seulement si Tr(A*) = Tr(B*) pour 0 < k < 2n — 1.
Exercice 480 [MiNEs-PONTs 2026 # 480] Soient A, B € M,,(C). Montrer qu’il existe P, () inversibles tels que Q' AP et Q' BP
soient triangulaires supérieures.

Exercice 481 [MINES-PONTS 2026 # 481] Soient a,b,c € R et

0 —-b a
A=| b 0 —c
—a c 0

Montrer qu’il existe d € R tel que A® + dA = 0, déterminer d et calculer A?".
Exercice 482 [MINEs-PONTs 2026 # 482] 1. Montrer que A € M, (K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente a
J = diag(I,., 0).
2. En déduire que, pour A, B € M, (K), xaB = XBA-
Exercice 483 [MINEs-PONTs 2026 # 483] Soit T': P € R, [X] — (1 — X)"P(X/(X — 1)). Montrer que T est un endomorphisme.
Est-il diagonalisable ?
Exercice 484 [MINEs-PONTS 2026 # 484] Soit n > 1. Pour P € R, [X], définissons T'(P) par

T(P)(z) = i/OzP(t)dt (z > 0).

1. Montrer que 7" définit un endomorphisme de R,,[X].
2. Déterminer ses éléments propres.
Exercice 485 [MINEs-PONTS 2026 # 485] Soient E = CN et F le sous-espace des suites convergentes. Pour u € E, poser ¢(u),, =
27" 3o () .
1. Déterminer les éléments propres de (.
2. Montrer que F’ est stable et déterminer les valeurs propres de 'endomorphisme induit.
Exercice 486 [MINEs-PONTs 2026 # 486] Soit A = (a;;) € M,,(R) définie par a; j = (n — 1)i + j.
1. Calculer rg(A).
2. A est-elle diagonalisable ?
Exercice 487 [MINEs-PONTs 2026 # 487] 1. Soient A, B € M,,(C) tels que AB — BA = B. Montrer que B est nilpotente.
2. Si AB — BA = AA + uB, montrer que A, B possédent un vecteur propre commun, puis sont cotrigonalisables.

Exercice 488 [MINES-PONTSs 2026 # 488] Soitn > 3 et A = (a;;) € Mu(R) telle que a;; = a;,, = 1 pour tout 1, les autres
coefficients étant nuls. Montrer que A est diagonalisable et la diagonaliser.

0 01
Exercice 489 [MINES-PONTSs 2026 # 489] Posons A= |1 0 0| et
010
0 0 A
B=1A 0 O
0 A O
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Déterminer les éléments propres complexes de B. Est-elle diagonalisable ?

Exercice 490 [MiNEs-PONTs 2026 # 490] Soit A € M,,(C) telle que tr(A?) = 0 pour 1 < i < n et tr(A™) # 0. Montrer que A est
diagonalisable.

Exercice 491 [MiINEs-PONTs 2026 # 491] Pour a € Z, poser

1 a 1 a
s=(o %) m=(0 1)

Rappeler le lien entre inverse et comatrice.
Montrer que GL2(Z) est un groupe et que S,, T, € GLa(2).
Calculer TbSabel.
Si M € Mo(Z) a pour polynéme caractéristique X2 — 1, montrer qu’il existe P € GLy(Z) tel que M = PSyP~! ou
M = PS,P~L.
Exercice 492 [MINEs-PONTs 2026 # 492] Soit M € M, (C) telle que M? + MT = I,,.
1. Montrer que 0 € Sp(M) si et seulement si 1 € Sp(M).
2. Montrer que M est diagonalisable.

Lol

Exercice 493 [MinEs-PoNTs 2026 # 493] Soit (e;) la base canonique de R™ et S,, le groupe des permutations. Pour o € S, soit
Paei = €5(i)-

1. Montrer que ¢ — P, est un morphisme injectif.

2. Pour le cycle (1---n), expliciter P, et calculer son polyndme caractéristique.

3. Pour une matrice diagonale par blocs M = diag(A, B), établir la multilinéarité et I’alternance du déterminant par rapport aux
colonnes de A, puis en déduire det M = det A det B.

Exercice 494 [MINEs-PONTs 2026 # 494] Soient F un espace vectoriel complexe de dimension finie et f € L(E).
1. Sixg =[Ih_, (X — \g)" avec A distincts et F}, = ker(f — Ag id)"*, montrer que E = @, F}.

2. Si u est nilpotent sur un espace V' de dimension p avec uP~! # 0, montrer qu’il existe une base o sa matrice est un bloc de
Jordan et en déduire que le nombre de sous-espaces stables par u est fini.

3. Sitous les F}; sont de dimension 1, montrer que f n’a qu'un nombre fini de sous-espaces stables.
Exercice 495 [MINEs-PONTs 2026 # 495] Soient F un espace vectoriel réel de dimension finie et f € £(E) tel que f2 = —id.
1. Montrer que dim F est paire.
2. Déterminer les polyndémes minimal et caractéristique de f.
3. Pour a # 0, montrer que (a, f(a)) est libre et poser F(a) = Vect(a, f(a)).
4. Montrer que E est somme directe de tels plans.

5. En déduire qu’il existe une base ou la matrice de f est diagonale par blocs égaux a ((1) _01> .

Exercice 496 [MinEes-PONTs 2026 # 496] Soient F un espace vectoriel complexe de dimension n et f € L(FE). S’il existe k > 2 tel
que f* soit un projecteur, montrer que f est diagonalisable si et seulement si rg(f) = rg(f*).

Exercice 497 [MINEs-PONTS 2026 # 497] Soit A € M,,(R) telle que A3 — A = I,,. On suppose tr(A) € Q. Montrer que n est divisible
par 3 et déterminer det A.

Exercice 498 [MiNEs-PoNTs 2026 # 498] Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension finie. Montrer

que les éléments nilpotents de C[u] forment un sous-espace vectoriel et déterminer sa dimension en fonction du degré du polyndme
minimal de u et du nombre de valeurs propres de u.

Exercice 499 [MINEs-PONTs 2026 # 499] Soit P = >_;_ ay X" € C[X] unitaire de degré n > 1, de racines rq,...,r, avec
multiplicités. Poser S = >, r¥ et C la matrice compagnon de P.

1. Déterminer x¢ et le polynéme minimal de C.
2. Pour £ > 0, calculer >} aSke.
Exercice 500 [MiNEs-PONTs 2026 # 500] Soient F réel de dimensionn > 2 etu € L(E).
1. Exprimer les coefficients de X"~ ! et X" ~2 dans Y, avec Tr(u) et Tr(u?).
2. Siu est de rang 2, montrer que x,, = X" 2P(X) pour un polynéme P de degré 2, dont on déterminera les coefficients.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que w soit trigonalisable.
Exercice 501 [MiNEs-PONTs 2026 # 501] Soit F' complexe de dimensionn > 2 et f, g € L(FE) tels que fg —gf = f.
1. Montrer que f est nilpotent.

2. Sidimker f = 1, déterminer I'indice de nilpotence de f et montrer qu’il existe une base ou f est un bloc de Jordan et g =
diag(A, A+ 1,..., A +n—1).

Exercice 502 [MINEs-PONTSs 2026 # 502] On considére 'équation matricielle M3 — 2M?2 + M = 0. Quelles sont les traces possibles
des solutions M € M,,(C) ? Déterminer le nombre de classes de similitude dans ’ensemble des solutions.

Exercice 503 [MiNEs-PoNTs 2026 # 503] Soientn > 2 et A € M, (R) tels que 4 (X?2) = ma(X)ma(X —1).

1. Montrer que n est pair.
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2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit semblable a une matrice diagonale par blocs de tailles 1 ou 2.

Exercice 504 [MINES-PONTS 2026 # 504] Soit A € M, (R) et F = {M € M,(R) | AMA = 0}. Calculer dim F lorsque A est
diagonalisable, puis dans le cas général.

Exercice 505 [MINEs-PONTs 2026 # 505] Soit P € R[X]\ {0} de degré au moins 2 et f : M +— P(M) sur M, (R).
1. Sideg P est pair, f est-elle surjective ?
2. Méme question si deg P = 3, puis si deg P est impair.
Exercice 506 [MINES-PONTs 2026 # 506] Trouver les matrices A € M,,(C) telles que P A soit diagonalisable pour toute matrice
P e GL,(C).
Exercice 507 [MiNEs-PoNTs 2026 # 507] Soit A = (a; ;) € My (R) telle que a; ; > 0et 37, a; ; = 1 pour tout i.
1. Montrer que les valeurs propres complexes de A sont de module au plus 1.
2. Si |A| = 1 est une valeur propre, montrer que ker(A — \I,,) = ker((A — A\I,,)?).
3. Sitous les coefficients sont strictement positifs, montrer que la seule valeur propre de module 1 est 1.
Exercice 508 [MINES-PONTS 2026 # 508] 1. Sin > 2et N € M,,(C) est nilpotente, montrer qu’il existe B telle que B? = I, + N.

2. En déduire que toute matrice inversible complexe admet une racine carrée.

. e I, M
Exercice 509 [MINES-PONTS 2026 # 509] 1. Déterminer I'inverse de ( O" ) )
n

2. Soient A, B,C' € M,,(C), A, B diagonalisables et Sp(A4) N Sp(B) = &. Montrer que (61 g) est semblable a diag(A, B).

3. Que devient le résultat sans diagonalisation de A, B?

4. Que devient-il si les spectres ont une intersection non vide ?
Exercice 510 [MINEs-PONTs 2026 # 510] Soient n > 2 et G un sous-groupe de GL,,(C) tel qu’il existe N > 1 avec AN = I, pour
tout A € G.

1. Montrer que tous les éléments de G sont diagonalisables.

2. Soit (M;) une base de Vect(G) formée d’éléments de G et f(A) = (tr(AM;));. Si f(A) = f(B), poser C = AB~! et montrer

que tr(C*) = n pour tout k, puis que C' — I,, est nilpotente.

3. Montrer que G est fini.
Exercice 511 [MINEs-PONTs 2026 # 511] Soient K un corps, E un K -espace vectoriel et f € L(F) annulé par un polynéme dont 0
est racine simple.

1. Montrer que E = ker f 4 Im f.
On suppose ensuite K = Cetdim E =n < +o0.

1. Sigo f = 0, montrer que f, g sont cotrigonalisables.

2. Montrer que toute famille finie d’endomorphismes commutants est cotrigonalisable.

3. Si f1,..., fn sont nilpotents et commutent, calculer fj o---o f,.
Exercice 512 [MiNEs-PoNTs 2026 # 512] Soient n > 2 et A € M, (C). Montrer que rg(A) = rg(A?) si et seulement si a
a(A + al,)~! admet une limite finie lorsque a — 0.
Exercice 513 [MiNEs-PONTs 2026 # 513] Soit A € M,,(C) et ®4 : M — AM — M A. A quelle condition ® 4 est-il diagonalisable ?

Exercice 514 [MINEs-PONTs 2026 # 514] Soient A € M,,(R)\{0} et B € GL,,(R). Etudier les éléments propres et la diagonalisabilité
des endomorphismes
f(M) =tr(A)M — tr(M)A, g(M) =tr(A)BM — tr(BM)A.

Exercice 515 [MINEs-PONTS 2026 # 515] Soientn > 1et A, B € M,,(C). Posons ®4(M) = AM et ¥ (M) = M B.

1. Déterminer leurs polyndmes minimaux et la condition de diagonalisabilité.

2. Lorsque cette condition est satisfaite, montrer qu’il existe une base de matrices de rang 1 dans laquelle les deux endomorphismes
sont diagonaux.

Exercice 516 [MINEs-PONTs 2026 # 516] Soient A, B € M,,(C) telles que A? + B? = 2AB. Poser X = A — B.
1. Montrer que X*B — BX* = kX**+! pour tout k > 1.
2. En déduire que X est nilpotente.
3. A et B sont-elles cotrigonalisables ?
Exercice 517 [MINES-PONTS 2026 # 517] Soitn > 2. Déterminer, selon la parité de n, les P € R[X] tels que, pour toute M € M,,(R),
P(M) = 0 implique det M = 0.
Exercice 518 [MINEs-PONTs 2026 # 518] Soit A € M, (R) telle que A*¥ — B.
1. Montrer que B est un projecteur commutant avec A et expliciter son noyau et son image.
2. Montrer que Spc(A4) C {|z] < 1} U {1}.
3. Sil ¢ Spc(A), montrer que B = 0.
4. Montrer que la multiplicité de 1 dans x 4 vaut dim ker(A — I,).
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Exercice 519 [MINEs-PONTS 2026 # 519] Soit A € M,,(C). Montrer que A est diagonalisable si et seulement si exp(A) est diagona-
lisable.

Exercice 520 [MINES-PONTs 2026 # 520] Soit A € M,,(C) et P = [[7_,(X — ;) ou les \; sont ses valeurs propres distinctes.
1. Montrer qu’il existe R, S € C[X] tels que RP + SP’' = 1.
2. Poser Ag = Aet A1 = A, — P(A;)S(Ag). Montrer qu’il existe Cj, € C[A] tel que Ay, = P(A)2k C, puis qu’un certain A,
est diagonalisable.
3. En déduire que A = D + N avec D diagonalisable et IV nilpotente.
Exercice 521 [MINEs-PONTs 2026 # 521] Soient K un corps, E de dimension finie et f € L(E). Pour z € E, poser I, = {P €
K[X] | P(f)(x) = 0}.
1. Montrer que I, est un idéal principal.
2. Sile polynéme minimal est P® avec P unitaire irréductible, montrer qu’il existe x tel que I, = (7).
3. Montrer que deg 7¢ = n si et seulement s’il existe « tel que (z, f(x),..., f"!(x)) soit libre.
4. Etudier le cas général.
Exercice 522 [MINEs-PONTs 2026 # 522] Soit M = (m; ;) € M,(R). Montrer que

n n 1/2
WWK[WZ@J.
j=1 \i=1

Exercice 523 [MiNEs-PoNTs 2026 # 523] Soit M € M,,(R) nilpotente non nulle. Déterminer I'image de ¢ : X € R" — XTMX.
Exercice 524 [MINES-PONTS 2026 # 524] 1. Montrer que

<RQ>:/1P@Qmm
S VI=12
définit un produit scalaire sur R[X].
2. Montrer qu’il existe une unique suite (7},) telle que T}, (cos z) = cos(nz), puis déterminer degré et coefficient dominant.
3. Pour Uy, [X] les polynomes unitaires de degré n, calculer minpey, [x] fil P(t)?/v/1 — 2 dt.
4. Que dire de la factorisation réelle de T, ?
Exercice 525 [MINEs-PONTS 2026 # 525] Soient E = R, [X] et ag, ..., a, € R. Montrer que

P(P,Q) =) P (a)Q" (ax)

k=0

n

est un produit scalaire sur E. Montrer qu’il existe une unique base orthonormée échelonnée en degré et a coefficients dominants
positifs. La déterminer lorsque tous les aj, sont égaux.

Exercice 526 [MINEs-PONTS 2026 # 526] Soit £ = R,,[X]| muni du produit scalaire (P, Q) = fil P(t)Q(t)dt. Calculer

1
inf / (t* — (at® + bt + ¢))?dt.
ab,ceR | 4

Exercice 527 [MINES-PONTs 2026 # 527] Soit E = R[X] muni de (P, Q) = fol P(t)Q(t)dt. Pour n > 1, calculer la distance 7, de
X" /|| X™|| au sous-espace R,,_1[X], puis un équivalent de 7.

Exercice 528 [MINES-PONTS 2026 # 528] Soitn > 2 et f; j(z) = x;x; sur R™.
1. Montrer que dim Vect(f; ;) =n(n+1)/2.

2. Soient m > 2, a € [0,1[, € > 0 et des unitaires u1, ..., u, € R™ tels que |(u;,u;)? — a?| < £? pour i # j. Poser G(x,y) =
(z,y)? — o?||z||?||y||*>. Montrer que, pour ¢ assez petit, (G (u;,u;)) est inversible et m < n(n + 1)/2.

Exercice 529 [MINES-PONTS 2026 # 529] Soient v1, ..., v, des vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel. Montrer qu’il existe
g; € {—1,1} tels que
n
i=1

Exercice 530 [MINEs-PoNTSs 2026 # 530] Soit F euclidien. Déterminer les u € L(E) tels que u(V+) = u(V)* pour tout sous-espace
vectoriel V' de E.

Exercice 531 [MiNEs-PONTs 2026 # 531] Soit E euclidien et f : E — FE telle que f(0) = 0et || f(z) — f(y)]| = ||z — v
1. Que peut-on dire de f?
2. Etudier la convergence de u,, = % Zz;é f*.

<Vn.

3. Que se passe-t-il si f est linéaire et || f(x)|| < ||z ?
4. Que devient exercice dans un espace préhilbertien ?
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Exercice 532 [MINEs-PONTs 2026 # 532] Soient F euclidien et f € L(E) telle que || f(z)]| < ||zl
1. Montrer que f(x) = x implique f*(z) = =.
2. Montrer que Im(f — id) ® ker(f —id) = E.
Exercice 533 [Mings-PoNTs 2026 # 533] Soient E euclidien nonnuletu € L(E). Caractériserlesv € L(FE) tels que ||v(z)]| = ||u(x)]|
pour tout x € E.
Exercice 534 [MINEs-PONTS 2026 # 534] Soit £ = M,,(R) muni de (U, V) = Tr(UVT). Pour A € E, poser Ta(M) = AM — M A.
1. Montrer que Im(74)+ = {M | ATM = M AT},
2. Montrer que A est nilpotente si et seulement si A € Im(Ty4).
3. Montrer que A est nilpotente si et seulement si elle est semblable a 2 A.

Exercice 535 [MINES-PONTs 2026 # 535] Soient E euclidien, V 'ensemble de ses sous-espaces et z € E. Pour W € V, soit myy la
projection orthogonale sur W. Déterminer {my (x) | W € V}.

Exercice 536 [MINES-PONTS 2026 # 536] Déterminer les P € R[X] tels que, pour tout n > 1, P(A,(R)) C A, (R).
Exercice 537 [MINEs-PONTS 2026 # 537] Déterminer les matrices M € A,,(R) telles que Spe(M) C R.

Exercice 538 [MINEs-PONTs 2026 # 538] Soientn > 2 et A € A,(R) \ {0}. Montrer que A est semblable a une matrice diagonale
par blocs dont les blocs diagonaux non nuls sont de taille 2 x 2.

Exercice 539 [MiNEs-PoNTs 2026 # 539] Soit A € M,,(R). Montrer Iéquivalence entre A antisymétrique et P~ AP a diagonale
nulle pour toute P € O, (R).

Exercice 540 [MINEs-PONTs 2026 # 540] Soit A € S,,(R). Discuter le nombre de matrices B € M,,(R) telles que B> = A.
Exercice 541 [MINEs-PONTs 2026 # 541] Déterminer les M € Mo (R) telles que M? = M7,
Exercice 542 [MINEs-PONTs 2026 # 542] 1. Soient M € M, (R) et p > 1 tels que (M + M7T)? = 0. Montrer que M est antisy-
métrique.

2. Trouver M € My(C) telle que (M + M7T)% = 0 mais M + M7 # 0.
Exercice 543 [MiNEs-PONTs 2026 # 543] Déterminer toutes les matrices A € M,,(R) telles que A + AT = A2
Exercice 544 [MINEs-PONTs 2026 # 544] Soient A, B € M,, 1(R) non colinéaires et M = ABT + BAT.

1. Justifier que M est diagonalisable.

2. Calculer rg M.

3. Expliciter ses éléments propres.
Exercice 545 [MINES-PONTs 2026 # 545] Soient A, B € S,(Q) telles que rg(A + tB) < n pour tout ¢ € R. Montrer qu’il existe
X €Qn\ {0} tel que XTAX = XTBX = 0.
Exercice 546 [MINEs-PONTs 2026 # 546] Soit A = (a; ;) € S,/ (R) sans coefficient nul. Posons B = (1/a; ;). A quelle condition
BeS(R)?
Exercice 547 [MINEs-PONTs 2026 # 547] Soit n impair, A, B € S,,(R) et C(A) = {M | AM = M A}. Montrer que C(A)NC(B) =
Vect(I,) si et seulement s’il n’existe pas de sous-espaces non nuls F, G stables par A, B tels que F' & G = R™.
Exercice 548 [MINEs-PONTs 2026 # 548] On munit R™ de son produit scalaire canonique.

1. Si AAT = AT A et F est stable par A, montrer que F'* est stable par A.

A0 0
2. Si A € M3(R) vérifie AAT = AT A, montrer que A est diagonalisable ou orthosemblablea [ 0 o —p3
0 8 «

Exercice 549 [MINEs-PONTS 2026 # 549] Posons C,, = {4 € M,,(R) | AT A = \I,, pour un A € R}. Soit d,, la dimension maximale
d’un sous-espace vectoriel inclus dans C),. Déterminer d1, ds, d3.

Exercice 550 [MINES-PONTs 2026 # 550] Soitn > 2, V,, = Vect(SO,,(R)) et munissons M,,(R) de son produit scalaire canonique.
1. Déterminer V5.
2. Montrer que e € SO,,(R) pour toute matrice antisymétrique A.
3. En déduire que V- C A, (R)*.
Exercice 551 [MINEs-PONTs 2026 # 551] Soit f : M,,(R) — R’ continue. Pour A € A, (R), montrer que inf,cr f(exp(zA)) > 0.
Exercice 552 [MINEs-PONTs 2026 # 552] Soitn > 2et U, = {M € M,,(C) | MT = M}.
1. Montrer que si M € U, ses valeurs propres sont réelles.

2. Pour M = (my ;) définie par my ; = i sik < j, my,; = —i si k > j et diagonale nulle, montrer que M est diagonalisable et
déterminer valeurs propres et vecteurs propres.

Exercice 553 [MINEs-PONTs 2026 # 553] Posons 2 = {M € M, (R) | I,, + M est inversible}.
1. Montrer que O, (R) est un groupe.
2. Montrer que A, (R) C Qet A, (R) # Q.
3. Pour M € Q,poser f(M) = (I,—M)(I,+M)~1.SiM € O, (R)NQ, montrer que f(M) est antisymétrique et f(f(M)) = M.
4. Pour M € O, (R), montrer qu’il existe une diagonale .J & coefficients dans [—1, 1] telle que det(M + J) = 0.
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Exercice 554 [MINES-PONTs 2026 # 554] Soientp > 2, A € S;*(R),b € RPeta > 0.Posonsa = A~ 'betz, 1 = xn +a(b— Axy).
Pour quelles valeurs de « la suite converge pour tout xg ?

Exercice 555 [MINES-PONTS 2026 # 555] Soient A € S;F+(R) et B € S, (R).
1. Montrer qu’il existe P € GL,,(R) et diagonale D telles que A = PTPet B = PTDP.
2. Si B est définie positive et o, 8 > 0 avec a + = 1, montrer que

det(aA + BB) > det(A)* det(B)”.

Exercice 556 [MINEs-PONTS 2026 # 556] Soit A € M,, ,(R).
1. Montrer que ker(A” A) = ker A, donc A et AT A ont méme rang 7.

2. Montrer qu’il existe une famille orthonormée (y1,...,y,) de R? telle que la matrice de restriction de AT A soit diagonale
coefficients strictement positifs.

3. Montrer qu’il existe U € O, (R), V € O,(R) et A € M,, ,(R) diagonale rectangulaire positive telle que A = UAV.
Exercice 557 [MINEsS-PONTs 2026 # 557] 1. Donner deux définitions de S;' (R) et établir leur équivalence.
2. Si A € §,(R), montrer que A € S;7(R) si et seulement si tr(AB) > 0 pour toute B € S, (R).
Exercice 558 [MiNEs-PoNTs 2026 # 558] Soit A € S,,(R) telle que a|| X ||? < (X, AX) < b||X||? pour tout X. Si P € R[X] vérifie
P(x) > 0 sur [a, b], montrer que P(A) € S; " (R).
Exercice 559 [MINEs-PONTs 2026 # 559] Soient S € S;FT(R) et S’ € S,,(R). Montrer que S5’ est diagonalisable sur R.
Exercice 560 [MINEs-PONTS 2026 # 560] 1. Soit A € §;F(R). Montrer que det A < [T, a;;.
2. Soient F euclidien de dimension n et f € ST(F) de spectre A\; < - -+ < \,,. Montrer que

1> = inf [T¢s (e, ea).

; (e;) base orthonormée
i

Exercice 561 [MINEs-PONTs 2026 # 561] Soit A € S,,(R) et A; sa sous-matrice principale d’ordre i.
1. Si A est définie positive, montrer que chaque A; lest et det A; > 0.
2. Réciproquement, si det A; > 0 pour tout 7, montrer que A est définie positive (traiter d’abord n = 1, 2).
Exercice 562 [MINEs-PONTS 2026 # 562] Soit S € S,,(R). Montrer que {X € R” | XT'SX = 1} est compact non vide si et seulement
siS eSS (R).
Exercice 563 [MINEs-PONTs 2026 # 563] Soit A € M,,(R). Montrer I’équivalence entre :
1. A est symétrique et la somme de deux valeurs propres de A n’est jamais nulle.
2. Pour toute matrice symétrique B, il existe une unique matrice symétrique M telle que B = M A + AM.
Exercice 564 [MINES-PONTS 2026 # 564] 1. Soit A € S;F(R). Montrer querg A < r si et seulement si A = Y, X; X7 pour des
X; € R™.
2. Cette propriété reste-t-elle vraie pour A symétrique quelconque ?
3. Pour A € S,,(C) de rang 1, montrer qu’il existe X tel que A = X X 7.
4. Généraliser aux matrices complexes symétriques de rang 7.
Exercice 565 [MINEs-PONTs 2026 # 565] Soit E euclidien et N la norme d’opérateur.
1. Pour f € S*(E), montrer qu’il existe un unique r € S*(E) tel que f = r°.
2. Pour u € S(E), exprimer N (u) al’aide de son spectre.
3. Pour f,g € ST(F), montrer que

N(R(f) — R(g9)) < VN(f —9).

2) Analyse
Exercice 566 [MINES-PONTS 2026 # 566] Soit C une partie d’un espace normé telle que, pour tous u # v de C, Ju, v[NC' = &. Montrer
que si C est fermée, alors C' est convexe. Est-ce vrai sans hypothése de fermeture ?

Exercice 567 [MINES-PONTS 2026 # 567] Pour M € M,,(R), poser N (M) = suppco, r) | Tr(PM)|. Montrer que N est une norme
sur M, (R).
Exercice 568 [MINEs-PONTS 2026 # 568] Soit £ = C*([0,1],R) et N(f) = (£(0)2 + [; (f)*)"/2.
1. Montrer que NN est une norme.
2. La comparer a || - ||oo-
Exercice 569 [MINES-PONTS 2026 # 569] Pour P € R[X], poser || P||; = fol |P(¢)|dt,

1. Montrer que N est une norme.

1 n
Pllos = supjo,) | Pl et N(P) = sup,en | [y P(£)t"dt|

2. N et || ||co sont-elles équivalentes ?
3. N et|| - |1 sont-elles équivalentes ?

Exercice 570 [MINEs-PONTs 2026 # 570] Pour a € R et P € R[X], poser N, (P) = |P(a)| + fol |P(t)|dt.

1. Montrer que NN, est une norme.
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2. Comparer N, et N, et étudier la continuité de P — P(b) pour la norme N,.
Exercice 571 [MINEs-PONTs 2026 # 571] Soient E = C°([0,1],R) et F = {f € E | f(0) = 0}.
1. Montrer que F' est fermé pour || - || 0o-
2. Est-ce encore vrai pour N (f) = fol |f]?
Exercice 572 [Mings-PonTs 2026 # 572] Soit E = {f € C%([0,1],R) | £(0) = f'(0) =0} et N(f) = |f + 2" + ["| -
1. Montrer que N est une norme.
2.Sig=f+2f + f”, exprimer f en fonction de g.
3. Montrer qu’il existe a > 0 tel que || || < aN(f).
4. Les normes N et || - || oo sont-elles équivalentes?

Exercice 573 [MINES-PONTS 2026 # 573] Soient K un compact d’un espace normé et £ > 0. Une partie A C K est e-séparée si deux
points distincts sont & distance au moins . Montrer qu’il existe M (¢) tel que toute partie e-séparée de K ait cardinal au plus M (¢).

Exercice 574 [MINEs-PONTs 2026 # 574] Soit f : R> — R telle que |f(x) — f(y)| < ||z — y||? pour tous x,y. Montrer que f est
constante.

Exercice 575 [MINEs-PONTs 2026 # 575] Soit f : R® — R telle que, pour tout & € R, les ensembles {z | f(z) > a}tet{z | f(z) < a}
soient ouverts. Montrer que f est continue.
Exercice 576 [MINEs-PONTs 2026 # 576] 1. Si P € C[X] est de degré n, montrer que

1 2m

" PR (g)]2
012,70 | (@)* o
|P(a+ re*)| dﬁ—gzo e ret.

2m Jo
2. Si K estun compact et 9K = K \ K, montrer que |P(z)| < max,cax |P(w)| pour z € K.
Exercice 577 [MINES-PONTs 2026 # 577] Soit K un compact non vide d’'un espace normé et f : K — K une isométrie. Montrer que
f est surjective.
Exercice 578 [MINEs-PONTs 2026 # 578] Décrire les sous-groupes compacts de (C*, x).
Exercice 579 [MINEs-PONTs 2026 # 579] Soit f : R> — R continue.
1. S’il existe ¢ tel que f~!({c}) soit un singleton, que peut-on dire de c?
2. S’il existe c tel que cette fibre soit compacte non vide, montrer que f posséde un extremum.
3. Si toutes les fibres sont compactes, montrer que f(x) admet une limite, éventuellement infinie, lorsque ||| — +oc.
Exercice 580 [MiNEs-PoNTs 2026 # 580] Soit £ un espace normé.
1. Si f : E — FE est additive et bornée sur la boule unité, montrer que f est linéaire.
2. Si E est de dimension finie, f linéaire et || f(z)|| < [z||, poser u,, = 1 EZ;S f¥. Etudier la convergence si || f||o, < 1, puis si
[fllop = 1.
Exercice 581 [MiNEs-PoNTs 2026 # 581] Soit u une contraction d’un espace normé FE. Posons v,, = %ﬂ > oheo uF.
1. Simplifier vy, o (u — id).
2. Montrer que Im(u — id) N ker(uw — id) = {0}.
3. Si E est de dimension finie, montrer que leur somme est F.
4. Si E = Im(u — id) @ ker(u — id), montrer que v,, converge simplement et que 'image est fermée.
5. Réciproquement, si v,, converge simplement et 'image est fermée, montrer que cette somme directe vaut E.
Exercice 582 [MINES-PONTS 2026 # 582] Soit f : E — R une forme linéaire continue non nulle sur un espace normé, et a € E tel
que f(a) # 0.
1. Montrer que || f||,p = |f(a)|/d(a, ker f).
2. Montrer que la distance est atteinte si et seulement s’il existe b # 0 tel que || f|lop = |£(0)|/]|D]].
3. Pour E = C°([—1,1],R) muni de | - ||o0, poser F(g) = fol g — fi)l g. Montrer que F' est continue et calculer sa norme
d’opérateur. Est-elle atteinte ?
Exercice 583 [MINEs-PONTS 2026 # 583] Soit E I'espace des fonctions réelles continues bornées sur R. Pour p € N, poser N, (f) =
sup,cg [tPe It f(1)).
1. Montrer que N, est une norme.
2. Pour ¢ € R, la forme f — f(c) est-elle continue pour N, ?
3. Sip # g, les normes N, N, sont-elles équivalentes ?
Exercice 584 [MINES-PONTS 2026 # 584] 1. Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes.

2. Soit C' un convexe compact non vide d’un espace euclidien. Pour z, montrer qu’il existe un unique projeté p(z) € C réalisant
la distance & C, et caractériser y = p(x) par (x — y,c — y) < 0 pour tout ¢ € C.

3. Montrer que = — p(x) est continue.

Exercice 585 [MINEs-PoNTs 2026 # 585] Soit M € M ,,(C). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si sa classe de similitude
est fermée.
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Exercice 586 [MINES-PONTS 2026 # 586] 1. Montrer que SLy,(R) est un fermé non compact.
2. Montrer que SO,,(R) est connexe par arcs.
3. Pour M € GL,(R), montrer qu’il existe O € O, (R) et S € S (R) tels que M = OS.
4. Montrer que SL,, (R) est connexe par arcs et déterminer les composantes connexes par arcs de GL,,(R).
Exercice 587 [MiNEs-PONTs 2026 # 587] Soit u1 > 0 et u, 11 = u,, + 1/(nuy,). Etudier (u,,) et donner un équivalent de wu,,.
Exercice 588 [MINES-PONTSs 2026 # 588] 1. Soit ug > 0 et upt1 = /Un. Etudier la suite.
2. Soit vy > 0 et vp41 = /Uy, + 1/(n + 1). Etudier la suite.
Exercice 589 [MINEs-PONTs 2026 # 589] Soient p,q > 0,p+ g = 1 et p < q. Montrer la convergence et calculer la limite de

- Y &k n—k
Up = .
Exercice 590 [MINEs-PONTS 2026 # 590] Soit ¢,, le nombre d’éléments a € S, tels que a;+1 # a; + 1 pour tout i < n.
1. Montrer que ¢;, = (n — 1)¢,—1 + (n — 2)¢;,—o pour n > 3.
2. Montrer que ¢, /n! converge et calculer sa limite.
Exercice 591 [MINEs-PONTs 2026 # 591] Soit ug > 0 et up+1 = Uy, + n/uy.
1. Etudier la monotonie de (u,,) et le cas ug = 1.
2. Montrer que (u, — n),>1 converge.
3. Poser y, = n(u, —n).Siu, > n, montrer que Y,,4+1/y, = 1+O(n"?), puis qu’il existe o # 0 tel que u,, = n+a/n+0(n"?).
Exercice 592 [MINEsS-PONTSs 2026 # 592] 1. Montrer que, pour n > 2, P, = X™ —nX + 1 posséde une unique racine u,, €0, 1].
2. Montrer que (u,,) converge.
3. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de wu,,.
Exercice 593 [MINEs-PONTS 2026 # 593] Soitzg > 0 et zp41 = Xp +1/Sp, 00 S, =29+ -+ + Tp.
1. Montrer que z,, — +00 et Ty, 41 ~ Tp.
2. En étudiant S,,11/x+1 — Sy /Ty, montrer que S, ~ nx,.
3. Déterminer un équivalent de :E%_H — 2, puis de z,,.
Exercice 594 [MiNEs-PONTs 2026 # 594] Pour m € N, poser
T ymet

F(x) = du.

1. Montrer qu’il existe un unique x,,, > 0 tel que F,(z,,) = 1.
2. Pour v > 0, déterminer la limite et un équivalent de F,,,(vm).
3. Donner un équivalent de z,,, lorsque m — +o0.
Exercice 595 [MINEs-PONTs 2026 # 595] Soit ug = 1 et up41 = 1 + wouq - - - uy,. Posons v, = u,, — 1/2.
1. Exprimer v,,4; en fonction de vy,.
2. Montrer que v,, > on—2 pourn > 1.
3. Montrer qu'il existe r > 0 tel que v,, = 72" (1 4+ O(4™™)).
4. Montrer qu’il existe (z,,) tendant vers 0 tel que u,, = 72" + 1/2 + x,,.
Exercice 596 [MINEs-PONTS 2026 # 596] 1. Pour n > 3, montrer qu’il existe k& < n tel que Hle(l —i/n) <1/2.
2. Si K, est le plus petit tel k, montrer que K,, — +o0.
3. A-t-on K,, = o(n)?
Exercice 597 [MiNEs-PONTs 2026 # 597] Soit (u,,) positive bornée et telle que u,,+1 — uZ — 0.
1. Montrer que la suite admet une valeur d’adhérence.
2. Pour 'ensemble E de ses valeurs d’adhérence, montrer que A\ € E entraine ' eE pour tout k, puis que £ C [0, 1].
3. Montrer que E C {0, 1}.
4. Montrer que la suite a une unique valeur d’adhérence et converge vers 0 ou 1.
5. La question 4 reste-t-elle vraie sans positivité, ou sans bornitude ?
Exercice 598 [MINEs-PONTs 2026 # 598] Montrer que la série ), sin(k)/k converge. Indication : poser S,, = > ,_, sin(k) et
utiliser sin(n) = S, — Sp—_1.
Exercice 599 [MINES-PONTS 2026 # 599] Soit o € R. Déterminer la nature de

—1)"sin(arctan(n®
;( " sinfosctano))

Exercice 600 [MiNEs-PoNTs 2026 # 600] Pour n > 1, poser a,, = n!e"/n”“‘l/Q. Etudier la convergence de la série

Z(ln ant1 — Inay).

n>1
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Donner un équivalent du reste de >, -, 1/k?, puis en déduire 'existence de C' > 0 tel que

12n

=Cvn (%) (1 + L + 0(1/n)>

Exercice 601 [MINEs-PONTs 2026 # 601] Posons u,, = In(n)/n,

2n
Ink In(1+k/n)
n — -1 kiv .
= 2 (D' Z 5 R/

k=1 "=
Etudier la décroissance de u,, et la convergence de (s2,,).
Etablir so, = H, In2 — Ty, ot H, = > p_ 1/ketT, = 3" . In(k)/k.
ATaide des développements de H,, et Y, _, In(k)/k, déterminer I'asymptotique de 7),.
Montrer que R,, est une somme de Riemann, calculer sa limite et établir 75, = In(n)(Ha, — Hy,) + Ry.

En déduire la somme 2,621(—1)’C In(k)/k.

Exercice 602 [MINEs-PONTS 2026 # 602] Pour n > 1, poser v, = Y r_, 1/Vk et u,, = (=1)"(v, — (—1)"). Déterminer la nature
de > u,, et donner un équivalent du reste en cas de convergence, ou de la somme partielle en cas de divergence.

Exercice 603 [MINEs-PONTs 2026 # 603] Soit (uy) positive.

ik B

1. Si Zi’;nﬂ u, < L 370 g, pour tout n, déterminer la nature de Y u,,.

2. Méme question si la borne de la somme de gauche est 2n + p et son départ n + p + 1, pour un p > 1 fixé.

3. Méme question si la somme est de pn + 1 a (p + 1)n.
Exercice 604 [MINES-PONTS 2026 # 604] Soit ug > 0 et upy1 = e~ ¥ /(n + 1).

1. Déterminer les limites de u,, et nu,,.

2. Donner un développement asymptotique a trois termes de u,,.

3. Etudier Y uy, et > (—1)"u,.

4. Donner un équivalent du reste des séries convergentes et des sommes partielles des séries divergentes.
Exercice 605 [MINES-PONTS 2026 # 605] Soit (uy,)n>1 réelle, u, # —1, et

Un

Un =

1. Siu, > 0, montrer que 3_ v, converge. Si 3. u,, diverge, calculer 3", v,.
2. Etudier " v, pour u,, = (—1)"/(n + 1) puis u,, = (—=1)"/v/n + 1.

Exercice 606 [MiNEs-PoNTs 2026 # 606] Soit f € C1([1,400[,R) strictement croissante telle que f(x) — +oo et f'(z) — 0.
1. En utilisant |¢*/®) — ¢ /(0| < (b — a) SUpYq,
2. Pour f € C*([a, +oc[), montrer que

, montrer que {¢*/(") | n € N} est dense dans le cercle unité.

o= [ ] < § o 1700

[n,n+1]

3. En déduire la nature de ) _ sin(lnn)/n.
Exercice 607 [MINEs-PONTSs 2026 # 607] Comparer 73 et 37.
Exercice 608 [MINEs-PONTS 2026 # 608] Soit f(x) = arctan(1/(1+22)). Montrer que f est C™ et calculer f(™) (0) pour tout n € N.
Exercice 609 [MINES-PONTs 2026 # 609] Déterminer les fonctions dérivables f : R% — Rtelles que f'(x) = f(1/x) pour tout z > 0.
Exercice 610 [MINES-PONTS 2026 # 610] Déterminer les fonctions continues f : R — R telles que

flx+y)+ fle—y)=2f(2)f(y)

pour tous z,y € R.
Exercice 611 [MiINEs-PONTs 2026 # 611] Déterminer les fonctions deux fois dérivables f : R — R telles que

(@) cos(f(x)) > f'(x)?sin(f(x))

pour tout x € R.
Exercice 612 [MINEs-PONTs 2026 # 612] Soit E I'espace des fonctions de R dans R et D(f)(z) = f(z + 1) — f(z). Pour n € N, soit

F,={z 2" w,_1(x) + - + 2w (z) + wo(z) | wo, ..., w,_1 € ker D}.

1. Montrer que F,, = D(F11).
2. Montrer par récurrence que ker(D™) = F,.
Exercice 613 [MINEs-PONTs 2026 # 613] Soit f : [0,1] — R.
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1. Montrer que f est dérivable en 0 si et seulement si elle admet un développement limité d’ordre 1 en 0.
2. Si f(0) = O et f est dérivable en 0, montrer que u, = Y _,_, f(k/n?) converge et calculer sa limite.

3. Si f est continue en 0 et A €]0, 1[, montrer que f est dérivable en 0 si et seulement s’il existe ¢ tel que (f(z) — f(A\x))/z — ¢,
et préciser le lien avec f/(0).

Exercice 614 [MINEs-PONTs 2026 # 614] Soit f(z) =z — In(1 + ) sur | — 1, +o0|.
1. Montrer que les restrictions de f a] — 1, 0] et [0, +o0] sont des bijections sur R..
2. Déterminer un équivalent de f en 0, puis ceux des fonctions réciproques en 0.
Exercice 615 [MINEs-PONTs 2026 # 615] Soit f : Ry — R continue, bornée et intégrable. Posons a = supg, |f] et u, =
Jore fynt.
1. Montrer que les w,, sont bien définis.
2. Si @ < 1, montrer que > u, converge.
3. Sia > 1, montrer que > u, diverge.
Exercice 616 [MINEs-PONTs 2026 # 616] Soient a < b, E = C°([a, b], R) muni de la norme uniformeet A = {f € E | f(z) > 0Vx}.

Pour f € A, poser . .
B(f) = ( / f(fff)dx> ( / ;@)

1. Montrer que ® admet un minimum et le déterminer.

2. A est-elle ouverte ? Fermée ?

3. Déterminer ®(A).
Exercice 617 [MiINEs-PONTSs 2026 # 617] Soit F'(z) = fw‘/‘% e! /t dt. Déterminer la limite et un équivalent de F" en 0T et en +oo.
Exercice 618 [MINEs-PONTS 2026 # 618] Soitn € N et

F={f€C®R,R)| f(x) =2"g(z) pourun g € C*}.

Pour f € C*, poser
e = [ e
0 !

n

Montrer que ¢ est le projecteur sur F' parallélement aux polynémes de degré au plus n.

Exercice 619 [MINEs-PoNTs 2026 # 619] Etudier la nature des intégrales impropres

"+ sinx teo sing T ginx
dx, ———dux, ———dx.
0 NZ o sinz+x 0 T+ x
Exercice 620 [MINEs-PONTS 2026 # 620] Posons I = fow/z In(sin t)dt.

1. Justifier la convergence et montrer que I = fow/ *In(cos tydt et I = 5 [ In(sint)dt.
2. Calculer I.

Exercice 621 [MINES-PONTS 2026 # 621] 1. Pour a > 1, montrer que % = sin x a une unique solution a > 0.

2. Déterminer la nature de

+oo cost

——=dt.
a /|ty —sint|

Exercice 622 [MINEs-PONTs 2026 # 622] 1. Pour a > —1, calculer foﬂ/Q(l + asin?t)~1dt en posant = tant.
2. Déterminer la nature des séries et intégrales :

—~ Jo 14 (nm)esin®t’ 4~ . 1 +tesin®t’ Jy 1+tosin®t’

Exercice 623 [MINEs-PONTs 2026 # 623] Soit a > 0. Etudier la convergence et calculer éventuellement

“+o0 1
/ _Int
0 (1+4t2)2

Exercice 624 [MINEs-PONTs 2026 # 624] Soit f(z) = [

R, = Z‘jl ek

Exercice 625 [MINES-PONTS 2026 # 625] 1. Soient a < bet f,g € C°a,b],R) avec f de signe constant. Montrer qu’il existe
¢ € [a, b] tel que

e~t*dt. Donner un équivalent de f(z) en +oo, puis un équivalent de

| st =g0) [ siorar
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2. Soient A\, ;1 € Ret f € C°(R%) telle que f(x) — Aen0 et (f(t) — p)/t soit intégrable sur [1, +o00[. Pour 0 < a < b, montrer
la convergence et calculer
+00 _
[ fen=son,,
0 t
Exercice 626 [MiNEs-PoNTs 2026 # 626] Soit P € C[X]\ {0}. Etudier la convergence puis calculer
27 )
/ In | P(e™)|dt
0

en fonction des racines de P.
Exercice 627 [MINEs-PONTs 2026 # 627] 1. Pour a < bet f € C°([a, b], R.), montrer que

b 1/z
(/ f(t)%lt) —sup f
a [a,b]

lim <1nw — Mm) ,

r—+o0 X

lorsque z — +o0.
2. Calculer

oul(s) = 0+DO ts=te~tdt.

Exercice 628 [MINEs-PoNTs 2026 # 628] Soit £ = L?(R.) muni de sa norme usuelle. Pour f € E, montrer que x + 2! fox fse
prolonge de maniére unique en une fonction continue sur R, notée T'(f). Montrer que T(f) € E et que T est un endomorphisme
continu de E.

Exercice 629 [MINEs-PONTS 2026 # 629] Soit E I'espace des fonctions [0, 1] — R.

1. Montrer que (f1,..., fr) est libre si et seulement s’il existe (z1,...,xy) tel que det(f;(x;)) # 0.

2. Si F' C E est de dimension finie et (f) C F converge simplement vers f sur [0, 1], montrer que la convergence est uniforme.
Exercice 630 [MINEs-PONTs 2026 # 630] Soit (f,,) € C2([0,1],R).

1. Si(f,(0)) converge et (f,, — f) converge uniformément, montrer que (f,,) converge uniformément.

2. Si (fn(0)) et (fn(1)) convergent et (f)/ — f) converge uniformément, montrer que ( f,,) converge uniformément.
Exercice 631 [MiNEs-PoNTs 2026 # 631] Soit E = {u € C°(R,R) | |u(x)| < |z| pour z # 0}.

1. Les fonctions sin x et = cos = appartiennent-elles a E'?

2. Pour f € E, poser f,, = f o---o f. Montrer que (f,,) converge simplement et déterminer sa limite.

3. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment mais pas nécessairement sur R.

Exercice 632 [MINEs-PoNTs 2026 # 632] Soit f € C?([a, b], R). Montrer I’équivalence entre f convexe et I'existence d’une suite de
polyndmes convexes convergeant uniformément vers f sur [a, b].

Exercice 633 [MINES-PONTs 2026 # 633] Soit () C C°(R,R4.) telle que [ ¢, — Let f‘t|>a n(t)dt — 0 pour tout o > 0. Pour
[ continue bornée, poser f,,(z) = [ ¢n(t)f(x — t)dt. Montrer que f, — f uniformément sur tout segment.
Exercice 634 [MINEs-PONTS 2026 # 634] 1. Soient A, B € M,,(C). Montrer que

1
et —ef = / e* (A — B)e' =By,
0

2. Montrer que f,, : A — (I,, + A/p)? converge vers 'exponentielle uniformément sur les compacts de M, (C).
Exercice 635 [MINES-PONTS 2026 # 635] Posons S(z) = :i% V"% Déterminer son domaine, montrer que S est continue, puis
déterminer sa limite en +00 et un équivalent en 0.

Exercice 636 [MINEs-PONTS 2026 # 636] Soit f(z) = 31> e="*/(n + z).

1. Déterminer le domaine D et étudier la continuité sur D.

2. La série converge-t-elle uniformément sur D ?

3. Déterminer limites et équivalents aux bornes de D.

Exercice 637 [MINEs-PONTs 2026 # 637] Soit f(z) = .12 sin(2"z)/2".

1. Montrer que f est continue sur R.

2. f est-elle dérivable en 0?

Exercice 638 [MINES-PONTS 2026 # 638] Déterminer le rayon de convergence de

n

Vo

n>1
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Exercice 639 [MINEs-PONTs 2026 # 639] Soit a > 1 et
a, = (sin(n)® + asin(1/n))"

Déterminer le rayon de convergence de > a,z™. On admet que 7 est irrationnel.

Exercice 640 [MINEs-PONTs 2026 # 640] Pour m € N, poser W,,, = Oﬂ/Q cos™(t)dt et f(x) = :zfo Wna™.
1. Montrer que mW,,, = (m — 1)W,,_o pour m > 2.
2. Montrer que 1/(m + 1) < W,,, < 7/2.
3. Calculer le rayon de convergence de f.

4. Exprimer f(z) al’aide du résultat de la question 1, puis & 'aide de / (1 —zcost) Ldt.

Exercice 641 [MINEs-PONTs 2026 # 641] Pour n € N, poser a,, = fo /4 fan’ H(t)dt et up(z) = anx™/n*.
1. Déterminer la limite de (ay,).
2. Trouver une relation simple entre a,, 12 et a,.
3. Etudier la série de terme général u,, () selon z, a.
4. Pour f(z) = > ", a,z™, exprimer f avec des fonctions usuelles.

Exercice 642 [MINEs-PONTSs 2026 # 642] Pour n € N, poser u,, = fo (1 —2)"dt et f(x) = D% upa™
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Expliciter f(z).

Exercice 643 [MINEs-PONTS 2026 # 643] Soient a,, = n!/(1-3---(2n + 1)) et f(z) = 3120 a,z?"+1.
1. Déterminer le rayon de convergence, une équation différentielle vérifiée par f et une expression simplifiée de f.
2. Etudier la convergence de la série aux bornes du disque.

Exercice 644 [MINEs-PONTs 2026 # 644] Soient a,b,c € C\ (—=N). Pour n > 1, poser

_lﬁ (a+k)(b+k)
n! o c+k '

1. Déterminer le rayon de convergence de Y u,z™

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que la série converge sur le bord de son disque de convergence.
Exercice 645 [MINEs-PONTs 2026 # 645] Pour n € N, poser I,, = lnz( E—1)"dtet f(x) = Z:i% Lz™.

1. Trouver une récurrence vérifiée par (I, ).

2. Donner un équivalent de I,,.

3. Déterminer le rayon de convergence de f et exprimer f(z).

Exercice 646 [MINEs-PONTS 2026 # 646] Soitt € R\ nZet f(x) = :Ool Smy(lim) ",
1. Déterminer le rayon de convergence.
2. Etudier la convergence de la série en £R.
3. Exprimer f(z) pour z €] — R, R].
Exercice 647 [MINEs-PONTs 2026 # 647] Soit (a, )nen réelle telle que > a,, converge et F'(x) =
1. Montrer que F est définie et C*° sur R.

2. Montrer que Z F®) converge simplement sur R, d’abord si 3" a,, converge absolument, puis dans le cas général.

+o0 n /o)
o ana™ /.

Exercice 648 [MINES-PONTSs 2026 # 648] Soit ag = a; = 1 et apy1 = ay + 2a,_1/(n + 1) pour n > 1. Posons f(x) = Z‘X(’) anx™.
1. Montrer que 1 < a,, < n? pour n > 1.
2. Déterminer le rayon de convergence.
3. Montrer que (1 — 2)y’ — (22 + 1)y = 0 est vérifiée par f.
4. Exprimer f al’aide de fonctions usuelles.
Exercice 649 [MINEs-PONTS 2026 # 649] Soit f : R — R dérivable et bornée telle que f'(z) = f(x + 1).
1. Montrer que f(z) = 3,20 f(™) (0)z™ /nl.
2. Montrer que, pour tout k € N,
® oy = ™)
00 = n:ZW Tk
3. Conclure que f = 0.
Exercice 650 [MiINEs-PONTs 2026 # 650] Pour p > 2, poser



1. Justifier la bonne définition de I,,.
2. Calculer I5 (on admet la valeur de ((2)).
3. Déterminer un équivalent simple de I, lorsque p — +o0.

Exercice 651 [MINES-PONTs 2026 # 651] 1. Montrer que I = fo sin(u?)du converge.

2. Pour a,b > 0, donner un équivalent simple de I, = fo sin(n(au? + bu®))du en fonction de 1.
Exercice 652 [MiNEs-PONTs 2026 # 652] Pour n > 1, poser

+oo :
sin(nt
I, = / sin(nt) dt
0 1+ not3
1. Montrer que [, est bien définie.
2. Déterminer sa limite et un équivalent simple.

Exercice 653 [MINEs-PONTS 2026 # 653] 1. Déterminer I'ensemble A des z € C tels que u.(t) = e~ t*~! soit intégrable sur R*..

2. Pour z € A, montrer que
n
/ (1 —t/n)"t*"dt — T'(2).
0

3. Montrer que I' ne s’annule pas sur A.

Exercice 654 [MINEs-PONTS 2026 # 654] Soit (ay,) positive, 0 < a,, < 1 et a,, — 1. Posons

n

1 n
b, = / H(l — apx)dz, Op = Zak.
0 k=1 k=1

1. Montrer que b, > 1/(n + 1).

2. Montrer que b, < (1 — e~ ") /oy,

3. Déterminer un équivalent de b,,.
Exercice 655 [MINEs-PONTS 2026 # 655] Poser f(x) = [;"°°(1 + t*)~Ldt.

1. Déterminer le domaine D de définition.

2. Montrer que f(z) > 1 sur D.

3. Pour y € R, déterminer le nombre de solutions de f(z) = y

Exercice 656 [MINEs-PONTS 2026 # 656] Soit f(z) = [, - dt.

1. Montrer que f est définie et continue sur |0, +oo].

2. Donner un équivalent de f en 0.

Exercice 657 [MINEs-PONTs 2026 # 657] Pour z > 0et0 < ¢t < 1, poser f(x,t) = t~t%.
1. Montrer que

i‘" (—=1)¢= " In"™ ¢

n!

f(l‘,t) =

n=0

2. Poury > 0etq € N, poser I(y,q) = fol t¥ In?(t)dt. Etablir une récurrence et calculer I(y, q).

3. Poser F(x fo x,t)dt. Montrer que F' € C1(R,) et exprlmer F' comme une somme.
Exercice 658 [MINES—PONTS 2026 # 658] Soit f(x) = 0+°O < T t2 dt. Déterminer son domaine, étudier continuité et dérivabilité, puis

trouver des équivalents aux bornes de son domaine.
Exercice 659 [MINEs-PONTs 2026 # 659] Pour x > 0, poser

+oo dt

fle) = 0 1T+t (22 +12)

Justifier I'existence, montrer que f € C! (R% ) et donner des équivalents lorsque 2 — +o00 puis z — 0.
Exercice 660 [MINEs-PONTs 2026 # 660] Soit f € C°(R%) telle que f(z) — 0 lorsque 2 — 400. Pour 0 < a < b:

1. Montrer que f0+oo (f(at) — f(bt))/t dt converge et calculer sa valeur. En déduire f0+oo (emat —e~b) /t dt.
2. Retrouver ce résultat en étudiant la fonction de a définie par cette derniére intégrale.

Exercice 661 [MINEs-PONTS 2026 # 661] Soit f(z) = [} Ldt.

1. Déterminer le domaine de définition.
2. Montrer que f € C'(R?) et expliciter f'(z).
3. Pour z > 0, calculer f(x) + f(1/x).

Exercice 662 [MINEs-PONTS 2026 # 662] Soit F(z) = [,F*° ¢ " dt.

1. Déterminer le domaine et étudier la continuité.
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2. Donner un équivalent de F' en +oo et en 0.

Exercice 663 [MINEs-PONTS 2026 # 663] Posons F(z) = [,"°° =int qt.

1. Montrer que [ est définie sur RY,.

2. Montrer que
+oo 1

Fe)=) 1o
n=1

Exercice 664 [MINEs-PONTS 2026 # 664] Soit F'(x) = 0+°° %ng?dt.

1. Déterminer le domaine D et montrer que F' € C*(D).
2. Exprimer F sur D (on pourra calculer d’abord F”’ sur R;).
3. Calculer f0+oo (arctant)?/t dt.

Exercice 665 [MINEs-PONTS 2026 # 665] Soit f(z) = [} % .
1. Déterminer le domaine de définition.
2. Montrer que f est développable en série entiére et préciser un intervalle de validité.

3. Expliciter les coefficients de ce développement.
Exercice 666 [MINES-PONTS 2026 # 666] Soit I'(z) = ["° e 1"~ dt.

1. Montrer que I" est définie sur RY .

2. Etablir une relation entre I'(z) et I'(z + 1).

3. Montrer que In oI est convexe.

4. Pour x > 1, en utilisant les différences de In I', montrer que
I(x)
I(z)

=Inz+o(1) (xz— +00).

5. Montrer que >_,_, 1/k — Inn converge vers une constante ~.
6. En déduire f0+°o In(t)etdt.

Exercice 667 [MINEs-PONTS 2026 # 667] Soit f(z) = [;"° e~* arctan(t)dt.
1. Déterminer son domaine et montrer que f € C°.
2. Donner un développement asymptotique de f a tout ordre en +00.
3. Terminer I’étude de f.

Exercice 668 [MINEs-PONTs 2026 # 668] Soit f(z) = f0+°°(sin t/t)e tdt.
1. Déterminer le domaine de définition D.

2. Montrer que f est continue sur D et C'! sur R%.

3. Calculer f sin(t)/t dt.
Exercice 669 [MINEs-PONTS 2026 # 669] Soit f(z) = [, /2 (x — cost)~/2dt. Déterminer le domaine de définition et tracer le graphe
aussi précisément que possible.
Exercice 670 [MINEs-PONTS 2026 # 670] Soit f(z) = [ ™ (cosh? t — z)~1/2dt.

1. Déterminer le domaine de définition.

2. Montrer que f est développable en série entiére autour de 0 et expliciter ce développement.
Exercice 671 [MINEs-PONTS 2026 # 671] Soit I'(z) = [, t*~Te~!dt sur RY.

1. Montrer que In oI est convexe.
2. Soit f : R} — Rtelle que f(1) = 1, f(z + 1) = o f(z) et Inof convexe. Montrer que f =T

Exercice 672 [MINEs-PONTS 2026 # 672] Soit f : R; — R continue et intégrable, avec f(0) # 0. On admet f0+00 eV dy = /7/2.

1. Pour ¢ > 0, montrer que z — e*tﬁf(x) est continue et intégrable.
2. Pour a > 0, montrer que \/ff:w e f(x)dx — 0.
3. Déterminer A tel que

400 5
/0 e f(x)dx ~ A/VE.

Exercice 673 [MINES-PONTS 2026 # 673] On admet fjooj cos(t?)dt = ffoo sin(t?)dt = /7 /2. Posons K (z fﬂ/i iwcost it et
f /2 COs(x cost)dt.

1. Montrer que

V22 .
K(x) =2e*" / Vi 6_2’”92(1 — )24y,
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—1/2 en série entiére.

2. Développer (1 — y?)
3. Montrer que f\—/?o e~ W dy = —ie™" /\/z + O(1/x).
4. En déduire une constante explicite C telle que J(z) = C/v/x + O(1/z) en +00.

Exercice 674 [MINES-PONTS 2026 # 674] Soit
+oo eit
fla,y) =

———dt.
—oo (E—y)? 4 a?
Déterminer son domaine de définition et calculer f(x,y) sur ce domaine.
Exercice 675 [MiINEs-PONTs 2026 # 675] Pour n > 1 et o € R, poser

Un(a) = / "% () cos(t)"dt.

0
Préciser la nature de > U, (1), puis de > Uy, () selon a. Calculer Us(3).
Exercice 676 [MiNEs-PONTS 2026 # 676] Soit f : [0,1] — Ry continue et u,, = fol t" f(t)dt.
1. Montrer que Y _(—1)"u,, converge vers S = fol f(t)/(1+t)dt.
2. Montrer que 25 = 370 01 (1 — t2)" f(t)dt et en déduire une expression de In 2.
Exercice 677 [MiNEs-PONTS 2026 # 677] Soit A € M,,(C).

1. Pour r > 0 assez grand, montrer que re‘I,, — A est inversible et développer son inverse en série géométrique.
2. Montrer que, pour tout P € C[X],
[ o it
P(A) = — P(re™yre(rel, — A)~'dt.
2 J_,

3. En déduire Cayley-Hamilton.
Exercice 678 [MINEs-PONTSs 2026 # 678] Déterminer les fonctions f € C*(R,R) telles que
[0

o T

f(x) dr + f(z) + 2.

Exercice 679 [MINES-PONTS 2026 # 679] Soit k > 1et f € C°(R,R) 27-périodique. Donner une condition nécessaire et suffisante
simple sur f pour que I’équation y” + k?y = f admette des solutions 27-périodiques.

Exercice 680 [MINEs-PONTS 2026 # 680] Soit y une solution bornée sur Ry de ¥ + ¢(z)y = 0, ot p est intégrable sur R.. Montrer
que ¥’ (x) — 0 en +oo.

Exercice 681 [MINEs-PONTs 2026 # 681] Soit I’équation différentielle 2y’ + y = x.
1. Admet-elle une solution développable en série entiere en 0?
2. Admet-elle une solution définie sur R?
Exercice 682 [MINEs-PONTs 2026 # 682] Soit y solution sur R*. de zy” + 3’ + xy = 0, et posons u(x) = /z y(x).
1. Donner une équation différentielle vérifiée par w.
2. Pour v’ +v =0et0 < a < b, montrer que

/ de = (w0’ —u'v)(b) — (wv' — u'v)(a).

422

3. Montrer que, pour tout a > 0, il existe x, € [a,a + 7[ tel que y(x,) = 0.

4. En déduire que Jy(z) = 3725 (—1)%(22/4)% /(k!)? s’annule une infinité de fois sur R*..
Exercice 683 [MINEs-PONTs 2026 # 683] Soient f € C'(Ry,R) et g = f + f', avec [ |g(t)|*dt < oc.

1. Montrer que

f(@)=e"f(0)+e™" /j etg(t)dt.

2. Montrer que f est bornée.
3. Montrer que [;° g(t)?dt — 0 puis f(z) — 0.
Exercice 684 [MINEs-PONTs 2026 # 684] On considére I’équation différentielle ty" (t) + ty'(t) — y(t) = 0 sur R%.
1. Pour quels a € R, hy(t) =t est-elle solution?
2. Justifier que g(t) = e~"/t* admet une primitive sur R
3. Etudier les variations et limites de G(z) = [, g(t)dt.
4. Pour f € C*(R%), poser s(t) = tf(t). Montrer que f est solution de I'équation

E': Z(t)+ <1 + i) z2(t) =0

si et seulement si s’ est solution de E.
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Exercice 685 [MINEs-PONTs 2026 # 685] Résoudre les systémes différentiels

' =z + 2y +tet ; ) = (1 +t)xy —trg — €t
e
y=8r+y+et b=tz + (1 —t)zs + €.

Exercice 686 [MINES-PONTs 2026 # 686] Posons F = {(z,y) € R* | x > y} U {(0,0)}. Pour o € R, définissons f(0,0) = « et,

ailleurs sur F,
B 1 1
f(x7y)_ 1‘2—y2 exp _x2+y2 .

Montrer qu’aucune valeur de « ne rend f continue en (0, 0).

Exercice 687 [MiNEs-PoNTs 2026 # 687] Montrer que la fonction

n 1/n
1)
k=1

est convexe sur (R% )™.

Exercice 688 [MINEs-PONTS 2026 # 688] Soit E = {(z,y) € R? | |z| < 7/2, |y| < cosz} et f(z,y) = y* + ycosz — sinx — 2.
Déterminer les extrema de f.

Exercice 689 [MINEs-PONTS 2026 # 689] Soit f(z,y) = V1 + 22 4+ /1 + y2 — 2y/+/2. Déterminer les extrema locaux, s’ils existent,
et les caractériser.

Exercice 690 [MINES-PONTs 2026 # 690] On munit R” de sa norme euclidienne, S = {z | [|z|| = 1} et f(z) = [[\-, 27.
1. Déterminer le maximum de f sur S.
ICE <||I|>”
| < .
i=1 v

Exercice 691 [MiNEs-PONTs 2026 # 691] Soient A € S;"7(R) et b € R". Déterminer le minimum de g(x) = (Azx,z) — (b, 7).
Exercice 692 [MiNEs-PONTs 2026 # 692] Etudier les extrema locaux de f(z,y) = x sin(xy) + y2/2.
[ ]
]

2. En déduire que

n

Exercice 693 [MINES-PONTs 2026 # 693] Soit f(x,y) = 2¥ — xy sur R} x R. Déterminer les extrema de f.
Exercice 694 [MiNEs-PONTs 2026 # 694] Posons D = {(z,y) € R? | 2y > —1} et A = {(z,y) | zy = 0}.

1. Représenter D, A et dire s’ils sont ouverts ou fermés.

2. Pour f(z,y) = In(1 + 2y)/(zy), montrer qu'on peut prolonger f en une fonction C* sur D.

3. Calculer df (0, 0). La fonction atteint-elle un extremum local en (0, 0) ?
Exercice 695 [MINEs-PONTs 2026 # 695] Soit f : M + M M?* de M,,(R) dans S, (R).

1. Montrer que df (M) est surjective si M est inversible.

2. Pour la restriction g = f|s, (r), si M est symétrique inversible, dg(M ) est-elle surjective ?
Exercice 696 [MINEs-PONTs 2026 # 696] Déterminer I’espace tangent a SL,,(R) en I,,, puis en un point quelconque.
Exercice 697 [MINES-PONTS 2026 # 697] 1. Calculer la différentielle de det : M,,(R) — Ren I,.

2. Montrer de deux fagons que det n’atteint pas d’extremum local en I,,.

3. Que peut-on dire d’un éventuel extremum local de det ?

4. Pour 1 < r < n, expliciter une matrice simple de rang r. La fonction det y atteint-elle un extremum local ?
Exercice 698 [MINEs-PONTS 2026 # 698] Soit

D= {xe (R)™| zn:xf‘ < 16, zn:xl > 1}.
i=1

i=1
Si f: D — Rvérifie |f(z) — f(y)| < ||z — y||? pour tous z,y € D, que peut-on dire de f?
Exercice 699 [MINES-PONTS 2026 # 699] Soit f : R® — R de classe C''.
1. Si f(x) = 400 lorsque ||z|| — 400, montrer que f atteint un minimum.
2. Si f(z)/||x]] = 400, montrer que V f est surjective.

Exercice 700 [MINEs-PONTS 2026 # 700] Soit U un ouvert non vide de R" et f : U — R. On suppose que, pour chaque z € U, il
existe a; € L(R™,R) tel que
W) = f@) — oy —2)| < ly -2l (y€U).

1. Montrer que f est différentiable et préciser df.
2. SiU = R", montrer qu’il existe C' > 0 tel que

|df (2)h = df ()] < C([RI* + [Rllllz — yll + |z = yl*),

puis en déduire que df est lipschitzienne.
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Exercice 701 [MINES-PONTS 2026 # 701] Soit f : R™ — R différentiable et minorée. Montrer que, pour tout € > 0, il existe x. tel que
|do. f(R)| <elln]| (heR™).

Indication : considérer = — f(z) + ||z
Exercice 702 [MINEs-PONTS 2026 # 702] Soit f : R® — R de classe C2.
1. Pour x € R™, exprimer ¢ — f(tx) avec le gradient et la hessienne de f.
2. Si, en tout point, les valeurs propres de la hessienne sont dans [1, +00[, montrer que

£() 2 F0) +(VF(0),2) + 52",

que f admet un minimum et que V f est bijective de R™.
Exercice 703 [MiNEs-PONTs 2026 # 703] Soitm > 1et S™ = {z € R™H! | ||lz|| = 1}.
1. Pour a € S™, montrer que 7,5™ = Vect(a)*.
2. Si f:R™L — Rest Clet f(a) = max,esm f(x), montrer que V f(a) € Ra.
3. En déduire qu’un endomorphisme symétrique réel posséde un vecteur propre, puis établir le théoréme spectral.

Exercice 704 [MINEs-PONTs 2026 # 704] On munit R™ de sa structure euclidienne. Soient a € R™, r > 0, et f continue sur la boule
fermée B(a,r), de classe C? dans son intérieur. Posons Af = >, 02 f.

1. Montrer que f atteint un maximum sur la boule et sur la sphere.

2. Si Af > 0, montrer que les maxima sur la boule et la sphére sont égaux.
3. Etendre au cas Af > 0 en considérant f.(z) = f(x) + ¢l|lz — al|?.

3) Géométrie

Exercice 705 [MINES-PONTs 2026 # 705] Sur un cercle de centre O, on place trois arcs AB,CD et EF d’angle au centre 7/3. Soient
M, N, P les milieux de [BC], [DE], [AF]. Montrer que M N P est équilatéral.

4) Probabilités
Exercice 706 [MINEs-PONTs 2026 # 706] Un immeuble a n étages. Au rez-de-chaussée, p personnes montent dans un ascenseur et
choisissent indépendamment et uniformément un étage parmi les n. Calculer I’espérance et la variance du nombre d’arréts.

Exercice 707 [MINEs-PONTS 2026 # 707] Deux sacs contiennent chacun les boules numérotées de 1 a n. A chaque étape, on tire
simultanément une boule de chaque sac, sans remise. Soit X, le premier tirage aprés lequel un numéro a été tiré deux fois depuis le

début.
1. Déterminer P(X,, > k).
2. Pour k fixé, donner un équivalent de P(X,, = k) lorsque n — +o0.

Exercice 708 [MINES-PONTS 2026 # 708] Une urne contient a boules rouges, b blanches, ¢ noires. On tire avec remise jusqu’au premier
tirage blanc. Soit X le nombre de boules rouges tirées. Déterminer la loi de X et son espérance.

Exercice 709 [MiNEs-PONTs 2026 # 709] On lance une piéce infiniment souvent, avec probabilité p €]0, 1[ de Pile & chaque lancer.
Pourn > 2, soit A,, 'événement que les lancers n — 1, n soient Pile et qu’aucune paire consécutive de Pile ne soit apparue auparavant.
Posons a, = P(Ay).

1. Calculer as, as, ay4.
2. Pour n > 4, trouver une relation entre a,,, an_1, Gpn_o.
3. Déterminer P(|J,,~, 4n).
Exercice 710 [MiNEs-PONTs 2026 # 710] Soit F = AU B, avec |A| = a, |B| = b.

1. Construire une bijection entre les parties a n éléments de E et | J;_o Pr(A) X Py—i(B).

3. Deux joueurs lancent chacun n fois une piéce équilibrée. Déterminer la loi, I'’espérance et la variance de la valeur absolue de la
différence de leurs nombres de Pile.

2. En déduire 'identité de Vandermonde

Exercice 711 [MiINEs-PONTs 2026 # 711] Une urne contient les boules numérotées de 1 a n. On effectue n tirages sans remise. Il y a
rencontre a 'instant & si la boule tirée porte le numéro k. Soit p,, la probabilité de n’avoir aucune rencontre, avec py = 1.

1. Montrer que Y, _, (nfk)pk =1
2. En déduire une expression simplifiée de p,,.

Exercice 712 [MINEsS-PONTSs 2026 # 712] 1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N* telle que P(X =
k)= (k—1)/2k.
2. Calculer son espérance et sa variance, sous réserve d’existence.
Exercice 713 [MINEs-PONTs 2026 # 713] Soit 6 €]0, 7/2].
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1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que

0 ™
P(X =n)= o3 / (sin@sint)"dt.

2

—T

2. Calculer son espérance et sa variance.

Exercice 714 [MINES-PONTS 2026 # 714] Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N et 6,, = P(T' =n | T > n), avec P(T >
n) > 0 pour tout n.

1. Montrer que ,, € [0,1].
2. Exprimer P(T > n) avec les 0, et montrer que Y 6,, diverge.
3. Réciproquement, pour toute suite 6,, € [0, 1] de somme divergente, peut-on construire une telle variable 7'?

Exercice 715 [MiNEs-PoNTs 2026 # 715] Une expression bien parenthésée de longueur 2n est une suite de n parenthéses ouvrantes
et n fermantes telle que tout préfixe contient au moins autant d’ouvrantes que de fermantes. Notons C), leur nombre, avec Cy = 1.

1. Montrer que Cyi1 = > p_o CkCrp.
2. Pour f(z) = Z:i% C,x™, montrer que son rayon R > 0 et établir une relation entre f et f2 sur | — R, R|.
3. Donner une expression de C),.
4. Pour n fixé, quelle est 'espérance du nombre d’expressions bien parenthésées parmi 1400 tirages uniformes indépendants ?
5. Sans limiter le nombre de tirages, calculer le temps moyen d’attente de la premiére expression bien parenthésée.
Exercice 716 [MiNEs-PoNTs 2026 # 716] Soient a €]0, 1[ et b > 0. On considére un couple (X,Y) a valeurs dans N2, de loi jointe
P(X=nY=k)=¢" a®(1 —a)" "
pour 0 < k < n, et nulle sinon.
1. Déterminer la loi de X, puis son espérance et sa variance.
2. Montrer que Y ~ P(ab). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer la loi de X — Y et vérifier que Y et X — Y sont indépendantes.
Exercice 717 [MinEs-PoNTs 2026 # 717] Soit G un groupe fini. On munit 2 = G? de la probabilité uniforme, et I'on pose C' =
{(z,y) € G* | 2y = ya} et p = P(C).
1. Montrer que p > 0. Que diresip =17
2. Calculer p pour G = Ss et G = 4.

3. On définit = ~ y si et seulement s’il existe g € G tel que = gyg~!. Montrer que ~ est une relation d’équivalence et que le
nombre s de ses classes vérifie s = p|G].

Exercice 718 [MINEs-PONTs 2026 # 718] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de parametre
p €]0,1[. Calculer P(XY < Y¥).
Exercice 719 [MINEs-PONTs 2026 # 719] Soit X une variable aléatoire discréte réelle a valeurs dans [a, b].

1. Montrer que X € L? et que V(X) < (17_7“)2.

2. Caractériser le cas d’égalité.
Exercice 720 [MiNEs-PONTSs 2026 # 720] Soient p €]0, 1[ et X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p. On pose
v =[5

1. Montrer que Y suit une loi géométrique.

2. Montrer que Y et 2Y — X sont indépendantes.
Exercice 721 [MiNEs-PONTs 2026 # 721] Soit (Xj)k>1 une suite i.i.d. de variables de Rademacher. Pour n > 1, on pose Y,, =
% iy Xk et fn(t) = E(e'¥) pour t € R. Montrer que (f,,) converge vers une limite & préciser.

Exercice 722 [MINEs-PONTs 2026 # 722] Soit (A))x>o une famille de variables aléatoires telle que Ay ~ P(\) pour tout A > 0.
Montrer qu’il existe un automorphisme u de R[X] tel que, pour tous A > 0 et P € R[X],

E(P(Ay)) = u(P)(A).
Exercice 723 [MINES-PoNTS 2026 # 723] Soient 1 < ¢ < p < n.Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire uniformément

une poignée de p jetons et 'on note X; le numéro du i-iéme jeton dans I'ordre croissant.

1. Déterminer la loi de X;.
2. Calculer E(X;) puis V(Xj;).

Exercice 724 [MINEs-PONTs 2026 # 724] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme espérance et de
méme variance. On pose M, = %(Xl + -+ X,). Montrer qu’il existe £ € R tel que, pour tout € > 0,

P(|M, — ] > ¢) —> 0.
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Exercice 725 [MINEs-PONTs 2026 # 725] Soit X une variable aléatoire réelle. On suppose qu’il existe «, 5 € R* tels que /3 ¢ Q et
[B(ei®X)| = [B(eX)| = 1.

Montrer que X est presque sirement constante.

Exercice 726 [MINEs-PONTs 2026 # 726] Soit f : R, — R continue et bornée. Pour h > 0, on pose u? = f et,pourn € Netx € Ry,

ul(x + h) —ul(x
(o) = L) )

1. Donner une expression de u/*(x) a I'aide des valeurs de f. On pose al = u!*(0). Montrer que S(h,z) = />0 az% est bien
définie et exprimer cette somme a ’aide d’une variable de loi de Poisson de paramétre x/h.
2. Montrer que, pour tout z € Ry, S(h,x) — f(z) quand h — 0.
Exercice 727 [MINES-PONTS 2026 # 727] Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de loi uniforme sur {—1,1} et S, = X7 + - + X.
1. Montrer que, pour k > 1et s, ¢ > 0, P(e!S* > %) < e~ ch¥(t).
2. En déduire que, pour tous s > 0 etk > 1, P(|Sk| > s) < 25"/ (2k),

Exercice 728 [MINEs-PONTS 2026 # 728] Soient n > 2, p,q €]0,1[ et (X,Y") deux variables indépendantes de lois géométriques de
parameétres respectifs p et ¢. Calculer P(X =Y [n]).

Exercice 729 [MiNEs-PoNTs 2026 # 729] Soit f : [0, 1] — R continue.

1. Montrer que
. 1,(k !
Sh(t+=f(=)]— [ £
el n n 0

2. Soit (Xj)k>1 une suite de variables indépendantes telles que P(X, = 0) = 1 — 1/k et P(X;, = k) = 1/k. On pose S, =
X1+ -+ X,,. Pour a > 0, calculer la limite de E(eaSn/").

Exercice 730 [MiNEs-PoNTs 2026 # 730] Soient X et Y deux variables indépendantes de loi géométrique de paramétre p €]0, 1] et
XY
M= (Y X).
1. Déterminer la probabilité que M soit inversible.
2. Justifier que M admet deux valeurs propres réelles v; < v, et calculer leur covariance. Ces variables sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer laloide X + Y.

Exercice 731 [MiNEs-PONTS 2026 # 731] Soient p €]0,1[ et X1, ..., X,, des variables indépendantes de Bernoulli de paramétre p.
Onpose U = (X1,...,X,) T et M = UUT.
1. Déterminer les lois de tr(M) et de rg(M).
2. Quelle est la probabilité que M soit une matrice de projection?
3. Pourn = 2,onpose V = (1,1)T et S = VI MV Calculer E(S) et V(S5).
Exercice 732 [MINES-PONTS 2026 # 732] Soitn > 1etJ = (J; ;) € M,,(C) définie par J; 11, =1, J1,, = 1 et J; ; = 0 sinon.
1. Calculer le polyndme caractéristique et le polynéme minimal de J.
Soient ensuite Xy, . .., X,,_1 ii.d. de loi uniforme sur {—1, 1}, et M la matrice circulante dont la premiére ligne est (Xo, X—1, ..., X1).
1. Exprimer M en fonction de J.
2. Pour n = 2, calculer P(M € GLy(C)).
3. Déterminer le spectre de M.
4. On suppose n premier et on admet que 1 + X + - -- + X"~ 1 est irréductible sur Q. Déterminer P(M € GL,(C)).

Exercice 733 [MINES-PONTS 2026 # 733] Soit (X, ),,>1 une suite 1.i.d. & valeurs dans N. Pour n > 1, on pose C,, = [{X1,..., X, }|.
Montrer que E(C),) = o(n) quand n — +o0.

Exercice 734 [MINEs-PONTs 2026 # 734] Soita €]1/2,1] et, pour n € N,
n n?
I,=1lke{o,... :’k—f‘<— .
{reo.m: -3 <5}

1. Montrer que |I,,| = o(n) et déterminer la limite de 27" >, ., (}).

2. Pour une suite quelconque de parties I, C {0, ...,n}, a-t-on équivalence entre [I,,| = o(n) et >, . (7)) =o(2m)?
Exercice 735 [MINEs-PONTS 2026 # 735] Une suite (Z;);cn de variables aléatoires a valeurs dans Z est dite transiente si, pour toute
partie bornée A de Z, :;03 P(Z; € A) < +o0.

1. Soit a > O et (X;);>1 indépendantes, avec X; ~ P(a/i). Déterminer laloide Y,, = X; +- - -+ X, et dire si (Y;,) est transiente.

2. Soitp €]0,1[ et (Z;);en 1id. avec P(Z; = 1) =1 —P(Z; = —1) = p. Lasuite T}, = Zy + - - - + Z,, est-elle transiente ?
Exercice 736 [MINEs-PONTs 2026 # 736] On considére n > 1 siéges numérotés en rangée. Des personnes entrent successivement et

s’assoient sur un sieége libre n’ayant pas de voisin, jusqu’a ce que cela ne soit plus possible. Soit X, le nombre de sieges occupés a la
fin, et posons Xy = X_; = 0. On suppose les X,, indépendantes.
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1. Soit Y le numéro du siége choisi par la premiére personne. a) Expliquer que, pour 1 < j.k < n,P(X,, =k | Y = j) =
P(X;_ o+ X,_j_1 =k — 1). b) Montrer que E(X ) =1+ 23" P B(X;).
2. On pose u; = Z;:o E(X;) et f(z) = Zl o Ui &r. a) Etablir une relation entre y,, Un 41, tn42. b) Montrer que la série entiére

définissant f a un rayon non nul. ¢) Trouver une equatlon différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par f. d) Déterminer (u,,)
puis un équivalent de E(X,,).

Exercice 737 [MINEs-PONTS 2026 # 737] Soit o € R.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que Gx(t) =

2-t
2. Si cette condition est vérifiée, calculer E(X) et V(X), puis montrer que P(X =n) = O ("QL:J )

Exercice 738 [MINEs-PONTs 2026 # 738] Soit a > 0 et X a valeurs dans N* telle que P(X =n) =

1. Déterminer a.

n(n+1) pourn > 1.
2. X admet-elle une espérance finie ? une variance ?
3. Expliciter sa fonction génératrice.

Exercice 739 [Mings-PonTs PSI 2026 # 739] Soit f(z) = f0+oo \/edfﬁ pour z €] — 1, 1[. Soient A > 0 et X ~ P(\).

1. Montrer que f est développable en série entiére sur | — 1, 1[, puis déterminer la loi de Y = f(X)(0).

2¢~ > arcsin(v/ )

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que E(Y") soit finie et, dans ce cas, montrer que E(Y') = 7

Exercice 740 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 740] On pose f(z) = f;oo ¢ dtet,pourn €N, p, = f:“ f.
1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer que p,, est définie pour tout n € N.
2. Existe-t-il une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que P(X =n) =p, ?
3. Sioui, X est-elle d’espérance finie ?

Exercice 741 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 741] Soit (X,,),,>1 une suite iid. a valeurs dans N et d’espérance finie. Soit T" une variable

a valeurs dans N, indépendante des X,, et d’espérance finie. On pose ¥ = ZiT:1 X;. Montrer que Y est d’espérance finie et calculer
E(Y).

Exercice 742 [Mings-PonTs PSI 2026 # 742] Soit (X;);cn une suite de variables de Poisson indépendantes, avec X; ~ P()\;) et
A > 0.

1. Déterminer la loi de X; + X5.
2. On suppose ) . A; convergente. Montrer que P((,,~o U,;>,,(Xi # 0)) = 0, puis que ), X; converge presque sirement.
3. Soit Y indépendante des X, de loi de Poisson de parameétre A = Z;Og Ai. Montrer que, pour n € Net ¢ € [0, 1],

Gxotrax, () =Gy < D N,
1=n+1

puis que Z;Og X; ~P(N).

VIII) Mines-Ponts PSI 2026

1) Algebre
Exercice 743 [Mines-PonTs PSI 2026 # 743] Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique @ € R[X] tel que Q(0) = 0 et
QX +1) = QX) = P(X).
Exercice 744 [Mines-PonTs PSI 2026 # 744] Soit P € R[X] scindé & racines simples. Montrer que, pour tout z € R,
P'(z)? — P"(x)P(x) > 0.

Exercice 745 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 745] Pour n > 1, soit h(n) le plus petit entier k, s’il existe, tel que pour tout g € C[X], il
existe f1,..., fr € C[X] vérifiant g = f{* +--- + f}.

1. Peut-on se contenter de vérifier la propriété pour un polyndme g particulier pour établir 'existence de h(n)?

2. Déterminer h(2).

3. Montrer que h(n) > 3sin > 3.
4. Montrer que h(n) < n pour tout n > 1.

Exercice 746 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 746] Soient A € M3 2(R) et B € M> 3(R) telles que AB = . Que vaut BA?

S O O
o = O
— O O

Exercice 747 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 747] Résoudre dans M (R) I'équation
1 1
2 —
X' +X= (1 1) .
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Exercice 748 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 748] Soient A, B € M,,(R) telles que A et B commutent et B est nilpotente. Montrer que
det(A + B) = det(A).
Exercice 749 [MinEes-PoNTs PSI 2026 # 749] Soient A, B € M,,(C). On suppose qu’il existe n + 1 complexes distincts av, . . ., ay,
tels que A + «; B soit nilpotente pour chaque i.

1. Montrer que si N € M,,(C) est nilpotente, alors N = 0.

2. Montrer que (A + aB)™ = 0 pour tout o € C.

3. Montrer que A et B sont nilpotentes.
Exercice 750 [MINEs-PonTs PSI 2026 # 750] Soitn > 1.

1. Montrer que M, (R) = (I,,) ® Ker(Tr).

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur n pour qu’il existe A, B € M, (R) tels que (AB — BA)? = I,,.
Exercice 751 [MiNes-PonTs PSI 2026 # 751] Soient m > 1et A € M,,(R) tels que A™~1 # 0 et A™ = 0. Onpose L = {M €
M, (R): AM = MA}.

1. Montrer qu’il existe zg € R™ tel que (g, Az, ..., A™ 1xq) soit une base de R™.

2. En déduire que (I, A, ..., A™ 1) est une base de L.
Exercice 752 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 752] Soit p > 1 et £, 'ensemble des suites complexes p-périodiques.

1. Montrer que E, est un C-espace vectoriel et donner sa dimension.

2. Donner une base de E, constituée de suites géométriques.
Exercice 753 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 753] Une fonction f € C°([0, 1],R) est dite affine par morceaux s’il existe une subdivision
0=ag <ay <---<a, =1telle que f soit affine sur chaque [a;, a;11]. On note A ’ensemble de ces fonctions.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de C°([0, 1], R).

2. Pour a € [0, 1], poser f,(z) = |x — a|. Montrer que la famille (f,)ae[o,1] est libre.

3. Déterminer une base de A.
Exercice 754 [MiNgs-PonTs PSI 2026 # 754] Dans M,,(Z), on note GL,,(Z) les matrices inversibles dont I'inverse est aussi a coeffi-
cients entiers. Soient A, B € My(Z) tels que A + kB € GL2(Z) pour 1 < k < 5.

1. Montrer que A € GLy(2).

2. Est-ce que B est inversible ?
Exercice 755 [MiNgs-PonTs PSI 2026 # 755] Soit P € GL,(R) et op : M, (R) — M, (R) définie par pp(M) = P~1M P. Calculer
le déterminant et la trace de 'endomorphisme ¢ p.
Exercice 756 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 756] On considére E = M,,(C) et E* = L(E,C).

1. Pour A € M,,(C), poser L (M) = Tr(AM). a) Montrer que L4 est une forme linéaire. b) Montrer que L : A — L, est un

isomorphisme de E sur E*. ¢) En déduire une caractérisation des hyperplans de E.

2. Soit T triangulaire supérieure et H = Ker(Lr). On note T, et T}, les sous-espaces des matrices triangulaires strictement
supérieure et inférieure. a) Déterminer H N7}, b) Déterminer la dimension de H N7}, . c) Montrer que les matrices de 7,f UT,,
sont nilpotentes.

3. Montrer que tout hyperplan de F contient au moins n?

Exercice 757 [MINEs-PoNTS PSI 2026 # 757] 1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(F) nilpotent. Mon-
trer que son indice de nilpotence est inférieur ou égal a dim F.

2. Soient E = R[X] et D : P — P’.On suppose qu’il existe f € L(FE) tel que f? = D. a) Montrer que R,,[X] est stable par D et
par f.b) Montrer que les restrictions de f et D a R,,[X] sont nilpotentes. Conclure.

Exercice 758 [Mines-PonTs PSI 2026 # 758] Soit P € GL,(C), écrit P = Q + iR avec @, R € M, (R).

1. Montrer qu’il existe A € R tel que Q@ + AR € GL,(R).

2. En déduire que deux matrices réelles semblables dans M, (C) le sont aussi dans M, (R).

3. Soient A, B € M, (R) tels que A> = B3 = I,, et Tr(A) = Tr(B). Montrer que A et B sont semblables.
Exercice 759 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 759] Soita € R et

— n — 1 matrices nilpotentes linéairement indépendantes.

a —a 2—a

Déterminer les sous-espaces stables par I'endomorphisme de R? associé.
Exercice 760 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 760] Soit

0 -+ 0 a
) .
M = € M7z+1(c)
0o . 0 ap
by -+ b, 0
Etudier la diagonalisabilité de M en fonction de a1, ..., a,,b1,...,b, € C.



Exercice 761 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 761] Soientn > 3 et A = (a; ;) € M,(R) telleque a; ; =1sii =jouj=n,eta;; =0
sinon.
1. Déterminer A*.
2. La matrice A est-elle diagonalisable ?
3. Trouver un polyndme annulateur de degré 3 de A.
Exercice 762 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 762] Soit n > 3. Diagonaliser la matrice A = (a; ;) € M,(R) définie par a,,; = a;, = 1
pour 1 < ¢ < n, les autres coefficients étant nuls.
Exercice 763 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 763] Soit A = (a;,;) € M, (R) définie par a; ; = sin(i + j).
1. Quel est le rang de A?
2. Déterminer ses valeurs propres.
Exercice 764 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 764] Trouver les éléments propres de la matrice M = (i + j)i<i j<n € Mn(R).
Exercice 765 [MINES-PONTs PSI 2026 # 765] Soientn > 2 et A = (a; ;) € M, (C) définie par a; ; = 0;41,; sii < neta,; = ;.
1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Soitp > 2et B = Zz;é A Trouver une condition nécessaire et suffisante sur n, p pour que B soit inversible.
Exercice 766 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 766] Soient A, B € M,,(C) telles que AB — BA = B.
1. Montrer que Tr(XY') = Tr(Y X) pour tous X, Y € M, (C).
2. Montrer que, pour tout k € N, AB* — Bk A = Bk,
3. En déduire que B est nilpotente.
Exercice 767 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 767] Soit M = (m; ;) € M, (R) définie par m; ; = —2sii = j,m;; =1si|i—j| =1, et
m,; ; = 0 sinon. On pose T' = M + 21,.
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Exprimer le spectre de T" en fonction de celui de M et comparer leurs sous-espaces propres.
3. Soit s € Sp(T'). a) Montrer qu’il existe i € {1,...,n} tel que [t;; — pu[ < >_;; [ti ;|- b) Montrer qu’il existe a € [0, ] tel que
i = 2 cos . ¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que X = (21, ...,%,)7 soit un vecteur propre de T associé
a p. d) Qu’en déduire pour o ?
Exercice 768 [MINEs-PONTS PSI 2026 # 768] 1. Soient B € M, (R) et P € C[X] non constant. Montrer que si B est diagonali-
sable alors I’équation P(X) = B admet au moins une solution dans M, (C).
2. Soient n > 3 et B = (b; ;) définie par b; ;11 = 1 pour 1 < i < n, les autres coefficients étant nuls. Que dire de I'équation
X?=B?
Exercice 769 [MinEes-PonTs PSI 2026 # 769] Soit (o, a1, g, 31, 80) € R® tel que kag + 81 # 0 pour tout & € N. On pose
E, =R,[X]et
fn(P) = (e X? + a1 X +ag)P" + (81X + Bo)P'.
1. Montrer que f,, € L(E,,). Est-ce un automorphisme ?
2. Exprimer la matrice de f,, dans la base canonique (1, X, ..., X™).
3. L’application f,, est-elle diagonalisable?

Exercice 770 [Mines-PonTs PSI 2026 # 770] Soit A € M, (R) admettant n valeurs propres réelles distinctes. Montrer qu’il existe
a1,...,0n ERet My,..., M, € (I,,A,..., A" 1) tels que, pour tout p € N, AP = "', of M.

A 0

1. Montrer que \ est valeur propre de M si et seulement si A\? est valeur propre de A.

Exercice 771 [Mines-PonTs PSI 2026 # 771] Soient A € M,,(C) et M = (O I").

2. A quelle condition M est-elle diagonalisable ?
Exercice 772 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 772] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et f1,..., f, € L(E) tels que
Yo fi=idet fio f; =0sii# j.Pour (A,...,\,) € K", montrer que g = >~ ; \; f; est diagonalisable.
Exercice 773 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 773] Soient A, B € M,,(C)etTyp: M — AM — MB.

1. Montrer que T4 p est linéaire et donner T4 g(E; ;). Onpose @ : (A, B) — T4 B.

2. Déterminer Ker ®. L’application ® est-elle injective ?

3. Est-elle surjective ?

4. Donner Tr(T'4, g) en fonction de A, B.

5. Déterminer det(T'4 g). On pourra commencer par supposer A, B diagonalisables.
Exercice 774 [Mines-PonTs PSI 2026 # 774] Soit A € M, (R) telle que det(A) = 32 et A2 — 6A + 81, = 0. On considére
pa:B— AB.

1. Quelles sont les valeurs possibles de n ? Déterminer Tr(A) selon ces valeurs de n.

2. @4 est-il diagonalisable ?

3. Déterminer Sp(p ) et la dimension de chacun de ses espaces propres.
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Exercice 775 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 775] Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € GL(E). On suppose que, pour
tout z € E, I'ensemble {u*(x) : k € N} est fini. Montrer qu’il existe n > 1 tel que u" = id.

Exercice 776 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 776] Soientn > 1, A, B € M, (C)etr € {0,...,n}. Montrer 'équivalence entre 'existence
d’une solution de rang r a AX = X B et existence de valeurs propres distinctes communes A1, ..., A; de A et B telles que

dim Ey, (A) = dim Ey, (B) (1<k<s), Zdlm Ex (A) =7

Indication : étudier les éléments propres de B” pour le sens direct; pour la réciproque, utiliser qu'une matrice M est de rang r si et
seulement si M = PJ,.Q pour des P, ) inversibles, avec J,. = diag([,,0).

Exercice 777 [Mines-PonTs PSI 2026 # 777] Soit (E, (-, -)) un espace euclidien.

1. Pour a € F, on définit ¢, (x) = (a, z). Montrer que a — ¢, est un isomorphisme entre F et E(E R).

2. Montrer qu’il existe un unique A € Ry[X] tel que, pour tout P € Ry[X], P(1/2) f A(t)P(t)dt. Déterminer A.
Exercice 778 [Mines-PonTs PSI 2026 # 778] Soit (E, (-, -)) un espace euchdlen de dimension n 2 2, et Hy, Hy deux hyperplans
distincts. Choisir des vecteurs unitaires e, € H;- et poser fi(z) = x — 2(ex, )ex.

1. Décrire géométriquement f1, f> et montrer que Hy; N Hy = {x : f1(f2(z)) = z}.

2. Poser F' = Hi- + Hs-. Montrer que cette somme est directe, que (f1 o f2)(F) C F, et justifier qu’il existe e tel que (ey, €) soit
une base orthonormale de F'.

3. Montrer qu’il existe une unique rotation r de F' telle que 7(e1) = e5. Donner la matrice dans la base (e, €) de 'endomorphisme
de F induit par f5 o f1, a laide de r.
Exercice 779 [Mines-PoNTs PSI 2026 # 779] Soient n > 2 et V un sous-espace vectoriel de M,,(R). On pose

°={M e M,(R): YA eV, Tr(AM) = 0}.

1. Montrer que V° est un sous-espace vectoriel.

2. Exprimer dim V° en fonction de dim V.

3. SiV est le sous-espace des matrices triangulaires supérieures, déterminer V°.
Exercice 780 [Mines-PonTs PSI 2026 # 780] Soient (F, (-,-)) un espace préhilbertien réel, n > 1 et (z1,...,2,) € E™. Poser
M = ((z;,x5))i; et G(z1,...,x,) = det M.

1. Montrer que G(21, . ..,x,) # 0 si et seulement si (21, . .., x,) est libre.

2. Soit F' = (z1,...,2,) etz € E. Montrer que G(z1,...,2,, 1) = d(F,2)?G(z1, ..., 2n).

3. En déduire inf, per fol (22 + ax + b)%du.
Exercice 781 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 781] On note £ = RN, Pespace vectoriel des suites réelles, et on définit D : E — FE par
D((un)nEN) = (un+1 - un)neN-

1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Etudier son injectivité et sa surjectivité.
2. Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
3.

Onpose F' = {(u,) € E: Zn o U2 < +oo} et, pour u,v € F, o(u,v) = : 0 UnUpn. Montrer que F est stable par D et que

 est un produit scalaire sur F'.
4. Montrer que

{W;uGF\{O}} =] - 2,0[.

Exercice 782 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 782] Un tournoi réunit les joueurs Ay, ..., A,,. Les parties P, ..., Py opposent chacune
deux joueurs. On définit A = (a; x) € M, N(R) par a; , = 1 si A; gagne Py, a; , = —1 s’il perd et a; ;, = 0 8’il n’y participe pas. On
pose M = AAT.

1. Calculer et interpréter les coefficients de M.

2. Justifier que M est diagonalisable et préciser le signe de ses valeurs propres.

3. Sim = N, relier det(M) et det(A), puis en déduire det(M) > 0.

4. Dans le cas général, soit A’ une sous-matrice carrée extraite de A en conservant certaines lignes et colonnes. Montrer que

det(A") € {-1,0,1}.

Exercice 783 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 783] Pour n > 3, on considére A, = (a;;) € M,(R) définie par a, ; = max(i, j).

1. Montrer que A,, est inversible.

2. Montrer que tous ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
Exercice 784 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 784] Soientn > 2 et A € M,,(R). On définit f4 : M € A, (R) — ATM — MT A.

1. Montrer que f4 est un endomorphisme de A, (R).

2. Déterminer sa trace.

3. On suppose désormais A € S,,(R). Montrer que f4 est diagonalisable.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f4 soit bijectif.
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Exercice 785 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 785] Soitn > 1 et A € M, (R). Montrer qu’il existe P € O, (R) tel que les coefficients
diagonaux de PAP7 soient tous égaux.

Exercice 786 [MINEs-PONTS PSI 2026 # 786] Soient p, g deux projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien F.
1. Montrer que u = p — q est diagonalisable et que son spectre est inclus dans [—1, 1].
2. Déterminer Ker(u + id) et Ker(u — id).
Exercice 787 [Mines-PonTs PSI 2026 # 787] Soient p, ¢ deux projecteurs orthogonaux d un espace euclidien et posons u = p + g.
1. Montrer que le polynome caractéristique x,, est scindé sur R.
2. Montrer que toutes les valeurs propres de u appartiennent a [0, 2].
Exercice 788 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 788] Soit (E, (-, -}) un espace euclidien de dimension n > 1. On considére un endomorphisme
antisymétrique u, c’est-a-dire (u(z), z) = 0 pour tout z € E.
1. Montrer que u? est diagonalisable. Quel est le signe de ses valeurs propres ?
2. Montrer que le spectre de u est vide ou égal & {0}. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que u soit diagonalisable.
3. Montrer que Im(u) = (Keru)*.
4. Montrer que le rang de wu est pair.
Exercice 789 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 789] Soit
0 -1 -1
A=|-1 0 -1
-1 -1 0

Déterminer toutes les matrices M € M3(R) telles que M7 AM = A.
Exercice 790 [MINEs-PonTs PSI 2026 # 790] Soit M € M,,(R) telle que M? — M + M” = I,,. Montrer que M € S,,(R).
Exercice 791 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 791] Soit M € M,,(C) vérifiant M2 + M7 = I,,.
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. La matrice M est-elle nécessairement symétrique ?
Exercice 792 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 792] Soit M € My (R) telle que M2 + 4l = 0 et MM7T = MT M.
1. Montrer que 1M € O5(R).
2. En déduire toutes les matrices M vérifiant ces hypotheéses.
Exercice 793 [Mines-PonTs PSI 2026 # 793] Soit E = {M € M, (R) : det(M) € [0, 1]}.
1. F est-il un sous-espace vectoriel ? Est-il stable par produit?
2. FE est-il ouvert, fermé, borné ou convexe ? Déterminer son adhérence.
3. Déterminer les matrices S € S, 7 (R) telles que (S + S!) € E.
Exercice 794 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 794] Soit S € S,/ (R).
1. Montrer que (X,Y) — Y7 SX est un produit scalaire sur M,, 1 (R).

2. En déduire qu’il existe une matrice triangulaire supérieure 7T telle que S = T T. Montrer que T est unique si I’'on impose que
les coefficients diagonaux de T soient positifs.

Exercice 795 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 795] Soit A € S, (R).

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe B € S,,(R) telle que A = B2. Dans ce cas, déterminer le nombre
de matrices B possibles.

2. Soient A, C' € S,,(R) de spectres inclus dans R;. Montrer que Tr(AC') > 0.
Exercice 796 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 796] 1. Soit A € S;"7(R). Montrer qu’il existe B € S;" " (R) telle que B? = A.
2. Soient M, N € 85" (R). Montrer qu’il existe P € GL,,(R) et une matrice diagonale D a coefficients strictement positifs telles
que M = PTDPet N = PTP.
3. Soient M, N € S;f(R). Montrer que det(M + N) > det(M) + det(N).

Exercice 797 [Mines-PonTs PSI 2026 # 797] Montrer que M € M, (R) est diagonalisable si et seulement s’il existe S € S,,(R) et
H e S (R) tels que M = SH.

Exercice 798 [Mings-PonTs PSI 2026 # 798] 1. Soit A € S,7(R). Montrer qu’il existe une unique C' € S,/ (R) telle que A = C2.
2. Soit A € GL,,(R). Montrer qu’il existe un unique couple (O, S) € O, (R) x S;F(R) tel que A = OS.

2) Analyse

Exercice 799 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 799] Montrer que N : R? — R, définie par N(x,y) = max(|z|, |y, |x — y|), est une norme,
puis représenter sa sphére unité.

Exercice 800 [MiNes-PonTs PSI 2026 # 800] Soit F = R[X]. Pour P = 32, a;, X*, on pose |[P||oc = supyey |ax|- On note
D(P) =P

1. Montrer que D n’est pas continue pour cette norme.
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2. Soit (cx)r>0 € (RL)N et N(P) = Zz:g ¢x|ax|. a) Montrer que N est une norme sur F. b) Donner une suite (c) telle que D
soit continue pour N.

3. Montrer que, quelle que soit la norme sur £ = C*°(R, R), 'application de dérivation n’est pas continue.
Exercice 801 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 801] On munit £ = C°([0, 1], R) de la norme uniforme. Une forme linéaire ¢ sur F est dite
positive si f > 0 entraine p(f) > 0.

1. Donner deux exemples de formes linéaires positives.

2. Montrer que toute forme linéaire positive est continue.

3. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 802 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 802] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et soit NV une norme. On pose

. Montrer que N est continue.
. Montrer que N*(x) = sup{(z,2) : N(z) =1} € R,.
. Montrer que N* est une norme.

W DN =

S

. Montrer que (z,y) < N(z)N*(y) pour tous x, y.
Exercice 803 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 803] 1. Montrer que O, (R) est fermé et borné.

2. Montrer que les applications A — Tr(A4) et A — Y7 j—1@i,j atteignent un maximum et un minimum sur O, (R), puis les
calculer.

Exercice 804 [Mings-PoNTs PSI 2026 # 804] On munit F = M, (R) de sa structure euclidienne canonique et, pour p > 1, on pose
k
Ly(A) = 2:1 AT'
1. Montrer que || AB|| < ||A]|||B|| pour tous A, B € E.
2. En déduire que si || A|| < 1, la suite (L,(A))p>1 converge.

Exercice 805 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 805] 1. Soient ¢, 1 continues entre deux espaces vectoriels normés et égales sur une par-

tie dense. Montrer qu’elles sont égales.
2. Montrer que GL,,(R) est dense dans M, (R).
3. Soient A, B € M,,(R). Montrer que x4 = X 4. Indication : commencer par le cas A € GL,(R).
4. Montrer que AT A et AAT sont semblables pour tout A € M, (R).

Exercice 806 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 806] 1. Montrer qu’un espace vectoriel normé ne possede pas de partie a la fois ouverte
et fermée, non vide et distincte de 'espace. On pourra relier deux points par un segment et considérer les parametres dont
I'image appartient a la partie.

2. Soit g : E — Z continue et non constante. Choisir xg, z1 tels que g(xg) = k et g(x1) # k, puis poser A = {z : g(x) = k}.
Montrer que A est non vide, distinct de F, fermé et ouvert, et conclure que g est constante.
Exercice 807 [Mings-PonTs PSI 2026 # 807] Soit A = (ag,...,a,) € R""lavecay < a; < --+ < a,. Pour P € R, [X], poser
I1P[la = maxo<k<n | P(ak)l.
1. Pour A = (0, 1), calculer || X]|| 4.
2. Montrer que || - || 4 est une norme sur R,,[X].
3. Pour P € R,,_1[X], montrer qu’il existe un unique (by, ..., b,) € R tel que

X"+ PX)=> b [ (X—a.
j=0 0<k<n
oy
4. Calculer Y ;_ by.

Exercice 808 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 808] Soit a > 0 et E,, I'ensemble des fonctions f € C°(]0, 1],R) pour lesquelles il existe
M € Rtel que |f(z) — f(y)| < M|z — y|* pour tous z,y € [0, 1]. On pose

1lla = sup LD =T W

TH£Y |1. - y|a

1. Montrer que E, est un espace vectoriel.
2. L’application f — || f]|« est-elle une norme?
3. Soient 0 < B < av < 1. Montrer que F, C 3 et donner une inégalité entre les deux quantités. L’inclusion est-elle stricte ?
Exercice 809 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 809] 1. Soit f(z) = (1 + 2)/*. Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C'*
sur | — 1, 400 et la représenter graphiquement.
2. Montrer que u,, = (1 +1/n)" et v, = (1 — 1/n)~" sont adjacentes.
3. Montrer que (1 + 1/n)" <e < (1+ 1/n)"*! et commenter cet encadrement.

74



Exercice 810 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 810] Soit (4, )n>0 une suite strictement positive. Montrer que les séries

n ‘o d
Zun, Zln(lJrUn), Zl—tun’ Z/O 1+m$2

sont de méme nature.
Exercice 811 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 811] Pour z > 0, on pose f,,(z) = >, _, %’;
1. Montrer que, pour tout n > 1, il existe un unique z,, > 0 tel que f,,(z,) = 2.
2. Montrer que (z,,) converge et déterminer sa limite £.
3. Etudier la convergence de > (z,, — /).
Exercice 812 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 812] Pour n € N, on pose a, = > p_o(—1) V.
1. La suite (a,) converge-t-elle ?
2. Montrer qu’il existe £ € R tel que a,, + (—1)"\/n/2 — ¢, puis montrer que £ > 0.
3. Etudier la nature de > 1/a,,.

Exercice 813 [Mings-PonTs PSI 2026 # 813] Pour n > 2, on pose v, = <% et u,, = cos(lnn)

n Inn

1. Pour deux suites réelles (a,,), (b, ), poser A,, = > }_, ai. Montrer que

N N-1
Z amb’m = Z A’m(an - b7n+1) + ANbN,
m=2 m=2

puis en déduire la nature de ) v,,.
2. Déterminer la nature de > uy,.

Exercice 814 [MINES-PONTs PSI 2026 # 814] Soit (uy,)n>0 strictement positive et supposons qu’il existe A € R tel que

Un 41 A
— =1-=4u,
Up, n
ou (vy,) est le terme général d’une série convergente.
Un+1

1. Montrer que la série de terme général % + In ( ) est absolument convergente.

Un

7 . A
2. En déduire que (u,n") converge dans R* .
3. En déduire la nature de la série de terme général v, = ;7.

Exercice 815 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 815] Calculer la limite et un équivalent de

o T (14 C2)

k=2

Exercice 816 [MINEs-PonTs PSI 2026 # 816] Soit (u,,) € RN définie par ug €]0, 1[ et up, 11 = u,, — u?

n*

’ . ’ . 2
1. Déterminer la nature des séries Y uz et > uy,.

-1 .
2. Poser A,, = unlﬂ — i et B,, = % > iy Ak. Trouver un équivalent de w,.

3. Trouver un équivalent de S,, = ZZ:1 U
Exercice 817 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 817] 1. Soient (uy,), (v, ) strictement positives telles que u,, ~ v, et > _ v,, diverge. Mon-
trer que > ;o Uk ~ O g Uk
2. Pourn > 1, poser S,, = > ;_;
positive.

(_1)k+1

vk

(_1)n+1

2V

. a) Montrer que S,, ~ . b) Montrer que S,, + Sy, +1 tend vers une limite réelle
Exercice 818 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 818] Soit (z,,)nen une suite complexe telle que |z, — 2,,,| > V2 sin # m.
1. Pour A > 0, poser $Ca=\n :[Re(z,)| < A,
Im(z,) < A\$. Montrer que C4 est fini.
2. Montrer que |z,| — +o0.

3. Siles 2, sont non nuls, montrer que 3,77 |2, | =% converge.

22

Exercice 819 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 819] On définit f : R — R par f(0) = 0 et, pour z # 0, f(z) = <=L,

x

1. Montrer que f est de classe C*° sur R.
2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R.
3. Déterminer le développement limité & 'ordre 5 en 0 de f~1.
Exercice 820 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 820] Soit E = C°([0, 1],R). Pour f € E, on pose

o(f)() = / " F@ydt— / Fb)t.
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1. @ est-elle un endomorphisme ?

2. Est-elle injective ou surjective ? Déterminer Im((p).

3. Déterminer ses valeurs propres.

4. Montrer que [[o(f)llse < I/l
Exercice 821 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 821] Soit f € C?(R,R) telle que f et f” soient bornées sur R. Montrer que f est bornée et
que [[f'[oc < 2([fllocl[ /" llc-
Exercice 822 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 822] Soit f : [a,b] — R continue.

1. Montrer qu’il existe une unique subdivision (xg, ..., z,) de [a, b] telle que, pour 1 < k < n,

/m F(#)dt = ;L/abf(t)dt.

2. Déterminer la limite quand n — 400 de L 37" f(zy).
Exercice 823 [Mines-PonTs PSI 2026 # 823] Soient f, g € C*°(R,R), avec g 1-périodique.
1. Ecrire fol f(z)g(nx)dx comme une somme d’intégrales, puis en déterminer la limite quand n — +o0.
2. Soit f € C°([0,1],R) telle que fol f(t)dt = 1/2. Montrer qu’il existe = € [0, 1] tel que f(z) = =.
Exercice 824 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 824] On pose E = {f € C'(Ry,R) : f(0) = 0}. Pour f € E, définir A(f)(z) = [, @ dt.
1. Montrer que A(f) est bien définie.
2. Montrer que A est un endomorphisme de E.
3. Déterminer ses éléments propres.
Exercice 825 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 825] Soient (z,y) € R%, z = x + iy € C\ R et n € N. Déterminer la nature de

/+OO dt
e (t—2)™

Exercice 826 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 826] Soit f € CY(R,R%) telle que fgf(;r)l) — £ €]0,1[ quand  — +o0.

1. Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] et 2o > 0 tels que, pour tout x > zg et k € N, f(z + k) < ¢* f(x).

2. En déduire la nature de f0+°° f(x)da.
Exercice 827 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 827] Soit f € C°(R,,R) et sy € R. On suppose que f0+°o f(#)e~*otdt converge. Montrer
que, pour tout s > s, f0+oo f(t)es'dt converge. Indication : effectuer une intégration par parties.

Exercice 828 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 828] Soit f : [0, 1] — R définie par

-5 ()

. Montrer que f est définie sur [0, 1].
. Montrer que f est continue et intégrable sur [0, 1].

1

2

3. Calculer fol f(x)dz.

4. Montrer que f est dérivable sur [0, 1]. Est-elle de classe C* ?

Exercice 829 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 829] Soit f(z) = 32,5 (~1)"In (%)
1. Montrer que f est bien définie sur R
2. Déterminer sa limite en +o0.
3. Déterminer un équivalent de f en +o0.
Exercice 830 [MiNes-PonTs PSI 2026 # 830] Soit S(2) = 32475 (4 — 75 ).
1. Montrer que S est définie, continue et croissante sur R .
2. Calculer S(0), S(1) et S(1/2).
3. Montrer que u, = —In(n+ 1) + > ;_, + converge; noter v sa limite.
4. Montrer que fol S(x)dx = 7.
Exercice 831 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 831] Soit ((z) = Zg n% Déterminer son domaine de définition et montrer sa continuité

et sa classe C'°°. Déterminer sa limite en +0o et un équivalent en 1.
Exercice 832 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 832] Soit F'(z) = 3.2 W

1. Déterminer le domaine de définition de F'.
2. Montrer que F' est de classe C'* sur ce domaine.
3. Etudier le comportement de F' au bord de son domaine de définition.
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Exercice 833 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 833] On considére la suite définie par ug = 1, u3 = 0 et upq0 = Upy1 + .

pour n € N.
1. Déterminer le rayon de convergence de > u,x".

2. Montrer que sa somme vérifie (1 — )y’ + (1 + 2)y = —1.

3. En déduire une expression de cette somme.

Exercice 834 [Mines-PonTs PSI 2026 # 834] Pour n € N, on pose a,, = foﬂ/4 tan™(t)dt et f(z) = 30 ana™.
1. Déterminer le rayon de convergence de f.
2. Etudier la convergence aux extrémités de I'intervalle de convergence.
3. Montrer que f est continue en —1.
4. Déterminer explicitement f sur [—1, 1].

Exercice 835 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 835] 1. Montrer que I'équation différentielle f'(x) = xf(x)? admet une solution S dé-
veloppable en série entiére et vérifiant S(0) = 1.

2. Donner une expression analytique de S.
Exercice 836 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 836] Soit P € C[X].

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére f(2) = > -, P(n)z".

2. Montrer que f coincide avec une fraction rationnelle sur son disque ouvert de convergence.
Exercice 837 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 837] On pose f(z) = e~2%" Iy 2t dt.

1. Montrer que f est développable en série entiére en 0.

2. Déterminer ce développement.
Exercice 838 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 838] Soit « € R\ nZ et

2 +1

J(@) = 22+ 2z(a) — 17

Poser
(cosa+1)/sina (cosa—1)/sina

g(x) =

1. Montrer que f(x) peut s’exprimer a I'aide de g(x).

z+ (cosa+1)/sina  x+ (cosa—1)/sina’

2. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner le domaine de validité de ce développement.

Exercice 839 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 839] Soit f(z) = > In(n)a".
1. Déterminer son intervalle de convergence et étudier sa continuité.
2. Poser a; = 1 et, pourn > 2, a,, = —In(1 — 1/n) — 1/n. Déterminer le domaine de définition de g(x) = Z:ﬁ anx™.
3. Trouver une relation entre f et g.
4. Calculer g(1) et g(—1), puis trouver un équivalent de f en 1~.
Exercice 840 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 840] Soit (uy,)n>0 une suite p-périodique non nulle et S(x) = ::6 Upx™.

1. Déterminer le rayon de convergence de S.
2. Donner un équivalent de S(z) quand x — 1~
3. Méme question si (uy,) est ultimement périodique.

Exercice 841 [Mines-PonTs PSI 2026 # 841] Pour n € N, poser u,, = 01 t;ir;tdt.
1. Montrer que u,, est bien défini, étudier les variations de (u,,) et déterminer sa limite.
2. Calculer Uy 41 + un, puis donner un équivalent de w,,.
3. Poser S(x) = Z::) un ™. Déterminer son rayon et son domaine de définition.
4. Pour x € [—1,1], poser T(z) = 3. 2" /n?. Exprimer T'(z) puis S() a I'aide d’intégrales.
Exercice 842 [MINES-PONTs PSI 2026 # 842] Soit a €]0, 1] et f : R — R dérivable telle que f'(z) = f(ax).
1. Montrer que f est de classe C™ et exprimer f(") en fonction de f.
2. Montrer que f est égale en tout point a sa série de Taylor en 0.
Exercice 843 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 843] Pour n € N, noter 7}, le coefficient de X" dans (1 + X + X?2)™.

1. Pour R > 0, montrer que

1 u _ . iy
Tw= 5 /7 ﬂ(l + Re" + R?e*?) e 4.
2. En déduire que T}, < 3™.

3. Etablir la représentation intégrale gaussienne du coefficient obtenue par le changement d’échelle t = 6+/2n/3.
4. Montrer que 'intégrale transformée admet une limite et la calculer. En déduire un équivalent de T,,.

Exercice 844 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 844] 1. Montrer que [ = ﬁj et dt converge et que

Vn 2\"
I = lim <1 — ) dt.
0

n—-+oo n
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2. En déduire que I = lim,,_, { oo /11 I5, /2, 00 I, = foﬂ/z cos™(t)dt.
3. Montrer que nl,I,,_1 = 7/2 et en déduire I,, ~ \/W
4. Montrer que I = /7/2.
Exercice 845 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 845] Soit p > 1. Pour n € N, on pose

o= 530 ()

k=0

1. Montrer que S, = fol(l — tP)™dt, puis que

2. Montrer que, pour n > 1,

- 1
Snzgw.

3. Déterminer un équivalent de S,, quand n — +o0.
Exercice 846 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 846] Soit f(z) = fol | In(t)|*dt.
1. Déterminer son domaine de définition D.
2. Montrer que f est de classe C*° sur D.
3. Calculer f™ pour tout n € N.

Exercice 847 [MINEs-PONTS PSI 2026 # 847] Soit f(a) = [,7™° — &

1. Déterminer I'ensemble de définition D de f.
2. Montrer que f est continue sur D.
3. Déterminer un équivalent de f(c) quand o — 0.

Exercice 848 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 848] Soit I(z) = 1 foﬁ e”<°stdt. Montrer que

e(lj

I(.’E) ~Nr—too T /—-
2nx

Indication : poser u = /x t et utiliser f(;roo e~ du = /7/2.

Exercice 849 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 849] Soit a €]0, 1] et

R —
B o l4we®

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Poser g(u) = H_“% Montrer que f est de classe C* sur D et que f/(0) = ie’®? f0+oo ¢’ (u)du. En déduire que f est constante
sur chaque intervalle de D.

3. Pour 6 €] — 7, 7|, établir la relation trigonométrique donnée par I'intégrale et en déduire

usin @ — cos 0)*

+o0o
sinat)f(o) = [ IS

Exercice 850 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 850] Soient

1 o—a?(1+t%) z
Plz) = / T G = / et dt.
0 0

14 ¢2

1. Montrer que F, G sont définies et de classe C sur R.
2. Montrer que x — F(x) + G(x) est constante et déterminer sa valeur.
3. En déduire la convergence et la valeur de O+°° et dt.

Exercice 851 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 851] 1. Montrer que, pour tout z > 0,

+oo T
t t Int
/ arctan(z/ )dt :/ nt .
o 142 ) 21

2. En déduire la valeur de fol tl;‘fl dt.

Exercice 852 [Mings-PonTs PSI 2026 # 852] Soit f(z) = [ %dt.
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1. Montrer que | arctan u| < |u| pour tout u € R.
2. Montrer que f est de classe C! sur R.
3. Pour 2% # 1, déterminer A(x), B(z) tels que

1 ~ A(x) B(x)
(14+2)(14+22t2)  14+2 14222

4. Montrer que f'(z) = pour > 0, puis exprimer f(z).

2(+2)
Exercice 853 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 853] Soit f(z) = 027T In(2% — 2x cost + 1)dt.
1. Déterminer le domaine de définition de f et montrer que f y est continue.
2. Exprimer f(x) sans signe intégral.
Exercice 854 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 854] Soit E = C°([0,1],R) et

2/ 0<t<ax<l,
k(z,t) =<2/t 0<xz<t<l,
1 x =t.

Pour f € E, poser T'(f)(z) = fol k(z,t)f(t)dt.
1. Pour z > 0, établir

I L

T(f)(x) =~ / 2 f(t)dt + x? / O 4
Montrer que T'(f) est continue sur [0, 1], calculer T'(f)(0) et montrer que 7" est un endomorphisme de F.

2. Montrer que T'(f) est de classe C'* sur [0, 1], calculer T'(f)(0), puis montrer qu’elle est de classe C? sur |0, 1].

3. Résoudre sur 0, 1] I'équation différentielle y”” — 2y = —3f. Indication : chercher les solutions homogénes sous la forme
x 2", avecn € Z.

Exercice 855 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 855] 1. Soient a, c > 0. Montrer que
1 ta—1 too (_1)n
dt =y :
o 1+t ‘= atnce

2. En déduire la valeur de cette somme poura = 1,¢ = 3.

Exercice 856 [MINEs-PONTS PSI 2026 # 856] Donner une expression de I'intégrale

+O<>12
I:/ () g
0

1422

Exercice 857 [MinEs-PoNTs PSI 2026 # 857] Pour n > 1, on pose f,(x) = e "% — Qe 2n pour x > 0.

1. Montrer que f, est intégrable sur R" et calculer son intégrale. En déduire la valeur de :z O+°° fn(x)de.

2. Poser S(z) = 3.7 f.(x). Exprimer S(z), montrer qu’elle est intégrable sur R’ et calculer son intégrale.
Exercice 858 [MinEgs-PonTs PSI 2026 # 858] Soient f € C°(R,C) et # € C. Donner I'unique solution de 2’ + 0z = f telle que
z(0) =0.
Exercice 859 [MiNgs-PonTs PSI 2026 # 859] Soit f(z) = f0+oo e~ %t n(t)dt.

1. Montrer que f est bien définie sur R’ .

2. Montrer que f est solution de z%y’ + xy + 1 = 0.

Exercice 860 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 860] Soit f € CY([0, 1], R) telle que, pour z €]0, 1],

Flz) = /1 JEiOFA

t

1. Montrer que f est de classe C? sur |0, 1[.
2. Donner une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2 vérifiée par f sur 0, 1[.
3. Résoudre cette équation en posant g(x) = f(z)/x.

Exercice 861 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 861] Soit f(z) = 3720 e Eno e U

1. Déterminer le rayon de convergence de f.

2. Montrer que f vérifie (22 — 2)y’ + xy + 2 = 0. En déduire une expression de f et déterminer son intervalle de définition.
Exercice 862 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 862] On considére I’équation différentielle 2xy"” + 3" — y = 0.

1. Déterminer une solution développable en série entiére, solution de I'équation et telle que f(0) = 1.

2. Exprimer cette fonction a ’aide des fonctions usuelles.
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3. Déterminer '’ensemble des solutions de I’équation.
Exercice 863 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 863] On consideére 2%y (z) — 2zy/(x) + 2y(x) = 2(1 + ).
1. Trouver les solutions homogeénes de la forme = sur |0, +00] et donner une base de I’espace des solutions.
2. Trouver une solution particuliére sous la forme a(x)x + 3(z)z? sur chacun des intervalles | — 0o, 0[ et |0, +00], avec o/ (z)x +
B'(x)x? = 0.
3. Existe-t-il des solutions sur R?
Exercice 864 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 864] On considére y” + (1 — 2/22)y = 0 sur 0, +-o0].
1. Montrer que ses solutions sont de classe C2.

2. Poser f(z) = sin(x)/x — cos(x). Montrer que f est solution, se prolonge en une fonction développable en série entiére en 0, et
posséde une infinité de zéros sur ]0, +oo].

3. Poser g, (z) = cos(x)/x + wsin(z). Déterminer les w pour lesquels g,, est solution et montrer qu’elle a une infinité de zéros.
4. Montrer que toute solution posséde une infinité de zéros.

Exercice 865 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 865] On considére (2 + 1)y” — 2y = 0.
1. Déterminer une solution polynomiale non nulle ¢.
2. Résoudre I’équation en posant y = @z.

Exercice 866 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 866] Soit f(z,y) = >, 0 =
1. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition de f.

n

2. Etudier 'existence de ses dérivées partielles d’ordre 1.
Exercice 867 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 867] Etudier les extrema de g : (z,y) € (R})? — zIn(y) — yIn(z).
Exercice 868 [MinEs-PoNTs PSI 2026 # 868] Soient (F, (-,-)) un espace euclidien, f € S.,(FE) etv € FE.
. Montrer que (f(z),z) > 0 pour tout x # 0.

. Montrer que g(z) = 1(f(z),z) — (v, x) est de classe C.

—_

2
3. Montrer que g posséde un unique point critique c.
4. Montrer que g atteint en ¢ un minimum global.

3) Probabilités

Exercice 869 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 869] Soit X ~ P(\) avec A > 0.

1. Déterminer P(X € 2N) et P(X € 2N + 1), puis les comparer.

2. Poser Y = (—1)X. Déterminer la loi et 'espérance de Y.
Exercice 870 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 870] Une urne contient n boules dont p blanches et n — p noires. On effectue des tirages
successifs sans remise. Déterminer la loi et I’espérance du rang de la derniére boule blanche tirée.
Exercice 871 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 871] Soit N > 2. On tire sans remise les N boules numérotées de 1 a N. On note B; le
résultat du ¢-ieme tirage. Pour 1 < p < N, soit X, le nombre de p-croissances, c’est-a-dire de 7 tels que B; < B;11 < --- < Bj4p.
Déterminer E(X,,) et calculer V(X7).
Exercice 872 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 872] Soit Z = X 4+ Y, ou X, Y sont les résultats de deux dés.

1. Pour des dés équilibrés, déterminer la loi de Z, son espérance et sa variance.

2. Peut-on truquer les dés pour que Z suive la loi uniforme sur {2,...,12}?
Exercice 873 [MINEs-PONTS PSI 2026 # 873] 1. Soit P € R[X] et « une racine complexe non réelle. Montrer que @ est aussi

racine de P, avec la méme multiplicité.
2. Soient X, Y indépendantes et uniformes sur {1,...,6}. Montrer que si X', Y” sont indépendantes, a valeurs dans {1, ...,6},
et X' + Y’ alaméme loi que X + Y, alors X’ et Y’ sont uniformes.

Exercice 874 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 874] Soit (ay,),>1 définie par a1 =0, az = 1l et a,, = ap—1 + a—2 pour n > 3.

1. Montrer que -, a,/2" converge et calculer sa somme.

2. On lance une piéce équilibrée et X est le rang d’apparition du premier motif face-face. Déterminer la loi de X.

3. Calculer E(X) et V(X).

4. Donner un équivalent de P(X = n).
Exercice 875 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 875] On joue & pile ou face, avec probabilité de pile p €]0, 1[. On s’arréte quand on a obtenu
deux piles, pas nécessairement consécutifs. Soit X le nombre de faces obtenues. Montrer que X est d’espérance finie et la calculer.

Exercice 876 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 876] Soit (X,,),,>1 une suite iid. de Bernoulli de paramétre 1/2, représentant les lancers
d’une piéce équilibrée. Pour n > 2, (Y = n) est 'événement ot les deux premiers piles consécutifs apparaissent aux rangs n,n + 1;
(Y = 0) signifie qu’ils n’apparaissent jamais. Soit C,, 'événement qu’il n’y ait pas deux piles consécutifs parmi (X1, ..., X,,), avec
P(Cy) = 1.
1. Montrer que P(Y =n) = 1P(C,_2).
2. Montrer que P(C,,) = 2 P(C,—2) + %P(Cn,l).
PY =

8
1
1
3. En déduire P(Y = n) et P( 0), et interpréter.
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4. Montrer que Y admet une espérance finie et calculer E(Y') de deux maniéres.

Exercice 877 [MINEs-PoNTs PSI 2026 # 877] Soit n > 2. On tire indépendamment et uniformément dans un ensemble de n jetons
distincts jusqu’a les avoir tous obtenus. On note 7}, le nombre de tirages nécessaires et X,, j, le nombre de tirages entre 'obtention du
(k — 1)-iéme et du k-iéme jeton distinct. Ainsi T), = Y ,_; X k-
1. Déterminer E(T},) et V(T},) en fonctionde H,, = > ,_, 1/ket S, = > ;_, 1/k>.
2. Donner des équivalents de ces quantités quand n — +o0.
3. Montrer que, pour ¢ € [—1,1],
! n—1 1

n!
Gnlt) = oot kUl 1= (k/n)t

4. ATaide de la décomposition en éléments simples de G,,(t) /¢, établir sa décomposition en fractions simples.

5. En déduire une expression de P(7,, = m) pour m > n.
Exercice 878 [Mines-PonTs PSI 2026 # 878] Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. On définit
fx(t) = tXsin(X/t).

1. Déterminer la probabilité que fx soit prolongeable en une fonction de classe C* sur R.

2. Quelle est cette probabilité pour la classe C?, avec p > 27?
Exercice 879 [Mines-PonTs PSI 2026 # 879] Soit X ~ G(p), avec p €]0,1[, et Y = fOQﬂ sin (t)dt. Montrer que Y est une variable
aléatoire qui admet une espérance, puis calculer celle-ci.

Exercice 880 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 880] Un immeuble compte 7 étages et une personne recherchée s’y trouve avec probabilité
p €]0,1]. Si elle est présente, chaque étage est équiprobable. On a vainement cherché dans les six premiers étages. Quelle est la
probabilité qu’elle soit au dernier étage ?

Exercice 881 [MinEs-PonTs PSI 2026 # 881] On considére n équipes de division 1 et n équipes de division 2, réparties en n matchs,
chaque appariement étant équiprobable. On note p,, la probabilité que chaque match oppose des équipes de divisions différentes et ¢,
celle que chaque match oppose des équipes de méme division.

1. Déterminer p,, et qy,.

2. Etudier les suites (p,,) et (gn).
Exercice 882 [MinEs-PoNTs PSI 2026 # 882] Soient X7, ..., X,, ii.d. de loi de Bernoulli de paramétre p €]0,1[, U = (X1, ..., X,)T
et M =UUT.

1. Donner les lois de rg(M) et Tr(M).

2. Quelle est la probabilité que M soit la matrice d’un projecteur ?

X 1

Exercice 883 [Mines-PonTs PSI 2026 # 883] Soit A = (O v

), ou X, Y sont indépendantes de lois géométriques de parameétres

respectifs p, q.
1. Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?
2. Quelle est la probabilité que A soit inversible ?

X

Exercice 884 [MiNEs-PonTs PSI 2026 # 884] Soient X, Y indépendantes de loi géométrique de paramétre p €]0, 1[et M = <Y

b~
\./

1. Déterminer la probabilité que M soit inversible.

2. Noter U, V les plus grandes et plus petites valeurs propres de M. Calculer Cov(U, V') et étudier leur indépendance.

3. Poser Z = max(X,Y). Calculer E(Z).
Exercice 885 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 885] Fixer a €]0, 1[ et b > 0. Soit (X, Y") & valeurs dans N? tel que

0 i< j,
P(X =i,Y =j)= e_bbjaf(l’ — q)i’j i

7' = J)!

1. Déterminer les lois de X, Y, leurs espérances et variances.

2. Ces variables sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer laloide Z = X — Y.
Exercice 886 [MINEs-PonTs PSI 2026 # 886] Soient X,Y indépendantes avec X ~ G(p), Y ~ G(q), ou p,q €]0,1]. On pose
U=X/Y.

1. Déterminer la loi de U.

2. Calculer E(U).

3. Pour p = ¢, montrer que E(U) > 1.
Exercice 887 [Mines-PonTs PSI 2026 # 887] Soient X1, ..., X, i.i.d. uniformes sur {—1,1} et S,, = X; 4+ --- + X,,. Fixer r > 0.

1. Montrer que ch(t) < e*’/2 pour t > 0.
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2. Montrer que, pour ¢ > 0,
P(S,/n>r) < BE(etSn/n=1)y,

3. En déduire que P(S,, /n > r) < e /2,
Exercice 888 [MiNEs-PoNTs PSI 2026 # 888] Soit o > 0.

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X & valeurs dans N de fonction génératrice Gx (t) = (2 —¢) ™.

2. Si v € N*, donner un équivalent de P(X = n).

3. Pour A > 0, montrer que P(X > A\ + a) < 2a/)\2
Exercice 889 [MINEs-PONTs PSI 2026 # 889] Soient (\,,)n>0 des réels positifs et (X,,),>¢ des variables indépendantes avec X,, ~
P(\n). Déterminer la loi de S = 37,9 X,
Exercice 890 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 890] On considére une marche aléatoire sur Z? issue de l’origine, avec déplacements indé-
pendants et équiprobables vers ’est, I'ouest, le nord ou le sud. On note A,, = (X,,,Y,,) sa position aprés n pas.

1. Déterminer E(X,,), V(X,,) puis E(Y,), V(Y,).

2. Poser Z,, = || A,z = /X2 + Y;2. Montrer que E(Z,) < /n.

3. Montrer que ., (7;)2 = (2;), puis déterminer P(Z,, = 0).

Exercice 891 [Mines-PonTs PC 2026 # 891] Soit p €]0, 1] et X,, ~ B(n,p).

1. Rappeler la formule de Stirling.
Xn -E Xn :
E | exp t# et
V(Xn)

Exercice 892 [Mines-PonTs PC 2026 # 892] Pour n > 1, poser f,(x) = e™* ZZ:O ”,”TT z > 0.

2. Montrer que, pour tout ¢t € R,

1. Montrer que f,,(x) = 1/2 admet une unique solution a,, > 0 et que (a,,) est croissante.

2. Soit (X;) i.i.d. de loi de Poisson de paramétre A et S,, = Y _;_, X}, Donner la loi, I'espérance et la variance de S,,. Par Bienaymé-
Tchebychev, montrer que P(S,, > n) - 0si A < 1 ettend vers 1si A > 1.

3. Utiliser P(S,, > n) = f,(nA) pour montrer que a,, ~ n.

IX) Mines-Ponts PC 2026
1) Algebre
Exercice 893 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 893] On pose a = (5v/2 + 7)/3 et b = (5v/2 — 7)'/3. Calculer a® — b, abet a — b.

Exercice 894 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 894] Soit 2 = 2(1 + 1/7). Montrer que, pour tout n > 1, 2 Re(z") est un entier impair.
Exercice 895 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 895] Calculer

3 (37;) et > (-1)’6(3:;).

0<3k<n 0<3k<n

Exercice 896 [Mines-PonTs PC 2026 # 896] Soit (aq,...,a,) € K™ Montrer que tout Q € K,[X] peut s’écrire sous la forme
S i ar P si et seulement si ag # 0.
Exercice 897 [Mines-PonTs PC 2026 # 897] Soit n € N.

1. Montrer que z — %

est polynomiale ; noter P le polynéme associé.

2. Pour n > 2, montrer que les affixes des racines de P sont sur un cercle a déterminer.

3. Calculer [[}— sin (£7).
Exercice 898 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 898] Pour P € R[X] non constant, soit {2p 'ensemble des r € R tels que P + r soit scindé &
racines simples sur R.

1. Donner un exemple tel que Qp = @.

2. Montrer que (p est un intervalle ouvert.
Exercice 899 [MinEs-PonTs PC 2026 # 899] Déterminer les polynomes P € R[X] tels que P(X)P(X — 1) = P(X?).
Exercice 900 [MINEs-PonTs PC 2026 # 900] Soientn > 2 et P = X™ — 3X + 7, de racines complexes Ay, ..., A, comptées avec
multiplicité.

1. Déterminer le nombre de racines réelles distinctes de P.

2. Déterminer le nombre de racines complexes distinctes de P.

3. Expliciter @ =[]}, (X - H)‘—)\)

4. Expliciter R =[]\, (X — A\?).
Exercice 901 [Mines-PonTs PC 2026 # 901] Soientn > 1, P € R,[X] tel que P(0) = 1, P(1) = 0, U,, I'ensemble des racines
n-iémes de 'unité et U le cercle unité.
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1. Calculer )~ .., |P(w)|? en fonction des coefficients de P.

2. En déduire que sup, < |P(2)] > /1 +1/n.
Exercice 902 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 902] 1. Pour 6 # 0 [7] et n € N, montrer qu’il existe P € R,,[X] tel que

2
sin((2n + 1)0) = sin2"+1(0) P (C?SQ 9) :
sin“ 6
ot P(X) = Y1 (=Dt xn*.

2k+1
2. En déduire N

1 ~ n(2n—1)
; cos2(kr/(2n + 1)) sin®(kn/(2n 4+ 1)) 3 ’

puis 375 k=2 = 72/6.
Exercice 903 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 903] Onpose E = {Q? + XR? : (Q, R) € R[X]?}.
1. Montrer que F est stable par produit.
2. Comparer par inclusion F et G = {P € R[X] : Vx € R}, P(z) > 0}.
Exercice 904 [Mines-PonTs PC 2026 # 904] Soient ag,...,a,—1 € Cet P(X) = X" + ZZ;& ap X = [[j=1 (X — X;). Poser
p = max; |A;].
1. Déterminer le nombre de racines réelles strictement positives de X™ — ZZ;S lag| X*.
2. Sir>0etr™ > Zz;é lax|r*, montrer que p < 7.
3. Montrer que p < max(1, ZZ;S lak]).
4. En utilisant Q(X) = (X — 1) P(X), montrer que p < |ag| + Zz;é lag+1 — ak
Exercice 905 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 905] 1. Montrer qu’il existe une unique famille (Lj)o<i<n de polyndmes de R, [X] telle
que L;(j) = di,j-
2. Préciser le coefficient dominant de L.
3. Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que maxo<i<n |P(k)| > n!/2™.
Exercice 906 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 906] Soit A : P — P(X + 1) — P(X).
1. Montrer que, pour P € R[X] etn € N,

,oua, = 1.

2. En déduire que, pour P € R,,_1[X], > () (=1)""*P(k) = 0.
3. Déterminer inf per,, ,(x] D po(K" — P(K))>.

Exercice 907 [Mines-PoNTs PC 2026 # 907] Soit P € R[X] non constant sans racine réelle, de racines complexes z1, . . ., 2, comptées
avec multiplicité.

1. Pour z ¢ {z,..., z, }, montrer que

2. Montrer qu’il existe une constante « telle que, pour n > 2 et tout tel P € R, [X],

+oo P’(JI)Q
T\ e < 3/2
|, s papte s

Exercice 908 [MINEs-PONTs PC 2026 # 908] Soitn > 1. Déterminer le plus petit sous-espace de £(R™) contenant toutes les symétries
vectorielles.

Exercice 909 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 909] Soient E un K-espace vectoriel, (vi,...,v,) € E™ et (A,...,\,) € K". Poser
w = >_}'_; A\kU. Montrer que

rg(vi +w,..., v, +w)=n
si et seulement sirg(vy,...,v,) =netA +---+ A\, #—1.
Exercice 910 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 910] Soit D = Diag(—1,4). Trouver les matrices M € M;(R) telles que M3 — 2M = D.
Exercice 911 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 911] Soit

-1 2 0 8
A=1-1 2 4 —4
0 0 2 -6

1. Donner une base de Im(A).
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2. Donner une base de Ker(A).
10 00
3. Trouver P € GL3(R) et Q@ € GL4(R) telsque PAQ=J,={0 1 0 0
0 0 0 O
4. Pour n > 2, montrer que {M € M, 3(R) : M A = 0} est un sous-espace vectoriel de dimension a déterminer.

Exercice 912 [MinEs-PonTs PC 2026 # 912] Soient A € GL,(R) et X € R™. Montrer que

det(A+ X XT)
XTAlx = —— " —— 7 1.
det A
Exercice 913 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 913] 1. Soit a € R. Montrer que A = <(1) Cf) est semblable a son inverse.
1 a b
2. Soit M= |0 1 c|,aveca,b,c€ R.Expliciter M ! et montrer que M — I3 et M ~* — I3 sont semblables.
0 0 1
Exercice 914 [Mines-PonTs PC 2026 # 914] 1. Soit F/ un K-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace de dimension
r < n. Montrer qu’il existe une base (e1,...,e,) de E telle que e, ¢ F pour tout k.

2. Quelles sont les matrices A € M4(K) telles que toute matrice semblable & A posséde au moins une colonne nulle ?
Exercice 915 [Mines-PonTs PC 2026 # 915] Soit A € M, (C) telle que A2 = Aetr = rg(A). Poser E = {M € M,(C) :
AM + M A = 0}.

1. Déterminer le nombre de sous-espaces vectoriels de C™ stables par A.

2. Déterminer dim E.
Exercice 916 [Mines-PonTs PC 2026 # 916] Soit B € M,,(C) dont les coefficients diagonaux sont nuls. Pour z € C*, poser A(z) =
(z+27YHI, + B.

1. Montrer qu’il existe R > 0 tel que A(z) soit inversible si 0 < |z| < R.

2. Trouver N > 1 tel que z — 2% det(A(z)) admette une limite finie non nulle en 0 et préciser cette limite.
Exercice 917 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 917] Soit A € M,,(K) derangr.Poser E4 = {M € M, (K) : AM A = 0}. Calculer dim E4.

Exercice 918 [Mines-PonTs PC 2026 # 918] Soient A, B € M,,(R) et M = (g _AB> . Montrer que det(M) > 0.
Exercice 919 [Mines-PonTs PC 2026 # 919] Soit A € M,,(R) telle que A™ = 0 et A"~ # 0.
1. Montrer qu’il existe g € R™ tel que (zg, Azg, ..., A" 1xg) soit une base de R™.
2. Poser C(A) = {M € M,(R) : AM = M A}. Montrer que C'(A) est un espace vectoriel et que (I,,, 4, ..., A" !) en est une
base.

Exercice 920 [Mines-PonTs PC 2026 # 920] Soient A, B € M, (C) telles que rg(AB — BA) = 1. Montrer que Im(B) ou Ker(B)
est stable par A.

Exercice 921 [Mines-PonTs PC 2026 # 921] Soit S,, I'ensemble des permutations de {1,...,n}.
1. Pour o € S,,, montrer que ¢, : s — s o o est une permutation de S,,.

2. Soit (e1, ..., e,) une base de E et f, € L(E) définie par f,(e;) = e,(;). Montrer que p,, = 4 Y e, fo estun projecteur et
déterminer son noyau et son image.

Exercice 922 [MinEs-PonTs PC 2026 # 922] Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1 et (eq, ..., €, ) une base.

1. Caractériser les hyperplans de F par une équation linéaire en les coordonnées dans cette base.
2. Soient (f1,..., f») une famille libre de L(E, K) et ® : z — (f1(x),..., fn(z)). 2) Montrer que ® est un isomorphisme. b) En
déduire qu’il existe une base (c1, . ..,&,) telle que f;(g;) = d; ;.
3. Soient f € L(E,K) et (f1,..., fp) libre. Montrer I’équivalence entre f € (f1,..., fp) et (i_, Ker(f;) C Ker(f).
4. Quediresi (f1,..., fp) estliée?
Exercice 923 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 923] Soient A, B € M,,(K) tels que ABAB = 0. A-t-on nécessairement BABA =07
Exercice 924 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 924] 1. Définir ug € R* et up41 = %(un + 1/uy,). Etudier la suite.

2. Dans M, (R), soit N nilpotente. a) Montrer que A = I, + N est inversible. b) Justifier 'existence de (B,,) définie par By = A
et By1 = 3(B, + B;;'). Etudier cette suite.

Exercice 925 [MINEs-PONTs PC 2026 # 925] Soit P € C,,[X]. Déterminer le rang de M = (P(i + j))1<i,j<n+1-

Exercice 926 [MiNes-PonTs PC 2026 # 926] Soient fi,..., f, des fonctions de R dans R. Montrer que (f1,..., f,) est libre si et
seulement s’il existe (z1,...,2,) € R" tel que M = (f;(x;))1<i j<n soit inversible.

Exercice 927 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 927] Soient K =RouC,n > letag,...,a, € K distincts.

1. Soit P € K[X] de degré n et P;(X) = P(X + a;). Montrer que (Fy, ..., P,) est une base de K,,[X].

2. Soit Q € K,,[X] et M = (Q(a; + a;))o<i,j<n- Montrer que M est inversible si et seulement si deg () = n.
Exercice 928 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 928] Soit A : P +— P(X + 1) — P(X).

1. Montrer que A stabilise R,,[X] et noter A,, sa restriction.
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2. Déterminer Ker(A,,) et Im(A,,).
3. Trouver une base de R,,[X] telle que la matrice de A,, ne comporte que des 0 et des 1.

4. Soit d € N. a) Montrer qu’il existe @ € R[X] tel que Q(k) = Zf:o i? pour tout k& € N. b) Trouver de deux maniéres un
équivalent de Q(k).

Exercice 929 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 929] Soitd € N.Poser Py = let,pourk > 1, P, = X(X —1)--- (X —k+1).

1. Montrer que (P, ..., P;) est une base de Ry[X].

2. Donner la matrice de passage depuis la base canonique et montrer que son inverse est a coefficients entiers.

3. Etudier la convergence et calculer Z;Z% Py(n)/nl.

4. Montrer qu’il existe Ny € N tel que ZZE% nd/n! = Nge.
Exercice 930 [Mings-PonTs PC 2026 # 930] Soient E un espace vectoriel et f, g € L(FE). On suppose que Im(f) et Im(g) sont en
somme directe. Montrer que Im(f) 4+ Im(g) = Im(f + g) si et seulement si E = Ker(f) + Ker(g).
Exercice 931 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 931] Soient oy < -+ < @y, etaq, ..., a, € R*.Onpose f(z) = > | a;z* pour z > 0.

1. Montrer que f s’annule au plus n — 1 fois sur R? .

2. Soientt; < --- <tpetA= (tia"‘)lgi’jgn. Montrer que det(A) > 0.
Exercice 932 [Mines-PoNnTs PC 2026 # 932] Soit F un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E) \ {0}. Montrer que u est une
homothétie si et seulement si, pour tous v, w € L(F), u = v o w entraine u = w o v.
Exercice 933 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 933] Soientn > 2 et A € M,,(R) de rang 1 et de trace nulle. Montrer que A est semblable &
Ei .
Exercice 934 [Mings-PonTs PC 2026 # 934] Soit E de dimension N > 1,n = |N/3| etu € L(E) tels que u® = 0 etrg(u) > N —n.

1. Calculer rg(u?) et montrer que N = 3n.

0 I, O
2. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matricede uest | 0 0 I,
0 0 O
Exercice 935 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 935] Résoudre dans M3(R) I’équation
1 -2 1
A=11 -2 1
1 -2 1

Exercice 936 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 936] Soit A € M3(C). Montrer que A et —A sont semblables si et seulement si tr(A) = 0 et
det(A) = 0.
Exercice 937 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 937] Soit k € C et

0100
1k 11
A=y 1 o ol €.
010 0

1. A quelle condition sur k la matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Sielle l'est, déterminer la dimension de {M € M4(C) : AM = M A}.

Exercice 938 [MinEs-PonTs PC 2026 # 938] Donner une condition nécessaire et suffisante pour que

0 0 0 a
0 0 0 a
0 0 0 a
a a a b

soit diagonalisable.

Exercice 939 [MinEs-Ponts PC 2026 # 939] Soit E = RN et T': E — E défini par T((un)) = (737 Y- 5o Uk)nen- Déterminer les

valeurs propres de T et les dimensions de ses sous-espaces propres.
Exercice 940 [Mines-PonTs PC 2026 # 940] Soit ¢, : R,[X] — R,,[X] définie par

w/2
on(P)(x) = /0 P(1 — zcost)dt.

©n, est-il diagonalisable ? Déterminer lim,, , 1 oo Tr(¢y,).
Exercice 941 [Mines-PonTs PC 2026 # 941] Pour ¢ € R, poser

11 1
Mi#)=[1 1 0
10 ¢t

Montrer que M (t) admet trois valeurs propres a(t) < 0 < S(t) < 2 < 7(t). Déterminer les limites de «(t), 8(¢) quand ¢ — +o0 et
un développement asymptotique de 7(t).

85



Exercice 942 [Mines-PonTs PC 2026 # 942] Soit A =

1. Montrer que A est diagonalisable dans M3(C) et posseéde une unique valeur propre réelle a, avec a > 1.

2. Montrer que Z)\ESPC(A) A™ € N pour tout n > 1.

3. Déterminer la nature de ) sin(mwa™).
Exercice 943 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 943] Soit w € £(R,,[X]) dont la matrice dans la base canonique a pour coefficients a; ;41 = 1,
ai+1,; =N — 1+ 1, les autres étant nuls.

1. Montrer que u(P) = (1 — X?)P' + nXP.

2. Si A est valeur propre et P un vecteur propre, montrer que deg P = n et que ses racines complexes appartiennent a {—1,1}.

3. En étudiant les multiplicités de 1 et —1, déterminer tous les vecteurs propres de u.

4. Montrer que u est diagonalisable.
Exercice 944 [MiNes-PonTs PC 2026 # 944] Soit E = M,,(C) et p(A) = max{|\| : X € Sp(A4)}.

1. p est-elle une norme sur £/?

2. Si AP — 0, montrer que p(A) < 1.

3. Pour 0 < k < net|\| < 1, déterminer la limite de (}) \*~* quand p — +o00. On admet qu’on peut écrire A = D + N avec

DN = ND, D diagonalisable et N nilpotente. Montrer que p(A) < 1 entraine AP — 0.

Exercice 945 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 945] Soient aq,...,a, € Cet M = (m,; ;) € M, (C) telle que m;41; = a; pour 1 <i < n,
M1, = G, les autres coefficients étant nuls. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.
Exercice 946 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 946] Soit

I
A= ] ]2 1
21

1. Calculer A? et expliciter le noyau et I'image de A.
2. A est-elle diagonalisable ?
3. Déterminer les sous-espaces stables par A.
4. Déterminer la dimension de {C' € M5(C) : AC = CA}.
Exercice 947 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 947] On dit que B € Mo (R) admet une racine carrée s’il existe A € Mz (R) tel que A% = B.

1. Montrer que cette propriété est invariante par similitude.

. 1 2 1 2 c —s -2 0 -1 2 . , .
2. Les matrices <2 1), (O 1), <s ¢ ), ( 0 _2) et ( 0 _1> admettent-elles une racine carrée, avec ¢ = COS(27T/3)

et s = sin(27/3)?
3. Déterminer I'image de A € GLy(R) — A2
Exercice 948 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 948] Soient 0 < ag < - -+ < a,, et la matrice

0 ar azx -+ ap
a ay ap --- 0
A= a, ay a --- 0
1. Pour A € R, montrer que A est valeur propre de A si et seulement si A ¢ {—a1,...,—a,} et Y} ;57— =L

2. La matrice A est-elle diagonalisable ?
Exercice 949 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 949] Soient A, B € M, (R) tels que AB — BA = A.Onposet : M — MB — BM.
1. Montrer que ) est un endomorphisme.
2. Montrer que )(A*) = kA* pour tout k € N et préciser tr(A).
3. Montrer que si A n’est pas nilpotente alors 1) admet une infinité de valeurs propres. Conclure.

Exercice 950 [MinEs-PonTs PC 2026 # 950] 1. Soit A = (a;,;) € M, (C) telle que |a; ;| > >°,; [a; ;| pour tout i. Montrer que
A est inversible.

2. Montrer que toutes les valeurs propres de A appartiennent a J;_,{z € C: |z — a;,;| < >z laigl}
3. Soit B = (b; ;) définie par b; ; = 1si|i — j| = 1 et 0 sinon. Déterminer ses valeurs propres et vecteurs propres.

Exercice 951 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 951] Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(FE) ayant n valeurs propres
distinctes Aq, ..., Ap.

1. Montrer que E = @, Ex, (u).
2. Pour chaque ¢, donner P; € K,,_1[X] tel que P;(\;) = 0, ;. Caractériser P;(u).
3. Si F est stable par u, montrer que F' = @, (F N Ey, (u)).

4. Combien E possede-t-il de sous-espaces stables par u ?
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Exercice 952 [Mines-PonTs PC 2026 # 952] Soient M € M,,(C), N = (]\04 ]}\44 ), meCetT = (73 Tn )

1. La matrice T est-elle diagonalisable ?

2. Pour € C[X], exprimer Q(N) a I'aide de Q, M, M?.

3. Montrer que N est diagonalisable si et seulement si M = 0.
Exercice 953 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 953] Soient A € M, (R) et T : M — AM sur M, (R).

1. Donner le spectre de T" en fonction de celui de A.

2. Exprimer xr en fonction de y 4.

3. Montrer que T est diagonalisable si et seulement si A lest.
Exercice 954 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 954] Soient A € M,,(C) et M = <21 10n> € M2, (C).

1. Montrer que dim Ker(M — \ly,) = dim Ker(A — A\2L,).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.

A 24

Exercice 955 [Mines-PonTs PC 2026 # 955] Soient A € M, (R) et B = (0 34

) € My, (R). Donner une condition nécessaire et

suffisante sur A pour que B soit diagonalisable.

Exercice 956 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 956] 1. Montrer que M = (1;_;=1 (mod n))1<i,j<n est diagonalisable et déterminer ses
éléments propres.
2. Exprimer A = (@;_; (mod n))1<i,j<n en fonction de M et (ag,...,an_1).
3. En déduire det(A).
Exercice 957 [MINEs-PoNTS PC 2026 # 957] 1. Soient U,V € M, (R). Montrer que si elles sont semblables sur C, elles le sont
sur R.

2. Soit A € M, (R) telle que A?> = —1I,,. a) Montrer que n est pair. b) Avec J = (O

1 _01), montrer que A est semblable a la

matrice diagonale par blocs ayant n/2 blocs J.

Exercice 958 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 958] 1. Soient F de dimension finie et u, v € L(F) diagonalisables et commutant. Mon-
trer qu’il existe une base de vecteurs propres communs.

2. Soit A € M,,(C) diagonalisable. Montrer que M — AM — M A sur M,,(C) est diagonalisable.
Exercice 959 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 959] Soient P € GL, (C) et op : M — PM P,

1. Si M est vecteur propre de pp associé & A, montrer que A # 0 et que soit M est nilpotente, soit A est une racine g-iéme de
I'unité pourun 1 < ¢ < n.

2. Pour une racine g-iéme de 'unité A, exhiber P tel que A soit valeur propre de pp.

Exercice 960 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 960] Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe une matrice diagonale D & coefficients dans
{—1,1} telle que A + D soit inversible.

Exercice 961 [Mines-PonTs PC 2026 # 961] Déterminer les matrices A € M, (R) telles que A?926 = A0 et Tr(A) = n.
Exercice 962 [Mines-PonTs PC 2026 # 962] Soient A, B € M,,(C) tels que A(AB — BA) = 0.

1. Montrer que (AB)* = A* B¥ pour tout k € N.

2. Soit C' € M,,(C) tel que tr(C*) = 0 pour tout k > 1. Montrer que C est nilpotente.

3. Montrer que AB — BA est nilpotente.

Exercice 963 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 963] Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA2. On suppose que toutes les valeurs propres
de A ont un module différent de 1. Montrer que A et B ont un vecteur propre commun.

Exercice 964 [MINEs-PONTs PC 2026 # 964] Soient A, B € M, (C) telles que AB = 0. Montrer que A et B ont un vecteur propre
commun.

Exercice 965 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 965] Soit f € L(F), ou E est de dimension n. Montrer que f est diagonalisable si et seulement
s’il existe n hyperplans H, ..., H, stables par f tels que Hy N---N H, = {0}.

Exercice 966 [Mines-PonTs PC 2026 # 966] Soit n > 2, (ey,...,e,) une base orthonormée de R™ et f1,..., f, € R" tels que
llex — fxll < 1/+/m pour tout k. Montrer que (f1, ..., f,) est une base de R™.

Exercice 967 [MINEs-PonTs PC 2026 # 967] Poser

1
I= inf / (e! — a — bt)%dt.
(a,b)eR? J_4

Justifier 'existence de I et le calculer.
Exercice 968 [Mines-PonTs PC 2026 # 968] Soit (F, (-,-)) un espace euclidien de dimension n, (u1,...,u,) € E™ et f(z) =
S wiug.

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Montrer que f = id si et seulement si (ug, . .., u,) est une base orthonormée.
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Exercice 969 [MINEs-PONTS PC 2026 # 969] 1. Soit P un polynome scindé de R[X]. A I'aide de z — e*$2P(x), montrer que
P’ — 2X P est scindé.

2. Pour p(z) = e~*", montrer que, pour tout . € N, il existe H,, € R[X] tel que 9™ (2) = H,,(z)p(x). Préciser son degré et son
coefficient dominant.

3. Que dire de la position relative des racines de H,, et H,,;1?

4. Montrer que (P, Q) — fjoooc P(t)Q(t)e*t2 dt est un produit scalaire sur R[X].

5. Montrer que (((—1/2)"H,,))n>0 est une famille orthogonale de polyndmes unitaires pour ce produit scalaire.
Exercice 970 [Mings-PonTs PC 2026 # 970] Soit f(z) = +°° e (1 + a1t + -+ x,t™)2dt, pour x = (71,...,2,)T € R

1. Montrer que f est bien définie et de classe C! sur R”

2. Poseru = (1,21,...,2,)T et M = ((i + j)!)o<i j<n- Montrer que ul Mu = f(x).
Exercice 971 [MINEs-PonTs PC 2026 # 971] Soit E un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire B : E? — R est dite positive si
B(u,u) > 0 pour tout u, négative si B(u,u) < 0, et symétrique si B(z,y) = B(y,x). On pose Cp = {u : B(u,u) = 0} et

g = {u:Vz, B(u,z)=0}.
1. Sur R3, pour B((w1,%1,21), (%2, Y2, 22)) = 1y2 + w2y, déterminer Cz, K.
2. Pour B symétrique, montrer I’équivalence entre Kgp = Cp, Cp sous-espace vectoriel, et B positive ou négative.

Exercice 972 [MinEs-PonTs PC 2026 # 972] Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Montrer que deux produits scalaires
sur F ayant le méme groupe orthogonal sont proportionnels.

Exercice 973 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 973] Pour A C N, noter 14 sa fonction indicatrice. Soient a > 1,n,m > letUy,...,U,,
des parties distinctes non vides de {1,...,n} telles que |[U; N U;| = a pour i # j. Poser M = (1, (i))1<i<n,1<j<m-
1. Calculer M7 M.
2. Montrer que {j : [MTM]; ; = a} a au plus un élément.
3. Pour X € M,, 1(R), calculer X" MTMX.
4. Donner dim Ker(M).
5. Montrer que m < n.
Exercice 974 [Mines-PonTs PC 2026 # 974] Soit E un espace euclidien.
1. Pour F, G sous-espaces, montrer que (F +G)+ = F+ NG+
2. Soient p, ¢ des projecteurs orthogonaux. Montrer que pgp est autoadjoint.
3. Montrer que x — pg(x) est diagonalisable sur Im(p).
4. Montrer que pq est diagonalisable.
Exercice 975 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 975] Soit p un projecteur d’un espace euclidien E.
1. Montrer que p est orthogonal si et seulement si p est autoadjoint.
2. Montrer que p est orthogonal si et seulement si ||p(x)|| < ||z|| pour tout z € E.
3. Sip, g sont orthogonaux, montrer que p o ¢ est un projecteur si et seulement si p et ¢ commutent.

Exercice 976 [MinEs-PonTs PC 2026 # 976] Soient A € M, (R) et k > 2 tels que A* = AT. Montrer que Ker(A) et Im(A) sont
supplémentaires orthogonaux et que A**! est la matrice d’un projecteur orthogonal.

Exercice 977 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 977] Soit A € M, (R) telle que A% = A3 et AT A = AAT. Montrer que A2 = A.
Exercice 978 [Mings-PonTs PC 2026 # 978] Soit A € My (R) telle que A% = AT et poser M = AT A.
1. La matrice M est-elle diagonalisable ?
2. On dit que M, N sont orthosemblables s’il existe P € O3(R) tel que P~ M P = N. Montrer que A est orthosemblable a I'une

des matrices 0, I (1 O) 1 (_1 —\/3) 1 < -1 \/§>
> 425 s = , — )
0 0)2\WV3 -1)2\-v3 -1

Exercice 979 [MinEs-PonTs PC 2026 # 979] Soient A, B € S, (R) telles que A? = B2. Montrer qu'il existe P € O, (R) telle que
PA=B.

Exercice 980 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 980] Soient n impair et A, B € M, (R) tels que AB = 0. Montrer qu’au moins 'une des
matrices A + AT et B + BT n’est pas inversible.

Exercice 981 [Mines-PonTs PC 2026 # 981] Soient E un espace préhilbertien réel et p € L£(FE) un projecteur. Montrer que Im(p) L
Ker(p) si et seulement si (p(x),x) > 0 pour tout x € E.

Exercice 982 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 982] Soit E euclidien et u € O(FE). Si A est une valeur propre de u, montrer que dim F) (u)
est égale a sa multiplicité.

Exercice 983 [MINES PonTs PC 2026 # 983] Soit E = R,,[X], muni du produit scalaire (P, Q) = fo t)dt. Pour P € E, poser

fo P(t)dt.

1. Montrer que u € £( ).
2. Montrer qu’il existe une base orthonormée de E' dans laquelle « est diagonale.
3. Montrer que, pour tous x,y € R,

(x +y)" Z)\P ),
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ou A; sont les valeurs propres de u et (P;) une base orthonormée de vecteurs propres associée.
Exercice 984 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 984] Soit H,, = (1/(i + j + 1))o<ij<n—1 €t X = (0,...,2p—1)T. Poser Px(t) = z¢ +
oot A+ r, gt
1. Montrer que X7 H, X = fol Px (t)%dt. En déduire que H,, est diagonalisable et que son spectre est inclus dans R%.
2. Soit f3,, sa plus grande valeur propre. Montrer que X H, X < 3,[X|*
Exercice 985 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 985] 1. Soit f : I — R convexe,n > letxy,...,z, € I. Montrer que

14+ a, 1 &

2. Soit S € S;F(R). Montrer que (Tr(S)/n)" > det(S) et préciser le cas d’égalité.
Exercice 986 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 986] On munit M, (R) du produit scalaire (4, B) = Tr(AT B).
1. Comparer Tr(A2) et Tr(AT A).
2. Montrer que AT A est diagonalisable & valeurs propres positives.
3. Comparer Ker(A) et Ker(AT A), puis leurs rangs.
4. Montrer que AT A et AAT ont mémes valeurs propres avec mémes multiplicités.
Exercice 987 [MiNEgs-PonTs PC 2026 # 987] 1. Rappeler les définitions de S;7(R) et S (R).
2. Soit H = (1/(i + j — 1))1<i j<n- Montrer que H € S;/*(R).
3. Soit B € S (R). Montrer qu'’il existe une unique R € S; 7 (R) telle que B = R2 Si A € S,,(R), montrer que AB est
diagonalisable.
Exercice 988 [MINEs-PonTs PC 2026 # 988] On munit M,,(R) du produit scalaire (M, N) = Tr(MTN). Soit A € GL,(R).
1. Montrer que, pour tout S € S;F(R), il existe B € S,/ (R) telle que S = B.
2. Montrer qu'’il existe (U, S) € O, (R) x S;(R) tel que A = US.
3. Pour V € O,(R), établir [|[A — V|| = ||D — W|]%, ot W € O,(R) et D est une matrice diagonale semblable a A.
4. Montrer que la distance de A & O, (R) est atteinte.
5. Montrer que A — d(A, O, (R)) est lipschitzienne.

2) Analyse
Exercice 989 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 989] Soit F = {(u,) € RN : 3" |u,| converge} et @ = (a,)n>0 € RN. Pour u € E, poser
N(u) = :ioo Qi |Up |- Donner une condition nécessaire et suffisante sur « pour que N soit une norme sur E.

Exercice 990 [Mines-PonTs PC 2026 # 990] Soientp,q > 1telsque 1/p+1/q = 1.
1. Pour u,v > 0, montrer que uv < u?/p + U‘I/q.
2. En déduire 'inégalité de Holder pour deux suites finies positives.
3. Que reconnait-on pour p = 27
4. Montrer I'inégalité triangulaire pour la norme ¢ sur les vecteurs a coordonnées positives.
5

. Montrer que 'ensemble ¢7 des suites réelles telles que > |u,|P converge est un espace vectoriel et que u — (Z:i% |, |P)/P
est une norme.

Exercice 991 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 991] Pour A C N, poser x4 = >_, . 4(9/10)F.
1. Justifier la définition de z 4.
2. Soit E = {x4 : A C N}. Montrer que F admet une symétrie.

3. Montrer que F est fermé.

Exercice 992 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 992] 1. Soitz = re' = x+iy € C\R_ avecf €]—, w[. Montrer que § = 2arctan (x—g\z\ )

2. En déduire qu’il existe une fonction continue Lg : C\ R_ — C telle que z = exp(Lo(2)).
3. Déterminer toutes les fonctions continues L sur ce domaine telles que z = exp(L(z)).
4. Montrer qu’il n’existe pas de fonction continue L : C — C telle que z = exp(L(z)) pour tout z.
Exercice 993 [Mines-PonTs PC 2026 # 993] Soit || - || une norme sur M, (C).
1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que ||AB|| < ¢||A]|| B
2. Pour A € M,,(C), montrer que (|| A¥||*/*);>1 converge.
Exercice 994 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 994] Soit N I'ensemble des matrices nilpotentes de M, (C).
1. Soit A de rang 1 et de trace nulle. Montrer que A € N.
2. N est-il ouvert ou fermé?
3. Soient A € GL,(C) et B € N commutant. Montrer que det(A + B) = det(A).
Exercice 995 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 995] 1. Soit A € M, (R). Montrer I’équivalence entre Ker(A) = Ker(A?), Im(A) =
Im(A?), et Ker(A) & Im(A) = R™.

2. L’ensemble des matrices vérifiant la premiére propriété est-il convexe, fermé ou ouvert ?
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Exercice 996 [MiNEs-PONTS PC 2026 # 996] Soit a € C tel que Re(a) > 0 et Im(a) > 0. On définit 20 = a et 2,41 = (2, + |2 ]).
Déterminer la limite de (z,,).

Exercice 997 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 997] Soit (uy,)n>0 définie par uy > 0 et upy1 = uy + ﬁ pour n > 1.

1. Etudier la convergence de (u,).
2. Déterminer un équivalent de u,,.

Exercice 998 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 998] Etudier la nature et déterminer la limite éventuelle de
n
k(n—k)
Uy = 1+4——=].

Exercice 999 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 999] Soit £ € C. On veut montrer que (1 + £)" — ¢,

1. Traiter le cas ¢ € R.
n n
e£—<1+€) Selél—(l—&—a)
n n

2. Pour ¢ € C, montrer que
A

3. Soit (u,,) complexe de limite £. Montrer que (1 + w, /n)"™ — €.
Exercice 1000 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1000] Pour n > 1, poser P, = —1 + 22:1 X*.

1. Montrer que P,, admet une unique racine u,, dans R;..

et conclure.

2. Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite £.

3. Déterminer un équivalent de u,, — /.
Exercice 1001 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1001] Pour z > 0 et n > 1, poser f,(z) = > o_, z*/k — L.

1. Montrer qu’il existe un unique z,, > 0 tel que f,(x,) = 0.

2. Montrer que (z,,) est strictement décroissante et converge.

3. Expliciter f(z) = lim,,— 4 oo frn ().

4. Déterminer ¢ = lim z,,.

5. Justifier qu’il existe ¢, €]¢, x,[ tel que —f,,(¢) = £} (cn)(zyn, — £) et en déduire un équivalent de z,, — £.
Exercice 1002 [MINEs-PonTs PC 2026 # 1002] Soit & > 1. Etudier la convergence et calculer la somme de ) i>1 m
Exercice 1003 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1003] Pour n > 2, on pose

n—1
(= 1
tn = 2n+1kz_:12k+1'

1. La série Y u,, est-elle convergente ?
2. Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1004 [MinEs-PoNTs PC 2026 # 1004] Etudier la nature de la série de terme général

(=D

Uy = —————

Yho UVE

Exercice 1005 [Mines-PonTs PC 2026 # 1005] Etudier la nature de sin(vin)

n

Exercice 1006 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1006] Soit @ > 0. Pour n assez grand, poser

o= (5 1)

na

>3

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.
Exercice 1007 [Mings-PoNTs PC 2026 # 1007] Pour n > 1, poser a, = Y ,_, (—1)*"'V/k. Montrer que

(=D)"vn

an + 9

admet une limite ¢ > 0, puis étudier > 1/ay,.

Exercice 1008 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1008] 1. Pour n € N, montrer qu’il existe un unique a,, > 0 tel que e** + na,, = 2.
2. Etudier la nature des séries > a,, et > (—1)"a,,.
3. Déterminer lim,,_, y oo n(1 — nay,).

Exercice 1009 [Mines-PonTs PC 2026 # 1009] Soit (u,,) définie par ug = 7/2 et u,41 = (—1)™ arctan(uy,).

1. Montrer que (u,,) converge.
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2. Montrer que ) u,, converge.

Exercice 1010 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1010] Soit (¢, ),>1 réelle et v, = %(ul + ot up).
1. Si Y u, ne diverge pas grossiérement, montrer que » , v,, ne diverge pas grossiérement.
2. Si ) uy, converge, peut-on conclure pour > v, ?
3. On suppose > u2 convergente. Montrer que

2 2 2
vy, — 2Upvy < (n— vy, _q — no

n’

puis que >_ v2 converge et Zn TvE <4 Zn L uZ

Exercice 1011 [MINEs-PonTs PC 2026 # 1011] Soit (un) définie par ug > 0 et up41 = 1/(2 + u, ). Montrer que (u,,) converge vers
une limite ¢ & préciser, et déterminer la nature de > (u,, — £).
Exercice 1012 [Mines-PoNTs PC 2026 # 1012] Soit f : R* — R définie par f(z) = 1+ 3 sin(1/x).

1. Montrer que f(f(z)) > 1 pour tout z # 0.

2. Montrer que f admet un unique point fixe £.

3. Pour ug # 0 et up4+1 = f(uy,), montrer que (u,) est bien définie et converge vers .

4. Déterminer la nature de > (£ — u,).
Exercice 1013 [MiNes-PoNTs PC 2026 # 1013] Soit f € C'(Ry,R%).

1. Si f'(z)/f(x) — —oo, montrer que f(z + 1)/f(x) — 0 et en déduire que Y f(n) converge.

2. Si f'(z)/f(x) = a < 0, déterminer la limite de f(z + 1)/ f(x) et, selon 3 € R, la nature de >_ n” f(n )

Exercice 1014 [MiNgs-PonTs PC 2026 # 1014] Soit (uy,)nen € CN telle que 3~ |u,| converge et 3720
Montrer que (u,,) est la suite nulle.

= 0 pour tout £ > 1.

nOn

Exercice 1015 [Mines-PonTs PC 2026 # 1015] Soit (¢, )nen une suite croissante d’entiers au moins égaux a 2.
1. Si(gy) est stationnaire, montrer que Zj;oo(qlqg cqn)TtEeQ.
2. En admettant la réciproque, montrer que e et ch(1) sont irrationnels.
3. Montrer la réciproque de la premiére question.
Exercice 1016 [MiNEs-PoNTS PC 2026 # 1016] Soit (uy,),>0 strictement positive et S,, = > _ .
1. Si S, — 400, montrer que Y u,,/S% converge si et seulement si o > 1.
2. 8iS, — S > 0,poser R, =S — S,,. Montrer que >_ u, /R _; converge si et seulement si o < 1.
Exercice 1017 [Mings-PonTs PC 2026 # 1017] Etudier la fonction f(z) = mf—il arctan(z) : domaine, graphe, limites et asymptotes.

Exercice 1018 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1018] 1. Résoudre \/gc —4vx—4+ \/a: +5—-6yr—4=1.
2. Soient z7 < - -+ < x,,. Montrer que x — >_,_, |# — x| est continue et admet un minimum.
3. Pour fi(x) = |
Exercice 1019 [MiNes-PoNTs PC 2026 # 1019] Soient vy, ..., &, € [0,1]. Comparer >, _, arccos(ay) et arccos([[}_; ).

, montrer que (f1,..., fn) est libre.

Exercice 1020 [Mines-PoNTs PC 2026 # 1020] Pour x > 0, poser f(x) = 2=""" Déterminer im0 f(2), limy oo f(z+1)/f(2)
et un équivalent de f(x) en +oo.

Exercice 1021 [Mings-PonTs PC 2026 # 1021] Soit A € R. Déterminer les f € C*(R,R) telles que f'(z) = f(\z) pour A = 1,
A= —1,puis |\ < L

Exercice 1022 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1022] Soit f : R, — R continue et surjective. Pour y € R, montrer que y admet une infinité
d’antécédents. Une fonction polynomiale de R dans R peut-elle étre surjective ?

Exercice 1023 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1023] Soit f : R — R continue en 0 et telle que
f(4z) — f(=)

— ¢ (x—0).
T
Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f/(0).

Exercice 1024 [Mines-PonTs PC 2026 # 1024] Soit f : [0,1] — R dérivable, non identiquement nulle, et telle qu’il existe M > 0
vérifiant | f'(z)| < M|f(z)| pour tout = € [0, 1]. Montrer que f ne s’annule pas.

Exercice 1025 [Mines-PonTs PC 2026 # 1025] Soit f : [0, 1] — R continue et strictement positive.

1. Pour n > 1, montrer qu’il existe un unique (a0, - . ., @nn) € [0,1]" T avec 0 = ap o < -+ < ap, = let

/ rae = | ot

Exercice 1026 [Mines-PonTs PC 2026 # 1026] Soita € R\ {—1,1} et I(a) = fﬂ/2 In(1 — 2acos 6 + a?)do.
1. Montrer que I(a) est bien définie.

, . .. 1 n
2. Déterminer la limite de ;- Zk:o O ;-
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2. Calculer I(a) a I'aide de sommes de Riemann. Indication : factoriser X2 — 1 dans R[X].
Exercice 1027 [Mines-PonTs PC 2026 # 1027] Pour x # +1, calculer

/27r dt
o x—ett

nmn—l

v —1"

Exercice 1028 [Mings-PonTs PC 2026 # 1028] Soient f(t) = /1 — t? sur [0,1] et g(t) = 1/+/1 — t? sur [0, 1[. Pour n > 1, poser

a laide de la décomposition en éléments simples de = +—

1

g(k/n).

n

In =

SRS

S f(k/m), T, =
k=1

S|
e
Il

1. Montrer que (I,,) converge et déterminer sa limite.
2. Montrer que (7},) converge.
3. Poser A,, = I, — . Pour a < 1, montrer que n“A,, — 0.

Exercice 1029 [MiINEs-PonTs PC 2026 # 1029] Montrer qu’il existe A, B € R tels que, pour toute fonction 2m-périodique f €

C'(R.R),
2
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Exercice 1030 [Mines-PoNTs PC 2026 # 1030] Soit f € C°(R,R) telle que f? soit intégrable sur R et

mw=i£3mw (x> 0).

Déterminer lim, o g(z) et lim, . o \/Zg(x), puis montrer que g2 est intégrable sur R
Exercice 1031 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1031] 1. Pour quels z € Cl'intégrale f1+°° t~*dt converge ? Onrappelle t* = exp(zInt).

2. Montrer que » (1/n* — f:—H t~*dt) converge pour Re(z) > 0.
3. Etudier la convergence de > 1/n”.

Exercice 1032 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1032] Pourn > 1 etx > 0, poser f,(z) = (1 +z/n)~".
1. Montrer que (f,,) converge simplement sur R vers une fonction g.
2. Montrer que f, > g.

3. Montrer qu’il existe a,, > 0 tel que || fr, — glloo = (fn — 9)(an)-

o~

. Montrer que (f,,) converge uniformément vers g sur R.

Exercice 1033 [Mines-PonTs PC 2026 # 1033] Pour N € Netxz € R\ Z, poser Sy (z) = Z,I;[:_N Tik
1. Montrer la convergence simple de (Sx) vers S et que S est impaire et 1-périodique.
2. Montrer que S est continue.
3. Onadmet S(x/2)+S((x+1)/2) = 25(x). Poser f(x) = 7 cot(mx)— S (z). Montrer que f est continue, impaire et 1-périodique.
4. Montrer que f se prolonge continfiment en 0 puis sur R.
5. Montrer que f est majorée et atteint un maximum M en a € R.
6. Montrer que f(a/2) = M et en déduire que f = 0.
Exercice 1034 [Mines-PonTs PC 2026 # 1034] Soit (a,,) décroissante et positive, et f,,(z) = a,2™(1 — ) sur [0, 1].
1. Montrer que Y f,, converge simplement.
2. Montrer que Y f,, converge normalement si et seulement si Y a,, /n converge.
3. Montrer que Y f,, converge uniformément si et seulement si a,, — 0.
Exercice 1035 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1035] Soit S(z) = 3./ (—1)"v/z + n.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de S.
2. Déterminer les limites de S en 0 et en +o0.
3. Montrer que, pour z > 0,

1 +o0 etz

B \ﬁ 0 V(1 +e?)
Exercice 1036 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1036] Pour n > 1, poser u, (z) = arctan(nz)/n?.

1. Déterminer le domaine de définition de S = Z:g up, et étudier sa continuité.

S(x)

2. Donner un équivalent de S(z) quand z — 0.
Exercice 1037 [MInEs-PonTs PC 2026 # 1037] Soit f(z) = 3", o) 15
1. Préciser son domaine de définition D.

2. Montrer que f est de classe C'* sur D.
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3. Pour ¢(u) = e~ " /(1 — e~ "), trouver un équivalent de >, ., ¥ (nu) quand u — 0.
4. En déduire un équivalent de fen17. -

Exercice 1038 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1038] Pour n > 1, poser f,,(z) = z/(2? + n?) et F(z) = :3 n().
1. Déterminer le domaine de définition de F. Est-elle de classe C'! ?
2. Déterminer la limite de ' en +o00.
3. La série Y f,, converge-t-elle uniformément sur son domaine ?

Exercice 1039 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1039] Pour n > 1, poser f,(z) = {5z pourz > 0et S =3 -, fu.
1. Montrer que la série converge simplement.

2. Montrer que S est continue.
3. Montrer que n* + 22 > 1(n? + )2 et en déduire S(z) < don>1 %
4. Montrer que S est bornée.
5. Montrer que S(z) ne tend pas vers 0 quand x — +o0.
Exercice 1040 [Mines-PonTs PC 2026 # 1040] Soit {(x) = Zn nE.
1. Montrer que ( est de classe C* sur |1, +oo].
2. Déterminer ses variations (sans les limites) et étudier sa convexité.
3. Déterminer sa limite en +-oo.
4. Déterminer un équivalent de ( en 1.
5. In(() est-elle convexe?
Exercice 1041 [MINEs-PonTs PC 2026 # 1041] Soit f € C*°(R,R) telleque ) ;.\ £ /n! converge uniformément sur tout segment
de R. Calculer 372 £(") /n.
Exercice 1042 [Mings-PoNTs PC 2026 # 1042] Soit f(z) = 3.7 In(n)a".
1. Donner son domaine de définition.
2. Poser g(z) = :z (In(1 4 1/n) — 1/n)a™. Déterminer le domaine de définition de g.
3. Donner la limite et un équivalent de f(z) quand x — 1.
Exercice 1043 [Mines-PonTs PC 2026 # 1043] Soit (u,,) définie par ug = u; = 1 et tupyo = Upr1 + un/(n + 2).
1. Déterminer la limite de (un)

2. Poser S(z) = ;ro% uyx™. Montrer que son rayon de convergence est strictement positif, calculer S’ sur son domaine, puis
déterminer explicitement u,, et un équivalent.

Exercice 1044 [Mines-PonTs PC 2026 # 1044] Soit (F},) définie par Fp = 0, F} = 1 et F,y0 = F,41 + Fy,. Calculer S(z) =
:Z% F,,x" et déterminer son rayon de convergence.
Exercice 1045 [Mines-PonTs PC 2026 # 1045] Pour n € N, poser a,, = foﬁ/4 tan” (t)dt et h(z) = 32 a, 2"
1. Si R est le rayon de convergence de Y a, 2", donner celui de >_ a2 2".
2. Etudier (a,).
3. Que peut-on dire de R?
4. Calculer h(x).
5. Etablir une relation entre a,, 1 et a,,.
Exercice 1046 [MinEes-PonTs PC 2026 # 1046] Soit P € R[X] de degré 2.
1. Montrer que e”’(*) est développable en série entiére 3 a,, 2™ et préciser son rayon de convergence.
2. Montrer qu’il n’existe pas d’indice n tel que a,,+1 = a,, = 0.
Exercice 1047 [Mines-PonTs PC 2026 # 1047] Pour n > 1, poser a,, = (—1)"In(n) et S(x) = :O% anx”.
1. Déterminer le rayon de convergence et le domaine de définition de S.
2. Montrer, en utilisant (1 + z)S(z), que la série converge en z = 1.
Exercice 1048 [Mines-PonTs PC 2026 # 1048] Soit f(z) = 3.2 In(1 4 1/k)2* et R son rayon.
1. Calculer f(—R).
2. Déterminer la limite et un équivalent de f(z) quand z — R™.
3. Calculerf W/l da,

Exercice 1049 [Mings-PonTs PC 2026 # 1049] Soit (a,,) une suite réelle non nulle telle que a,, = a,,—1 + (n — 1)a,_o pour n > 2.
Déterminer une fonction de classe C°° définie au voisinage de 0 telle que f(™)(0) = a,, pour tout n € N.

Exercice 1050 [Mines-PonTs PC 2026 # 1050] Soit (a,) positive telle que > a,, converge et f(z) = :000 anx", de rayon de
convergence 1. Montrer que f(x) — Z::EJ ap, quand x — 17. Que dire si Y a,, diverge?
Exercice 1051 [Mines-PonTs PC 2026 # 1051] Soit (a,,) sommable dans C et g(z) = ZZ:& anz"™/nl.

1. Montrer que g est définie et continue

2. Montrer que f0+oo “tg(t)dt = 327 ay.
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3. Supposons seulement que ) a,, converge. Poser A,, = Yoheoak Ay =0et F(z) = ZZ:& Ap_12™/n!. Montrer que F' est
définie, de classe C'!, que fox e tg(t)dt = e F(x), et que I'égalité précédente reste vraie.
Exercice 1052 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1052] Soit f(x) = e~ Y/*siz > 0et f(x) = 0siz < 0.
1. Montrer que f est de classe C*° sur R.
2. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de tout a € R*.

Exercice 1053 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1053] Soient r > 0 et F,. 'ensemble des fonctions développables en série entiére sur | —r, r].

Pour f € E,, poser ®(f)(z) = [ ffggdt
1. Montrer que ® est un endomorphisme de E,.

2. Déterminer ses éléments propres.
Exercice 1054 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1054] Soit f(z) =

1. Justifier la définition de f et préciser sa régularité.

400 cos(2"z)
n=1 n! .

2. La fonction f est-elle développable en série entiére ?
tn+1

In( t)dt

Exercice 1055 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1055] Pour n € N, poser I, fo T

1. Montrer que I,, existe.
2. Exprimer I,, a I'aide d’une série.
3. Donner un équivalent de I,,.
Exercice 1056 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1056] Pour n > 1, poser

I /1 dt /+OO
"o (Lt I YN 144

Montrer que (I,,) est monotone, puis déterminer sa limite.

Montrer que 0 < I,, < J,,.

Montrer que In(1 + a) > a/(1+ «) pour @ > 0.

Poser K, fo =3/4(1 4 t/n)~"dt. Montrer que (K,) converge et calculer sa limite.

Montrer que I,,, J,, sont définies.

ANl

6. En déduire un equlvalent de I,.

Exercice 1057 [Mings-PonTs PC 2026 # 1057] Pour n > 1, poser I,, = f+oo i:g;z dt.

1. Montrer que I,, est bien définie.

2. Déterminer sa limite puis un équivalent de I,,.

Exercice 1058 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1058] Pour n > 1, poser u,, = 01 ﬁ

1. Montrer que u,, est bien définie et que >~ 1/k? converge.

2. Déterminer la limite de (u,,). Poser S(n) = >"}_,; M‘%

3. Montrer que u,, = £ + S(n)/n? pour un réel /.

4. Montrer que (S(n)) admet une limite finie et en déduire un équivalent de u,, — £.
5. Déterminer un développement asymptotique de u,, — £ a o(1/n?3).

Exercice 1059 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1059] Pour z > —1, poser

w/2
fla) = [ leostyat (@)= @+ D@+ 1)

Montrer que f est définie et continue sur | — 1, +00.

Etablir des relations entre f(z + 2), f(x) puis entre g(z + 1), g(z).
Montrer que f(x 4+ 1) ~ f(x) quand x — +o0.

Etudier les variations de z — g(z)/(x + 1).

Calculer g(n) pour n € N.

S kBN

Montrer que g est constante et donner un équivalent de f(z) en +o0.

+00 e In(24t) dt

Exercice 1060 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1060] Soit f(z) = [, e

1. Déterminer son intervalle de définition 1.

2. Etudier la continuité de f sur I.

3. Donner ses limites aux bornes de 1.

4. Donner un équivalent de f aux bornes de I.
Exercice 1061 [MinEs-PoNnTs PC 2026 # 1061] Soient

*°° sh(a =
F(a):/o Mot gy Gl =3 5y
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1. Montrer que F' est continue sur un domaine D a déterminer.
2. I est-elle de classe C*° sur D?
3. Montrer que G est continue sur son domaine de définition.

4. Montrer que F'(a) = aG(a) pour a € D.
Exercice 1062 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1062] 1. Montrer que [ = ﬁfoo et dt converge.

2. Pour z > 0, poser
1 g—a?(141%) z
F(x) :/ ——dt, G(z) :/ e " dt.
o L+t2 0

Montrer que (F' + G)/2 est constante, déterminer lim,_, », F'(x), puis en déduire /.

Exercice 1063 [Mines-PonTs PC 2026 # 1063] Soit f(x) = 0+°o 1432 e~ Ttdt.

1. Déterminer le domaine de définition.
2. Montrer que f est de classe C*°.
3. Donner ses limites aux deux bornes.

4. Donner un équivalent aux deux bornes.

Exercice 1064 [Mines-PonTs PC 2026 # 1064] Pour n € N et 2 € R, poser I,(z) = fol(l — t2)" cos(tx)dt.
1. Montrer que I,, est de classe C* et exprimer I/, en fonction de I,, 1.

2. Déterminer une relation de récurrence entre I,,11(0) et I,,(0).
3. En déduire la valeur de >, _(—1)*/((2k + 1)(n — k)!).

Exercice 1065 [Mings-PonTs PC 2026 # 1065] Soit f(x) = f0+°° %‘lgﬂ;)dt.

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

2. Montrer que f'(x) = 35Ty Pour 2 > 0 et en déduire f(z).

3. Etudier la convergence et calculer f0+oo (arctan(z)/z)%d.

Exercice 1066 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1066] Soit F espace des fonctions continues et bornées de R dans R. Pour f € F, poser

oo arctan(tx) f(t)
R e
et N(f) = supyeg | F (1)
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Montrer que ®(f) est de classe C'.
3. Pour fo(z) =1 et g = D(fy), calculer ¢’ et g(1).
Exercice 1067 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1067] Soient a,b > 0 et

+00 e—at —bt
F(z) = / — cos(zt)dt.
0

1. Montrer que F’ est bien définie.
2. Montrer qu’il existe C' € R tel que

1 a? + 2?2
F(m):C—|—2ln(b2+z2>.

3. Poser ¢(t) = (e~ — e~%')/t. Montrer que v se prolonge en une fonction C! sur R, et que 7’ est intégrable. Calculer C.
Exercice 1068 [Mings-PonTs PC 2026 # 1068] Soit f(z) = [;F>° 2l gy,

et—1
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f(z) = %% PR
3. Déterminer la limite de f(z) quand z — +o0.

4. La série de fonctions Y x/(x? 4+ n?) converge-t-elle uniformément ?

Exercice 1069 [Mings-PonTs PC 2026 # 1069] Soit f(z) = [ <12th) gy
1. Déterminer son domaine D.
2. Montrer que f est continue sur D.
3. Déterminer ses limites aux bornes de D.

4. Donner des équivalents simples aux bornes de D.

2
Exercice 1070 [MiNgs-PonTs PC 2026 # 1070] Soit F(x) = [, 50E5 ) dr

1. Déterminer son domaine de définition.

2. Montrer que
1 (% Int

F(z) = 5/0 t_—ldt.
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Exercice 1071 [Mings-PonTs PC 2026 # 1071] Soit F'(z) = f0+oo e~ cos(xt)dt.
1. Déterminer son domaine de définition.
2. Montrer que F' est de classe C'* sur son domaine.
3. Montrer que F' est développable en série entiére en 0 et préciser son développement.

Exercice 1072 [Mines-PonTs PC 2026 # 1072] Pour x € R, poser G(z) = 0+°° — =t/ gy,
1. Montrer que G est définie et continue sur R.
2. Montrer que G est de classe C'! sur ]0, +o0|.
3. Déterminer G.
Exercice 1073 [Mines-PonTs PC 2026 # 1073] Pour « € R, lorsque cela a un sens, poser I, fl | sin(t)/t*|dt.
1. Déterminer 'ensemble D des o pour lesquels I, converge.
2. Montrer que F': a — [, est continue sur D.
3. Déterminer la limite et un équivalent de F'(«) au bord inférieur de D.

Exercice 1074 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1074] On sait que fjoos e tdt = /. Soit ¢ : R — R continue et bornée et, pour n > 1,

400
n —n(z—y)>
x) = \/;/ e(y)e ") dy.

1. Montrer que 1),, est bien définie et de classe C.
2. Montrer que (1,,) converge simplement sur R.
Exercice 1075 [MINES-PONTS PC 2026 # 1075] Soit f € C"*1(R,R) telle que f(0) = 0. Pour = # 0, poser g(z) = f(x)/x.
1. Montrer que g(x fo (xt)dt.
2. Pour0 < k <mn, determmer lim,_,o+ ¢g'*)(z) et montrer que g est de classe C™.
Exercice 1076 [Mines-PonTs PC 2026 # 1076] Soienta < b, ¢ < d et f : [a,b] X [¢,d] — R continue.
1. Justifier existence de g(t) f f f(x,y)dy)dz et montrer que g est C*.

2. Justifier I'existence des intégrales et montrer

[ ([ )= [ [ staac)

Exercice 1077 [Mines-PonTs PC 2026 # 1077] Pour 2 > 0, poser f(z) = fol In(t) In(1—1¢*)dt. Montrer que f est définie et 'exprimer
comme somme d’une série.

Exercice 1078 [Mines-PonTs PC 2026 # 1078] Soit F(z) = 01 t;+t dt pour x €]0, 1[. Montrer que F(z) = 3,20 (;Pz

Exercice 1079 [Mines-PonTs PC 2026 # 1079] Soit f : R — R continue et intégrable. Montrer que ' — y = f () admet une unique
solution bornée.

Exercice 1080 [MiNes-PoNTs PC 2026 # 1080] On considére 2zy/(z) + y(z) = .

x

1. Résoudre I’équation sur les intervalles pertinents.
2. Montrer que sur | — 0o, 1] elle posséde une unique solution de classe C°.
Exercice 1081 [Mines-PonTs PC 2026 # 1081] Soit S(z) = 3.7 %
1. Déterminer le rayon R et montrer que S vérifie x(z — 4)y’ + (v + 2)y =2sur| — R, RJ.
2. En déduire une expression de S(x) pour z €]0, 4[, puis calculer Z 1/( "),
Exercice 1082 [Mines-PonTs PC 2026 # 1082] On considére (1 — )y’ — zy = 0, avec y(0) = 1.
1. Déterminer la solution sur | — oo, 1].
2. Montrer que y est développable en série entiére et donner une récurrence pour ses coefficients.
3. Pour n € N, soit D,, le nombre de permutations de {1, ...,n} sans point fixe. Montrer que D,, 11 = n(D,, + Dy,_1).
4. ATlaide des deux premiéres questions, donner une expression de D,,.

Exercice 1083 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1083] On considére 4z " (x) + 2f'(x) + f(x) = 0. Déterminer les solutions développables
en série entiére en 0. Avec le changement de variable ¢ = /x, déterminer toutes les solutions sur R et R*.

Exercice 1084 [MinEs-PoNTs PC 2026 # 1084] On consideére 2y +ty' — (t2 +t + 1)y = 0.

1. Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0.

2. Trouver des solutions de la forme ¢ > t"e®?

3. Donner toutes les solutions.
Exercice 1085 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1085] Déterminer les fonctions f : R? — R de classe C! telles que = — 2y af = 0.On
pourra poser (u,v) = (z, ye* /2).
Exercice 1086 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1086] Soit f : R* — R de classe C? telle que Af = fy, + fyy = 0. Pour (r,0) € R?, poser
g(r,0) = f(rcosf,rsinb).
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1. Montrer que g est de classe C? et établir 'équation polaire vérifiée par g sur R* x R.

27

2. Montrer que F'(r) = [ g(r,0)df est constante.

Exercice 1087 [Mines-PoNTs PC 2026 # 1087] Soit f : (z,y) € (R%)? — ﬁ + z + y. Déterminer ses extrema.
Exercice 1088 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1088] Soit A = {(z,y) €R?>: 2 > 0,y > 0,7 +y < 1} et f(z,y) = 322 + 2y* + 4oy —
2z 4 3y. Déterminer sup f et inf f.
Exercice 1089 [MinEes-PonTs PC 2026 # 1089] Soit U = {(z,y) €] — n/2,7/2[* # < 0, y — x > 7/2} et f(z,y) = tan(y) —
tan(z) 4 tan(z — y).

1. Montrer que f admet un minimum sur U et le déterminer.

2. Pour un cercle C du plan affine euclidien, déterminer les triangles pleins contenant C' d’aire minimale.
Exercice 1090 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1090] Soit T = {(z,y) : © > 0,y > 0,z+y < 1} et f(z,y) = 322 +2y* + 4oy — 4z —3y+1.
Déterminer les extrema de f.
Exercice 1091 [Mines-PonTs PC 2026 # 1091] Soient

A=

=)
N O =

1
2|, fX) =0+ XTAX)e IXIF X e RS,
3

Déterminer les extrema globaux de f sur R3.
Exercice 1092 [Mines-PonTs PC 2026 # 1092] Soit f : R™ — R de classe C? telle que Sp(H(x)) C [1,+o00] pour tout z.
1. Pour x € R", poser ¢(t) = f(tz). Montrer que ¢ est C? et expliciter ¢, ¢”.
2. Pour z, h € R™, comparer hT Hy(x)h et ||h|>.
3. Poser ¢(t) = f(tx) — (Vf(0),tz) — t?||z||* /2. Montrer que 9 est convexe.
4. Montrer que f admet un minimum global.

3) Probabilités

Exercice 1093 [Mines-PonTs PC 2026 # 1093] On considére N personnes se présentant a un examen qu’elles peuvent repasser.
Chaque tentative réussit avec probabilité p €]0, 1], et chacun s’arréte au premier succés. Soit X}, le nombre de tentatives de la personne
k, X le nombre total de candidatures et Y le nombre de sessions. Les X}, sont indépendantes. Déterminer les lois, espérances et
variances de X, X etY.

Exercice 1094 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1094] Deux groupes D1, Dy ont chacun n équipes. On forme aléatoirement des matchs par
paires parmi les 2n équipes. Soit A,, 'événement que chaque match oppose une équipe de chaque groupe.

1. Calculer P(A4,,) et donner un équivalent quand n — +o0.

2. Soit X, le nombre de matchs intergroupes. Calculer E(X,).

3. Pour n pair, calculer P(X,, = 0) et déterminer la loi de X,.

Exercice 1095 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1095] On répartit au hasard n boules dans n boites, chaque boule choisissant uniformément
une boite. Soit X, le nombre de boites vides.

1. Calculer E(X,,) et V(X,,).
2. Déterminer les limites de E(X,,/n) et V(X,,/n).
3. Pour € > 0, montrer que P(|X,,/n —e™1| > ¢) — 0.

Exercice 1096 [Mines-PonTs PC 2026 # 1096] Soient r > 2 et (X,,) i.i.d. uniformes sur {1,...,7}. Soit A,, I'événement que, parmi
Xi,..., Xny, chaque valeur k € {1,...,7} apparaisse exactement n fois. Calculer P(A,), puis P(,,>; U,>, 4p)-

Exercice 1097 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1097] On lance une piéce jusqu’a obtenir deux piles. Soit X le nombre de faces.
1. Déterminer la loi de X.
2. X est-elle d’espérance finie ? La calculer si oui.
On tire ensuite une boule parmi X + 1 boules numérotées de 0 a X et on note Y son numéro.
1. Déterminer laloide Y.
2. Y est-elle d’espérance finie ? La calculer si oui.

Exercice 1098 [Mines-PonTs PC 2026 # 1098] Soit N ~ G(p). On réalise N lancers d’une piéce équilibrée et note X le nombre de
faces.

1. Montrer que X est une variable aléatoire discrete.

2. Déterminer la loi de X sachant N = n.

3. Pour k € N, donner le rayon et la somme de ZnZk (Z)x”

4. Déterminer la loi de X.
Exercice 1099 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1099] Soientr € Net Z,..., Z, indépendantes telles que Z; = let Z; ~ G((r —i+1)/r)
pour 2 < ¢ < r.Poser C. = Z1 + - - - + Z,. Déterminer son espérance et sa variance.
Exercice 1100 [Mings-PonTs PC 2026 # 1100] Pour s > 1, poser ((s) = Z:ﬁ n~° et définir une probabilité sur (N*, P(N*)) par

P({n}) = 1/(C(s)n*).
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1. Pour k > 1, poser M}, = kN*. Montrer que P(M}) = k—*.

2. Montrer que les événements M, , ..., M), sont indépendants si p; sont des nombres premiers distincts.

3. Montrer que P((; M,) = [[;(1 —p; ®).
Exercice 1101 [Mines-PonTs PC 2026 # 1101] Soient X,Y indépendantes de loi géométrique G(p), p €]0, 1]. Déterminer la loi de
X+Y.

Exercice 1102 [Mines-PonTs PC 2026 # 1102] Soit £ un ensemble de cardinal n. Soient X,Y indépendantes et uniformes sur
I'ensemble des parties de F. Déterminer laloide Z = | X NY.

Exercice 1103 [Mines-PonTs PC 2026 # 1103] Soit Z uniforme sur I’ensemble U,, des racines n-iémes de I'unité. Poser X = Re(Z)
et Y = Im(Z). Calculer Cov(X,Y). X, Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 1104 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1104] Soient X1, ..., X, iid. deloi B(p), Z = (X1,..., X,) et M = ZZ7T.
1. Déterminer les lois de rg(M) et Tr(M).
2. Déterminer la probabilité que M soit une projection.

Exercice 1105 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1105] Soient (¢j)>1 ii.d. uniformes sur {—1,1}. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que, pour

tout e > 0,
1 & k
P(|=) sin(-= —0
( n;sm (n —l—sk)

Exercice 1106 [Mines-PonTs PC 2026 # 1106] Soit f(t) = v/1 — ¢2 sur [0, 1] et (&,,) 1.i.d. uniformes sur {—1, 1}. Poser

28) — 0.

1
L=~
n

n n
ST Fk/n), Xa= ST /)1 ),
k=1 k=1

1. Montrer que (I,,) converge et calculer sa limite £.

2. Pour € > 0, déterminer la limite de P(| X, — ¢| > ¢).
Exercice 1107 [Mines-PonTs PC 2026 # 1107] Soit n > 2. On tire sans remise les boules numérotées de 1 a n et X, est le résultat
du k-iéme tirage. Soit T}, U'indicatrice de Xy, > max(Xy,..., Xx_1) et S, = Z’:l Ty

1. Calculer P(S,, = 1) et P(S,, = n).

2. Donner la loi de T}, et Pespérance de S,,.
Exercice 1108 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1108] 1. Calculer I, ; = fol tP(1 — t)9dt pour p,q € N.

2. On choisit uniformément une urne U; parmi p urnes, I'urne U; contenant 7 boules blanches et p — i noires. On tire avec remise
2n boules et A, ;, est 'événement d’obtenir n blanches et n noires. Ecrire P(A4,, ,) comme somme, puis calculer ses limites
quand n — +o00 et quand p — +o0.

Exercice 1109 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1109] Soit (X,Y) a valeurs dans N? avec X < Y, P(X = n) > 0 et la loi conditionnelle
de Y sachant X = n uniforme sur {0,...,n}.

1. Exprimer la loi de Y en fonction de celle de X et montrer que Y et X — Y suivent la méme loi.

2. SiY + 1 suit une loi géométrique de parameétre p, déterminer la loi de X et montrer que Y et X — Y sont indépendantes.

3. Réciproquement, montrer que leur indépendance entraine que Y + 1 est géométrique.

Exercice 1110 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1110] Pour k = 1,...,n, 'urne k contient une boule noire et k£ boules blanches. On tire une
boule de chaque urne indépendamment. Soit X,, le nombre de boules noires tirées et A; I’événement que le tirage de I'urne k donne
une boule noire.

1. Montrer que X,, = >;_; 14, et calculer E(X,,).

2. Calculer V(X,,) et montrer V(X,,) < E(X,,).

3. Pour € > 0, montrer que P(|X,, — E(X,)| > cE(X,)) < 1/(?E(X,)).

4. Montrer In(n + 2) — 1 < E(X,,) <In(n + 1).

5. En déduire que X,,/E(X,,) — 1 en probabilité.
Exercice 1111 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1111] Une puce se déplace sur {0, ...,n — 1}, modulo n, depuis k vers k + 1 ou k — 1 avec
probabilité 1/2. On note X}, sa position a 'instant k et Uy, = (P(X;, = 0),...,P(X; =n —1))T.

1. Donner A € M, (R) telle que Uy 1 = AUy.

2. A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses sous-espaces propres.

3. Pour chaque i, déterminer limy_, o, P(Xj = 7).
Exercice 1112 [MinEes-PoNTs PC 2026 # 1112] Soient (X})i>1 iid. de loi B(1/2), S, = > _p_; Xk et u,, = Y1, (}) In(k). Poser
f(0) =0et f(x) = Inz pour z €0, 1].

1. Montrer que P(S,,/n <1/4) = O(1/n).

2. Exprimer E(f(S,,/n)) en fonction de u,,.

3. Montrer que |f(S,/n) — f(1/2)] <Ilnn +In2.

4. Montrer que f est lipschitzienne sur [1/4,1].

5. En déduire un équivalent de w,,.

98



Exercice 1113 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1113] Soit T" a valeurs dans N, avec P(7" > n) > 0 pour toutn € N, ett,, = P(T = n |
T >n).

1. Exprimer P(T' > n + 1| T > n) alaide des t.

2. Exprimer P(T > n) et P(T = n) a l'aide des ty.

3. Montrer que t,, € [0, 1] et que > t,, diverge.

4. Réciproquement, pour (t,,) € [0, 1[N telle que Y ¢, diverge, construire 7 telle que P(T =n | T > n) = t,,.
Exercice 1114 [Mines-PonTs PC 2026 # 1114] On dit que X est presque slirement bornée s’il existe ¢ > O avec P(|X| <¢) =1; X
admet un moment d’ordre k si E(|X|¥) < +oo0.

1. Existe-t-il des variables ayant des moments a tout ordre sans étre presque stirement bornées ?

2. Soient X, Y ayant des moments & tout ordre, Y presque siirement bornée et E(X*) = E(Y*) pour tout & € N. Montrer que X

est presque sirement bornée et que X, Y ont méme loi.

Exercice 1115 [Mines-PonTs PC 2026 # 1115] Soit (pn)nen CJO, 1] telle que Y p,, converge. Soient (X,,) indépendantes avec
X, ~ B(pn).Poser S, = > 1_ X et S =1lim S,,.

1. Exprimer (S > m) en fonction des événements (S,, > m) et en déduire que S est une variable aléatoire.

2. Montrer que S est finie presque srement.

3. Montrer que S est d’espérance finie et la calculer.

4. Donner la loi de S.
Exercice 1116 [Mings-PonTs PC 2026 # 1116] Soient X,Y réelles et (X,,), (Y,,) définies sur le méme espace probabilisé, avec
X, — X etY,, = Y en probabilité.

1. Si |z + y| > e, montrer que || > /2 ou |y| > ¢/2.

2. Montrer que X,, +Y,, = X + Y en probabilité.

3. Pour (U,,) ii.d. de Bernoulli(p), poser Vj, = Uy, + Uk1. Montrer que n= ' >""" |, V; — 2p en probabilité.

4. Montrer que P(| X| > M) — 0 quand M — +oc.

5. Montrer que X,,Y;, — XY en probabilité.
Exercice 1117 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1117] Soit (X,,)n>1 ii.d. de loi B(p), p €]0, 1[. Poser P, = Hle Xi, Ry, = > _ Pyet
R = Ek21 By,
Donner loi, espérance et variance de P.
Montrer que R est discréte et donner sa loi.
Montrer que R,,, R sont d’espérance finie et que E(|R,, — R|) — 0.
Montrer que (R,, — R) est un événement.
Montrer que P(R,, — R) = 1.

RN e

Exercice 1118 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1118] Soient X, Y indépendantes et A = (é( 3)

1. Pourn > 2, avec X ~ B(n,1/4) et Y ~ B(n,3/4), calculer les probabilités que A soit inversible, diagonalisable.
2. Méme question avec X ~ G(p1), Y ~ G(p2), p1,p2 €]0,1].
Exercice 1119 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1119] Soient p €]0, 1[ et (ex)ken Lid. de loi B( ). Soit 7'( ) le reste modulo 3 et X,,; =

(X, + 2 —e,), avec Xg € {0,1,2}. Poser V,, = (an, b, cn)’ = (P(X,, =0),P(X,, =1),P(X,, = 2)).
1. Justifier a,, + b, + ¢, = 1.
0 p 1—p
2.PourQ=|1-p 0 P ,montrer V,, 11 = QV,,.

P 1-p 0

3. Montrer que @ est diagonalisable. La suite (V;,) converge-t-elle ?

Exercice 1120 [Mines-PoNTs PC 2026 # 1120] Soient (Xj),>1 ii.d. et M,, = max(X7,...,X,).

1. Si X est uniforme sur {1,..., N}, calculer P(M,, < N) et montrer E(|M,, — N|P) — 0 pour tout p > 1.

2. Si X prend ses valeurs dans 0 < z1 < --- < zy et P(X; = zx) > 0, montrer E(|M,, — zx|P) — 0 pour tout p > 1.
Exercice 1121 [Mines-PonTs PC 2026 # 1121] Soient X7, ..., X,, iid. uniformes sur {1,..., N}. Poser S,, = > Xi, m = E(X;),
Vo = (Sp — nm)/(v/no(X1)) et My (t) = E(e!V»). Montrer M, (t) — ¢*’/2 pour tout ¢ € R.

Exercice 1122 [MiNEs-PoNTs PC 2026 # 1122] Soient (X;);>1 iid. uniformes sur {—1,1}. Poser Sy = 0, S, = Sp—1 + X, et
A, =Syl

1. Déterminer la loi de (S, + n)/2, puis E(S,,) et V(S,,).

2. Déterminer A, ().

3. Montrer E(4,,+1) = E(A,,) + P(S,, = 0). Indication : |z + y| = |z| + sgn(z)y pourz € Z, y € {—1,1}.

Exercice 1123 [MINEs-PoNTs PC 2026 # 1123] Soient (ey,),>2 ii.d. uniformes sur {—1,1}. Poser X,, = 2222 kl_“‘_—fk et I,, =
ST, .

1. Montrer qu’il existe M > 0 tel que | X,, — I,| < M.
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2. Donner un équivalent simple de I,,.
3. Montrer que, pour tout ¢ > 0, P(|2X,,/In*n — 1| > ¢) — 0.
Exercice 1124 [Mines-PonTs PC 2026 # 1124] Pourn > 1, soient X,,, Y,, indépendantes uniformessur {1, ..., n} et Z, = | X,,—Y,|.
1. Calculer E(Z,) et V(Z,,).
2. Déterminer le comportement asymptotique de ces suites.

Exercice 1125 [MiNEs-PonTs PC 2026 # 1125] Pour X réelle a image finie, poser Ly (t) = E(e!X). Montrer que Lx caractérise la
loi de X.

Exercice 1126 [Mines-PonTs PC 2026 # 1126] Soient (X,,)nen 1.1.d. de loi B(2/3). Pour k > 1, poser Ay, = (Xok—1Xok = 0) et
T = min{k Z 1: Xk—l = Xk = 0}

1. Montrer P((,~; Ax) = 1 et en déduire P(T" € N*) = 1.

2. Donner une récurrence d’ordre 2 sur P(T =n).

3. Déterminer E(T'), éventuellement a I’aide d’une fonction génératrice.

Exercice 1127 [Mines-PonTs PC 2026 # 1127] On lance indéfiniment une piéce donnant pile avec probabilité p €]0, 1[. Soit X le
rang du premier pile. Sachant que le premier pile est au k-iéme lancer, choisir Z uniformément entre 1 et .

1. Donner la loi de X.
2. Poser Y = 1/(X(X + 1)). Montrer que Y est d’espérance finie et la calculer.
3. Donner la loi de Z.
4. Calculer E(Z).
Exercice 1128 [MinEs-PonTs PC 2026 # 1128] 1. Soit @ > 0. Montrer qu’il existe une variable X a valeurs dans N telle que
Gx(t) = (2 —t)~* pour tout ¢t € [—1,1].
2. Donner un équivalent de P(X = n).

Exercice 1129 [Mines-PonTs PC 2026 # 1129] Poser g(t) = ﬁ;t

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X telle que g = Gx sur [—1, 1].

2. La variance de X est-elle définie ?
Exercice 1130 [MINEs-PonTs PC 2026 # 1130] Soient (X, ),,>1 iid. a valeurs dans N et Y & valeurs dans N*, indépendant des X,.
Poser W = 23;1 Xi.

1. Relation entre les fonctions génératrices de X; et X7 + --- + X,.

2. Pour s > 0, calculer E(s"'1y_,,) et en déduire Gy = Gy o Gx,.

3. Calculer E(WW) en fonction de E(X;), E(Y).

4. Si X1,Y admettent des variances, calculer V(W).

5. Si X; ~ B(p), donner la loi de W pour Y ~ G(gq), puis pour Y ~ P(A).
Exercice 1131 [Mings-PonTs PC 2026 # 1131] Soient N > 2,b € {0,..., N}. Une urne contient initialement b boules bleues et
N — b rouges. A chaque tour, tirer une boule et la remplacer par une boule de I’autre couleur. Soit X, le nombre de boules bleues
apres n tours.

1. Exprimer P(X,,+1 = i) en fonction de la loi de X,.

2. Calculer E(X,) et sa limite.

3. Pour G,,(s) = E(s%"), trouver une relation entre G, 1, G,, G/,.
4. En déduire une récurrence sur V(X,,).

X) Centrale MP-MPI 2026
1) Algebre
Exercice 1132 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1132] Soient a = 21/3 et L = Qlal.
1. Définir un polynome irréductible dans K [X] et énoncer Bézout. Montrer que X? — 2 est irréductible sur Q.
2. Montrer que L est un Q-espace vectoriel et un corps. En donner la dimension et une base.

3. Poser B = 1+ a+ a®. Montrer que f : > Bz est un automorphisme de L. Donner ses polynémes caractéristique et minimal.

Exercice 1133 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1133] 1. Montrer que tout idéal non nul de K [X], pour K C C un sous-corps, posséde
un unique générateur unitaire.

2. Pour un nombre algébrique «, montrer qu’il existe un unique polyndme minimal unitaire ., € Q[X] tel que P(a) =0 <—
te | P pour tout P € Q[X].

3. Quels rationnels sont algébriques ? Donner leur polynéme minimal.

4. /2 est-il algébrique ? Donner son polynéme minimal.

5. Soient «, 3 algébriques de degrés m,n. Ordonner les (aiﬂj)o§i<m70§j<n en un vecteur V' et montrer qu’il existe A, B €
M0 (Q) tels que AV = oV, BV = V. En déduire que o — /3 et o sont algébriques.

Exercice 1134 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1134] 1. Soient G un groupe et * € G d’ordre fini. Rappeler o(z) et montrer ¥ =
lg <= o(x) | kpourk € Z.
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2. Sin > 3 et a impair, montrer a2" = 1 (mod 2™). Le groupe (Z/2"Z)* est-il cyclique ?

3. En admettant que (Z/pZ)* est cyclique pour p impair premier, montrer que (Z/p"Z)* est cyclique pour n > 2.
Exercice 1135 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1135] Soit P € R[X] scindé a racines simples, de degré n > 2.

1. Enoncer et démontrer Rolle dans R.

2. Montrer que P’ est scindé a racines simples.

3. Montrer que P n’a pas deux coefficients successifs nuls.

4. Montrer qu’aucun coefficient nul de P n’est encadré par deux coefficients de méme signe.

Exercice 1136 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1136] Déterminer les racines de X2 + X — 6 dans R, de X2 4+ X + 1 dans Z/7Z, puis
dans Z/21Z.

Exercice 1137 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1137] 1. Si A € M,,(C) est non inversible, montrer qu’il existe B # 0 telle que AB =
BA =0.
2. Montrer que A € M,,(C) n’est pas inversible ssi il existe B # 0 telle que (4 + B)* = A* + B* pour tout entier k # 0.
Exercice 1138 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1138] 1. Enoncer et démontrer le petit théoréme de Fermat.
2. Soit ) ensemble des premiers p tels qu’il existe A € Ms(Z), A # I, vérifiant 22:1 AF = pI,. Montrer {2,3} C Q.
3. Sip € 2\ {2,3}, montrer que det(A) =0oul (mod p).
4. Déterminer (2.

Exercice 1139 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1139] On note T, (C), T, (C) les matrices triangulaires supérieures, inférieures inver-

sibles. Les mineurs principaux de A sont les déterminants des sous-matrices extraites sur les k premiéres lignes et colonnes. Poser
(P1): A= LU avec L € T,; (C),U € T,}(C); (P2) : tous les mineurs principaux sont non nuls.

1. Rappeler la caractérisation du rang par les matrices carrées extraites.

2. Montrer que toute matrice vérifiant (P1) ou (P2) est inversible.

3. Montrer que 'ensemble des matrices vérifiant (P2) est ouvert dans M, (C).

4. Montrer que (P1) et (P2) sont équivalentes.
Exercice 1140 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1140] Soit V' complexe de dimension n > 2 et A C L(V') un sous-espace stable par
composition, transitif : V' = {a(z) : a € A} pour tout = # 0.
Enoncer et démontrer le théoréme du rang.
Montrer dim A > 2.
Pourb € A\ {0}, poser W =b(V) et B={(bou)|w : u € A}. Montrer que B est stable par composition et transitif sur .
Montrer que A contient un élément non nul non inversible.

ik W=

Montrer que A contient un élément de rang 1.
6. Montrer A = L(V).
Exercice 1141 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1141] Soit E réel de dimension finie n > 2, ¢ € L(E,R) non nulle, a # 0, f(z) =
z + ¢(x)a.
1. Montrer que f est un endomorphisme.
2. Déterminer ses éléments propres.
Exercice 1142 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1142] Soit f € £(C™) tel que f? soit diagonalisable avec p valeurs propres distinctes.
1. Sidet(f?) # 0, trouver un polynéme annulateur de f et montrer que f est diagonalisable.
2. Sidet(f?) = 0 et Ker(f?) = Ker f, montrer que f est diagonalisable.
Exercice 1143 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1143] Pour M € M, (C), poser p(M) = maxc(ar) |A|-
1. Montrer que p(M) est bien défini.
2. Soit A € GL,(R) et X1 = 2Xj,— X}, AX}.. Pour une norme sous-multiplicative, montrer || Xj41— A~ < || Al||| Xk —A712
3. Montrer que si X — A~1, alors p(AXo — I,,) < 1.

Exercice 1144 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1144] 1. Montrer qu’une matrice est diagonalisable ssi elle admet un polynéme annu-
lateur scindé a racines simples.

. (A C
SmtD—(O B)'

1. Si D est diagonalisable, montrer que A, B le sont.
P,

2. Montrer qu’il existe P = ( 0

MB— AM.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A, B, C' pour que D soit diagonalisable.
Exercice 1145 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1145] Soit N € M,,(K) nilpotente.
1. Quedire de (N) et xn?
2. Si P(0) = 0, montrer P(N) nilpotente.
3. Si P(0) # 0, montrer P(N) inversible.

];2) inversible tel que P~!DP soit diagonale. En déduire qu’il existe M telle que C' =
3
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4. Si P(0) = 0 et P'(0) # 0, montrer que pour tout k > 2, il existe Uy, Vi € K¥2[X] vérifiant Uz (0) = V4(0) = 0 et
Xk | U, oP(X)— X, X" | PoVj(X)— X.En déduire qu’il existe une unique matrice nilpotente A telle que P(A) = N.
5. Pour P, = (1 + X/k)¥ — 1, soit N}, I'unique matrice nilpotente telle que Py (Ny) = N. La suite (N} ) converge-t-elle ?
Exercice 1146 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1146] 1. Rappeler le lemme de décomposition des noyaux et en déduire C"* = €, e(M) Ker(}
AL, ™) en précisant m(\).
2. Si M € M3(R) est diagonalisable, montrer qu’il existe B € Mj5(R) tel que M = B3.
3. Faire de méme si M posséde une valeur propre non réelle.
4. Décrire les matrices réelles 3 x 3 qui sont des cubes de matrices réelles.
Exercice 1147 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1147] Soit E de dimensionn, f € £(E). On dit que f est un p-cycle pour a si (f*(a))o<i<p
est génératrice.
1. Montrer que les valeurs propres de f sont les racines de 7.
2. Si f est un p-cycle, montrer p > netrg(f) >n — 1.
3. Montrer 7y = x7.
4. Montrer que f est cyclique ssi 7y = x.
Exercice 1148 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1148] Soient E complexe de dimension n et u € L(E).
1. Montrer que les racines de 7, sont ses valeurs propres.
2. Si f est circulaire d’ordre p, montrer p > n, rg(f) = net x5 = 7.
3. Pour f € GL(E), montrer que f est circulaire ssi x s divise X? — 1 pour un certain p > 1.

Exercice 1149 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1149] Montrer que le produit de deux fonctions de carré intégrable sur R est intégrable
et que ces fonctions forment un sous-espace vectoriel de 1’espace des fonctions intégrables. On munit £ du produit scalaire (P, Q) =

Jr P(2)Q(x)e~"" dx. Poser o(x) = e~ /2 et L(1)) = —1)' + x4 pour ¢ € C*°(R,R).
1. Montrer que L est un endomorphisme de C*°(R, R).
2. Pour tout n, montrer qu’il existe un unique polyndéme P, de degré n tel que L"™(vpg) = P,to, puis un réel A\, tel que
—(L"(¥0))" + 2*L™(%0) = An L™ (o).
3. Montrer que (P,) est orthogonale.
Exercice 1150 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1150] Pour u = (uy)n>0, poser D(u) = (Unt1 — Up)n>o et F ={u € RN : 3" u2 <
+00}. Pour w, v € F, poser (u,v) =Y - UnUp. -
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel et que (-, -) est un produit scalaire.
2. D est-elle injective ? surjective ? Déterminer ses valeurs propres et espaces propres.
3. Déterminer {(D(u),u)/{u,u) : w € F\ {0}}.
Exercice 1151 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1151] 1. Définir la somme directe et démontrer la caractérisation pour deux sous-
espaces.
Soient E de dimension m, B : E x E — R bilinéaire symétrique et une base (e;) telle que B(e;,e;) = 1. Poser b;; = B(e;, e;),
o;(v) =v—2B(v,e;)e;,e1 = ey ete; =010 00;_1(e;).

1. Montrer que (£1,...,&m) est une base.
2. En déduire la matrice de 7 = ¢y o - - - 0 0y, dans la base (e;) (indication : utiliser la matrice C' définie par ¢;; = 2b;; sii < 4,0
sinon).
Exercice 1152 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1152] 1. Rappeler la déﬁnition d’un produit scalaire euclidien.
Soient a < b, w € C°(Ja,b[,R%) et L*(Ja, b)) = {f € C°(Ja, b], f f(x)?w(z) dr < +oo}, avec (f, g) f [z (x) d.

1. Montrer que c’est un produit scalaire.

2. Montrer que pour tout n, il existe un unique polynéme unitaire p,, de degré n orthogonal & R,,_1[X].
3. Montrer que p,, est scindé a racines simples dans |a, b].
4

. Montrer I'existence et 'unicité d’une formule de quadrature & n + 1 points exacte pour les polyndmes de degré au plus 2n + 1
mais pas pour tous ceux de degré 2n + 2.

Exercice 1153 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1153] Soit F euclidien.
1. Sip est un projecteur, montrer £ = Im(p) @ Ker(p) et donner tr(p).

2. Pour des projecteurs orthogonaux py, . .., pg, poser m = (p1 + - - - + px)/k. Montrer que m est projecteur ssi tous les p; sont
égaux.
3. SiH ={A,...,Ar} C GL,(R) est finie et stable par produit, montrer que tr(A4; + - - - + Aj) est un multiple entier de k.

Exercice 1154 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1154] Soienta € R,n > 1 et A, = (a}n *al/ ")

1. Trouver r,, 0, tels que A,, = r,, R(0,,).
2. Calculer lim,, 4o A7
Exercice 1155 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1155] Soit A € A,,(R) et (M) = tr(M)A — M7 sur M, (R).

1. Montrer que ® est un automorphisme.
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2. Montrer que ® est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et sous-espaces propres.

Exercice 1156 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1156] 1. Si M € A, (R) et n est impair, montrer que 0 est la seule valeur propre réelle
de M.

2. Montrer que X s et n ont méme parité.
3. Déterminer A, (R) N O,,(R) pour n = 2 puis n = 3.
Exercice 1157 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1157] Poser O, (R) = {M € O,(R) : =1 ¢ (M)} et (M) = (I,, — M)(I,, + M)~".
1. Rappeler la réduction des isométries.
2. Déterminer I'adhérence de O, (R).
3. Montrer que ¢ est une bijection de 6n(R) sur A, (R) et déterminer sa réciproque.

Exercice 1158 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1158] 1. Pour F euclidien, montrer I’équivalence entre f isométrie, (f(x), f(y)) =
(z,y) pour tous , y, et 'image d’une base orthonormée par f est une base orthonormée.

2. Si A € S;F(R), montrer tr(QA) < tr(A) pour tout 2 € O, (R).

3. Réciproquement, sous cette inégalité, poser ¢(t) = tr(Aet") avec V € A, (R) et montrer que ¢ a un extremum local en 0.

4. En déduire A € S;F(R).

5. Si G est un sous-groupe compact de GL,,(R) contenant O,,(R), montrer G = O, (R).

Exercice 1159 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1159] 1. Montrer tr(AB) = tr(BA).

2. Soit ¢ : M,,(R) — R invariante par similitude et associée a une forme bilinéaire symétrique 3, avec ¢(M) = (M, M). Vérifier
que tr(M?) et tr(M)? vérifient ces hypothéses et montrer I'unicité de 3.

3. Pour A = A; 4 iAs avec parties réelles Ay, Ao, prolonger g par ¢(A) = q(A1) — q(As) + 2i8(A1, A2). Montrer qu’elle est
associée a une forme bilinéaire symétrique complexe et invariante par similitude.

2) Analyse
Exercice 1160 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1160] 1. Rappeler la définition de la densité et montrer GL,,(R) dense dans M, (R).
2. Soit N : M, (R) — R telle que N(A) > 0, N(AA) < |A\|N(A), N(A+ B) < N(A) + N(B). Montrer que N est lipschitzienne.
3. Déterminer les IV vérifiant ces propriétés et invariantes par similitude.
Exercice 1161 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1161] Soit H I'ensemble des parties X C R telles que toute fonction continue X — R
soit uniformément continue. X est espacée s’il existe § > 0 tel que (z — §,z + ) N X = {z} pour tout z € X.
1. Démontrer Heine.
2. Donner un exemple explicite montrant |0,1] ¢ H.
3. Montrer que toute partie espacée appartient a H.
4. Construire X € H et f : X — R continue telle que f(X) ¢ H.
5. Montrer que tout élément de H est fermé dans R.
Exercice 1162 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1162] Soit (E, || - ||) normé.
1. Rappeler les définitions de segment, ensemble convexe, frontiére, et montrer que conv(A) (intersection des convexes contenant
A) est convexe et contient A.
2. Si K C E est convexe compact et x € K \ 0K, x # 0, poser D = Vect(z). Montrer D N K = [y, z] pour y, z € OK.
3. Si K est compact convexe d’intérieur non vide, montrer K = conv(9K).
Exercice 1163 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1163] 1. Définir la convexité d’une fonction et la caractériser par f’ lorsqu’elle est
dérivable.
2. Pour /? = {z € RN : Y |2, P < 400}, montrer que c’est un espace vectoriel normé pour ||z, = (32, < [2n[?)'/P.
3. Trouver une suite (z) dont le sous-espace engendré est dense dans ¢?, puis une partie dénombrable dense.
Exercice 1164 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1164] Soient E normé, X compact et f : E — E continue. Que peut-on dire de f(X)?
On suppose ensuite f(X) C X et || f(z) — f(y)|| > ||z — y]| sur X.
1. Pour a € X, poser ug = a, Un+1 = f(uy). Montrer qu’une sous-suite converge vers a.
2. Montrer || f(a) — f(b)|| = ||la — b|| pour tous a,b € X, puis que f est bijective.
Exercice 1165 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1165] Pour K = R ou C, munir K" de la norme euclidienne et noter ||M|||x =
SUP| g =1 1Mzl k.
1. Montrer que c’est une norme sur M, (K).

2. Pour z € C", montrer ||z||2 = || Rez||% + || Imz||3, puis que les normes subordonnées réelle et complexe coincident pour

M € M,(R).
3. Si|||[N — I,||r < 1, montrer que les valeurs propres A vérifient |\ — 1| < 1, puis que N est inversible.
4. Montrer >, (I — N)¥ = N~! et la borne correspondante. Montrer ensuite Re(\) > 0, donc det N > 0.

Exercice 1166 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1166] Munir C™ d’une norme et considérer sa norme subordonnée sur M, (C).

1. La définir, montrer que c’est une norme sous-multiplicative.
2. Pour A inversible, A + A inversible, Azg = b et (A + A)z, = b, établir
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,b#0Oet (A4 g)xp = b+ b, établir la borne d’erreur avec A, b. Montrer qu’il peut y avoir égalité pour

Exercice 1167 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1167] 1. Définir un polyndéme simplement scindé, en donner et démontrer une carac-
térisation. Dans la suite P = X3 + aX + b € C[X].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b pour que P soit simplement scindé.
3. Sia,b € R, donner une condition nécessaire et suffisante pour que {(x,y) € R? : 4> = P(z)} soit connexe par arcs.
Exercice 1168 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1168] 1. Enoncer et démontrer I’égalité des accroissements finis.
2. Pour f(x) = sin(x)/x sur R*, montrer que son prolongement en 0 est C° et que toutes ses dérivées sont bornées.
3. Soient T > 0, N > 1, h = T/N, (ex)o<k<n C R yo = 20 et yp+1 = yx + Af(yk), 241 = 2 + hf(2k) + €. Montrer
o — il < €™ 0 el
Exercice 1169 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1169] Montrer I’existence et calculer fol 1n(1$7—2z2) dz.

Exercice 1170 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1170] 1. Définir les convergences simple et uniforme, puis montrer que la limite uni-
forme de fonctions continues sur [0, 1] est continue.

2. Si f, € C([0,1]) converge simplement vers une fonction continue et si (f,(x)), est croissante pour tout z, montrer que la
convergence est uniforme.

3. Poser Py = 0 et P, 1 1(x) = Py(z) + (z — P.(x))?/2. Montrer que (P,) converge uniformément vers 1/ sur [0, 1].

2,2
Exercice 1171 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1171] Pour n > 1, poser u,(z) = % etS =3 o Un.

1. Déterminer le domaine de définition D de S.
2. Montrer que S est continue sur D.
3. Montrer que Y ul, converge sur D.
4. Montrer que S est de classe C* sur D.
Exercice 1172 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1172] Pour n > 1, soit ¢,, nulle hors de [1/(n + 1), 1/n], affine sur chaque moitié de cet
intervalle et de valeur 1/n au milieu. Fixer une bijection f : N — Q.
1. Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.
2. Montrer que uy, (t) = Y, oy @n(t — f(k))27" est continue.
3. Pour m,,(t) = min{k € N: f(k) + 1/(n+1) <t < f(k) + 1/n}, montrer 3 ., 27" <2,
4. Montrer que Y u,, converge uniformément sur R. -
5. Montrer que cette série ne converge pas normalement sur R.
Exercice 1173 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1173] Soit (a,,) telle que a,, > —1 et Y a2 converge. Poser p,, = [[,_, (1 + ax).
1. Rappeler le théoréme de convergence radiale d’Abel.
2. Montrer que (p,,) converge vers une limite strictement positive si et seulement si Y a,, converge.
3. Construire (b,,) avec b, = O(a2) telle que, pour z € [0, 1],

a
(1 + a,z™) — In(1 + ay, (1 —a")| <ba(1—a™).
n(l+ana”) = In(l 4 an) + 377 (1 = 2")) < bu(l —27)

1. Si ) a, converge, montrer [], - (1 + anz™) — [],5,(1 +an) quand z — 17
Exercice 1174 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1174] Pour k € N, poser fi(z) = sin((k!)?z)/kl et W =37, o f.
1. Montrer que W est définie sur R et continue. Poser W,, = >} fx et R, = Z;:CX;H fr; montrer |R,(t)] <2/(n+ 1)L
2. Pour = € R, poser I,, =]z + 7/(n!)2, z + 37/(n!)?[. Montrer que, pour y € I, [W,_1(z) — W,_1(y)| < 47/(nn!).
3. Montrer qu’il existe z,, € I, tel que |fn(x) — fu(xn)| = 1/nl.

4. En déduire que W n’est dérivable en aucun point.

:E2n+l
n>0 2n+1 "
Exercice 1176 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1176] 1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

2. Pour r € N, déterminer le rayon de convergence de ), -, %xk.

Exercice 1175 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1175] Déterminer le rayon de convergence et la somme de >

3. Si av, est le nombre de partitions de {1,...,n} et ap = 1, calculer oy, . . ., ay.
4. Montrer a1 =Y ;1o (7). ‘
5. Calculer le rayon de convergence de ) ;"
6. Calculer le rayon de convergence et la somme de Zizo St
Exercice 1177 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1177] 1. Soient f,g : R — R continues par morceaux avec f = o(g) & +o0. Donner
et démontrer des conditions suffisantes pour que f;oo ft)dt = o(f;roo g(t) dt).
2. Pour H(z) = e’ f;oo e** dt, montrer que H est développable en série entiére sur R et donner son développement.
3. Ftudier les variations, la convexité et les limites de H en 4.
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Exercice 1178 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1178] 1. Montrer qu'une série entiére de rayon R converge normalement sur tout
disque fermé de rayon r < R.

On suppose ensuite a, = O(1/n) et Fi(z) =, -, anz™ = 0 quandz — 17, etonpose g = 1(3 /21, N(z) = [-In2/Inz].

1. Montrer Y, ., ang(z") = ZLV:(”S) a, pour z € [0, 1[.
2. Si P € R[X], P(0) = 0, montrer que Y a,, P(2™) converge et tend vers 0 quand z — 1~.
3. Pour P; < g < Py sur [0, 1], avec P1(0) = P2(0) = 0, établir I'inégalité de comparaison donnée par y_ |a,|(Pa2(z™) — P1(z™))
et vérifier que le majorant est fini.
4. Montrer qu’on peut choisir P, = X + X (1 — X)Q; avec fol (Q2— Q1) <ce
5. En déduire que ) a,, converge.
Exercice 1179 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1179] 1. Enoncer le théoréme du produit de Cauchy pour les séries entiéres.
2. Si A, B partitionnent N, poser A(z) = 3,4 2% B(z) = >, 2". Montrer qu’elles sont définies sur | — 1, 1[ et calculer
A(z) + B(z).
3. Poser 74(n) = card{(p,q) € A% : p+q=mn, p # q}. Montrer > ra(n)z" = A(x)? — A(z?).
4. Sir4(n) = rg(n) pour tout n, montrer A(z) — B(x) = (1 — z)(A(2?) — B(2?)).
5. Poser D = A — B et supposer 0 € A. Montrer D(z) = D(z2" ) N 1(1 — 22 ).
6. En déduire que A est I'ensemble des entiers dont I’écriture binaire comporte un nombre pair de 1.
Exercice 1180 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1180] Soit d,, le nombre de dérangements de {1,...,n}.
1. Montrer |&,,| = nl.
2. Pour D(2) = En>0 dnz"/n!, montrer n! = >, _, ( ) ke
3. Montrer que son rayon de convergence est au moins 1, puis calculer D(t)e!
4. En déduire d, = n! > ;_(—1)"/k!.
Pour Sy, (n) le nombre de surjections de {1,...,n} sur {1,...,p}, poser S(z,y) = >, 5o Sp(n)z"y?/(nlp)).
1. Montrer que, pour y €] — 1, 1], cette série en x a un rayon strictement supérieur a 1/e.
2. Montrer p™ = Y7 _o (¥) Sk(n).
3. Montrer S(z,y) = exp( (e® —1)) pour (z,y) €] —1/e,1/e[x] — 1,1].
4. En déduire Sp(n) = Y1 _o(=1)P~*(P)k".
Exercice 1181 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1181] Soient (a,) € CN, (b,) € (R%)N, avec a, /b, — ¢ € C. Poser f(z) = > an2™,
g(z) =Y b,z™ et noter R, R’ leurs rayons de convergence.
1. Rappeler la définition du rayon de convergence.

2. On suppose R’ = 1 et > b, diverge. Montrer R > R/, donner une condition suffisante sur ¢ pour R = R/, puis montrer
g(x) = +ooet f(x)/g(x) — £lorsque x — 1.

Exercice 1182 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1182] 1. Démontrer l'interversion limite-intégrale dans le cas de convergence uni-
forme.
2. Soit f(z) =, < anz" de rayon infini. Pour 7 > 0, calculer f027r f(ret)e=%* dt. En déduire que si f est bornée sur C, elle est
constante.

3. S’il existe une suite (z;) — 0 avec f(zx) = 0 pour tout k, montrer que f est nulle.

Exercice 1183 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1183] Soit I,, = [, St

dt pourn > 1.

1. Montrer que I,, est bien définie.
2. Donner un équivalent simple quand n — +o0.

Exercice 1184 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1184] 1. Rappeler le développement en série entiére de arctan et son rayon de conver-

gence.

2. Poser [ = [ arc?(t) dt. Exprimer I sous forme de somme.

3. Calculer J =3, -, 4;7_'_)3 et en déduire 1.
Exercice 1185 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1185] Considérer (E) : y” +y = ¢, ou c € C°(R,R) est 27-périodique.

1. Enoncer Cauchy-Lipschitz linéaire et exprimer une solution particuliére sous forme intégrale.
2. Si f € C%*(R,R) vérifie f” + f > 0, montrer f(t) + f(t +m) > 0.

3. Sur les fonctions continues 27-périodiques, utiliser (f, g) = 02 ™ f(t)g(t) dt pour montrer I’équivalence : ¢ € Vect(cos, sin

toute solution est 27-périodique; (E) admet une solution 27-périodique.
Exercice 1186 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1186] 1. Enoncer Cauchy linéaire.
2. Etudier son application a (E) : zy” + ' + y = 0, aprés mise sous forme normalisée, notamment en x = 0.

)t

3. Chercher une solution développable en série entiére et déterminer son rayon de convergence. Préciser son domaine et vérifier
I'équation.
4. Justifier que les solutions sur ]0, +o0o[ forment un espace vectoriel de dimension 2. Cauchy s’applique-t-il en 29 = 0?
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5. Existe-t-il une seconde solution non proportionnelle & f ? On pourra chercher g = f In x+ h avec h en série entiére et comparer
les comportements en 0.

Exercice 1187 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1187] Soit F un espace vectoriel réel de dimension finie.
1. Rappeler la formule d’intégration le long d’un arc.

2. Soit A # @, f : A — A k-lipschitzienne avec k € [0, 1[. Pour z9 = 2, Tp+1 = f(x,), montrer la convergence vers 'unique
point fixe.

3. Soit {2 ouvert contenant 0 et f :  — F de classe C!, avec f(0) = 0, df(0) = id. Montrer qu’il existe @ > 0 tel que, pour
r €]0,a], (f —id)(B,) C B,/ et f — id est 1/2-lipschitzienne sur B,..
4. En déduire B,/ C f(B;).
3) Probabilités
Exercice 1188 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1188] Soientn,p,k € Ntelsque 0 < k < p < nk.

1. Expliciter la fonction génératrice de la loi uniforme sur {1,...,n}.
k—1
2. Montrer ﬁ =2 >0 ("HET 2" pour z €] — 1,1].

3. On lance £ fois un dé équilibré a n faces numérotées de 1 a n. Calculer la probabilité d’obtenir une somme égale a p.

Exercice 1189 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1189] n personnes passent sous un échafaudage ; chacune est touchée par une goutte avec
probabilité p €]0, 1. Soient X et Y les nombres de personnes touchées et non touchées.

1. Donner leurs lois et dire si elles sont indépendantes.

2. Sile nombre N de personnes suit une loi de Poisson de paramétre A > 0, donner les lois de X, Y, puis E(X) et V(X).

3. Montrer que X, Y sont indépendantes.

. Calculer Cov(X, N). X, N sont-elles indépendantes ?

Exercice 1190 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1190] Soit &,, 'ensemble des bijections de {1,...,n} et T 'ensemble des transpositions.

1. Montrer que &,, est engendré par 7.

S

Pour p > 1, choisir uniformément 2p entiers dans {1,...,n}, notés X1,Y1,..., X,,Y,, et poser S = (X;Y1) 0 -+ 0 (X,Y,).
1. Décrire I’espace probabilisé.
2. La variable aléatoire S peut-elle suivre une loi uniforme sur &,, ?
Exercice 1191 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1191] Une plateforme mobile part de 0 sur Z et a chaque étape avance de +1 avec
probabilité p, de —1 avec ¢ = 1 — p. Soit X, sa position a I’étape n.
1. Calculer P(X,, = 0).
2. Déterminer la loi de X,,.
3. Calculer Cov(X,,, Xi) pour k < n.
Exercice 1192 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1192] 1. Enoncer et démontrer la loi faible des grands nombres.

2. Soit A = Z[/2] = {a+bV/2 : (a,b) € Z%}. Montrer que A est un anneau et déterminer ses inversibles, puis montrer que A est
dense dans R.

Exercice 1193 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1193] 1. Rappeler la définition d’une distribution de probabilités sur N.

2. Soit (uy,) réelle avec uy = 1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (u,, — t,41) soit une distribution. Soit
alors X deloi P(X =n) = uy — tpq1.

3. Etudier les liens logiques entre E(X) < 400 et 'existence de p €]0, 1] tel que u,, = O(p™).

Exercice 1194 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1194] 1. Rappeler la loi de Poisson P(\) et donner son espérance et sa variance.

2. Si Xy,..., X, sont indépendantes de loi P(1), donner la loi de leur somme S,,.

3. Pour a < b, poser z, ), = (k —n)/\/netl, = {k € N:z, € [a,b]}. a. Montrer que min [,, = 4,, et max I,, = jj, existent
pour n assez grand et que [a,b] C Ui"':in_l[xmk, T k+1]- b. On admet que les fonctions en escalier construites a partir de
VnP(S, = k) convergent uniformément sur [a, b] vers n(t) = e=**/2 /\/27. En déduire P((S,—n)/v/n € [a,b]) — f: n(t) dt.
c. Démontrer le résultat admis en utilisant Stirling.

Exercice 1195 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1195] Soit X ~ P(A), A > 0.

1. Montrer que X est intégrable et calculer son espérance.

2. Calculer px (t) = E(e*X).

3. Pour k € N, montrer [”_exp(k(e” — 1 —it)) dt = 2rk*e~* /kL.

4. En admettant fR e /2 dy = /27, retrouver Stirling.

Exercice 1196 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1196] 1. Rappeler I'inégalité triangulaire dans C et son cas d’égalité.

2. Si X > 0 est d’espérance nulle, que peut-on dire de X ? Le démontrer.

3. Si X est de variance finie et V(X)) = 0, que peut-on dire ? Le démontrer.

Soit X a valeurs dans Z et & support fini, (X;) iid. de méme loi, S, = >_i" | X;, gn(t) = E(e®5) et f(t) = E(e'X).

1. Montrer que f, g, sont bien définies et continues, et préciser le lien entre elles.

2. Montrer P(S, = k) = o= [ f(t) e dt.
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3. SiP(X = 0),P(X = 1) > 0, montrer |f(¢)] < 1 pourt € [—m, 7]\ {0}, donner un DL & I'ordre 2 de |f(¢)|? en 0 et établir
Pz P(Sn = k) < ¢/ /A
Exercice 1197 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1197] Soit 0, uniforme sur le groupe &,,. Les orbites de 2 sont O(z, o) = {o*(z) : k € Z}.
1. Rappeler la définition d’une partition et montrer que les orbites partitionnent {1, ..., n}.

2. Noter C), le nombre d’orbites, N}, ,, le nombre d’orbites de taille k et L; la taille de Iorbite de 7. Déterminer la loi de L, calculer
E(C,,) et en donner un équivalent.

3. Calculer V(C,,) et son équivalent, montrer C,/Inn — 1 en probabilité, puis montrer Ny, ,, converge en loi vers P(1/k) pour
tout k£ > 1.

Exercice 1198 [CENTRALE MP-MPI 2026 # 1198] Soit A € S;"*(R), de valeurs propres ordonnées A; < --- < ), et une base
orthonormée de vecteurs propres (¢;). Soit X = > x;e; de norme 1.

1. Enoncer et démontrer Cauchy-Schwarz dans un espace préhilbertien.

2. Pour \; > 0, montrer (3" 22)% < (3> \iz2) (Do 22 /).

3. Construire U telle que P(U = \;) = 2.

4. Montrer E(1/U) < (A + Ay — E(U))/ (A1 ).

5. En déduire 1 < (XTAX)(XTAIX) < (A1 + M)/ (4N 0).

XI) Centrale PSI 2026

1) Algebre

Exercice 1199 [CENTRALE PSI 2026 # 1199] Soientn > 2 et E = M, (R).

1. Calculer F; j Ep o.

2. Pour K, L € E, poser ug, (M) = KM — ML. Calculer tr(ug ).

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ux ;, = 0.
Exercice 1200 [CENTRALE PSI 2026 # 1200] 1. Pour My = (m;;) et M, = (my; + ), montrer qu’il existe & € R tel que

det(M,) = ax + det(Mo).

2. Pour A, p . = (ai;) définie par a;; = a, a;; = bsii < jeta;; = csii > j, calculer son déterminant si b # ¢, puis sib = c.
Exerc2ice 1201 [CeNTRALE PSI 2026 # 1201] Soit A € M,,(R) triangulaire supérieure de diagonale (1,2, ..., n). Etudier les solutions
de M* = A.

1. Résoudre pourn =2et A = (é ;)

2. Pour n = 2 et A quelconque satisfaisant les hypothéses, donner le nombre de solutions.
3. Pour n quelconque, donner le nombre de solutions et dire si elles sont toutes triangulaires supérieures.

Exercice 1202 [CENTRALE PSI 2026 # 1202] 1. Dans la base canonique (e1, e2) de R?, soit p le projecteur sur Vect(e) paralléle-
ment a Vect(e; + e2). Donner sa matrice A et déterminer les B telles que AB — BA = B.
2. Pour f € L(E), poser ¢¢(g) = fog—go f.Siv;(g) = g pour un g # 0, montrer ¢¢(g*) = kg* pour k > 1, puis en déduire
qu’une puissance de g est nulle.

Exercice 1203 [CENTRALE PSI 2026 # 1203] Dans la base canonique ¢ de R3, poser g = €9 + €3, 69 = —£1/4+e2/4,e3 = €1 + €2,

1 1 -1
et soit f représenté par [ —1 3 -3
-2 2 -2

1. Montrer que e = (eq, ez, e3) est une base et déterminer la matrice de f dans cette base.
2. f est-il diagonalisable ? Montrer R = Ker(f?) @ Ker(f — 2id) et donner des bases de ces noyaux.
3. Si g> = f, que dire de la matrice de g dans la base e?

Exercice 1204 [CENTRALE PSI 2026 # 1204] Soit S = (?, _g)

1. Montrer que S est semblable a une matrice diagonale et la préciser.

2. Montrer qu’elle est semblable & une matrice de diagonale nulle.

3. Alaide de ®(M) = diag(1,2)M — M diag(1,2), trouver A, B telles que S = AB — BA.
Exercice 1205 [CENTRALE PSI 2026 # 1205] Soit M € M, (R) nilpotente.

1. Montrer M™ = 0.

2. Soient Ay # Ao etn = mq+mg, avecm; > 1. Poser A = diag(A11,,, + N1, Aalp, + Na), ot Ny, N sont nilpotentes. Exprimer
XA avec X n,, XN, et donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

Exercice 1206 [CENTRALE PSI 2026 # 1206] Soit A € GL,,(C).
1. Définir le polyndéme minimal 7 4 et exprimer 741 en fonction de 7 4.

d d .\ , .
2. Pour P = _oarp Xk poser P* = _ o ag—pX"*. Pour n = 2, donner une condition nécessaire et suffisante sur 4, 7% pour
k=0 p k=0 yTTAP
. «oA—1
que A soit semblable a A™".
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3. Pour n > 3 et A diagonalisable, montrer que cette condition n’est plus suffisante, puis donner une condition nécessaire et
suffisante.

Exercice 1207 [CENTRALE PSI 2026 # 1207] Munir R,,[X] du produit scalaire (P, Q) = fol P(t)Q(t) dt.
1. Vérifier que c’est un produit scalaire.
2. Montrer que la distance de X™ a R,,_1[X] est atteinte en un unique P, € R,,_;[X]. Ecrire P, = Z?:_ol a; X7 et f(t) =
V(t+n+1) =Y "0 a;/(t+5+1).
3. Calculer f(k) pourk=0,...,n— 1.
4. Montrer qu’il existe @Q € R, [X] tel que Q(t) = H?:O(t +7+1)f(t) surRy.
5. En déduire la distance cherchée.
Exercice 1208 [CENTRALE PSI 2026 # 1208] Soient E, F euclidiens et f € L(E, F).
1. Pour y € F, montrer qu’il existe un unique (7, z) € (Ker f)* x (Im f)* tel que y = f(z) + 2.
2. Associer a y le x de cette décomposition. Montrer que I’application obtenue est linéaire et déterminer son noyau et son image.
3. Montrer que g o f et f o g sont des projecteurs et les caractériser.
Exercice 1209 [CENTRALE PSI 2026 # 1209] 1. Montrer que (A, B) = tr(AT B) est un produit scalaire sur M3(R).
2. Soit F 'espace des matrices dont la troisiéme ligne est nulle. Calculer d(M, F)).
3. Si A € SO3(R), calculer d(A, F) puis d(SO3(R), F).
Exercice 1210 [CENTRALE PSI 2026 # 1210] 1. Décrire O2(R) et SO2(R) et montrer que tout élément de SO est produit de deux
éléments de O3 \ SOs.
2. Soit E euclidien de dimension 4 et u une isométrie sans vecteur propre. En étudiant M + M7, montrer qu’il existe un plan
stable par u, puis une base orthonormée ot u a une forme bloc-diagonale diag(R;, R2) avec des rotations planes.
Exercice 1211 [CENTRALE PSI 2026 # 1211] Soient E euclidien et p, ¢ des projecteurs orthogonaux.
1. Montrer que p est autoadjoint et 1-lipschitzien.
2. Montrer que x4 est scindé dans R[X] et (p + ¢) C [0, 2].

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que p + ¢ soit un projecteur.
Exercice 1212 [CENTRALE PSI 2026 # 1212] Sur R,,[X], poser (P, Q) = f LELP)Q(t) dt et o(P) = (1-X?)P"+(2X —1)P.

1. Montrer que (-, -) est un produit scalaire.
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme autoadjoint et en déduire une unique base propre (Fy, ..., P,) avec Py unitaire de degré

k.
3. Expliciter les P.
Exercice 1213 [CENTRALE PSI 2026 # 1213] Soient E euclidien, ¢ une base orthonormée et u un endomorphisme dont la matrice M
commute avec M7
1. Montrer que la matrice N de u dans toute autre base orthonormée vérifie NN = NN7T.
2. Montrer que si I est stable par u, alors F'* I’est aussi.
3. Siw est trigonalisable, montrer qu’il est diagonalisable et autoadjoint.
Exercice 1214 [CENTRALE PSI 2026 # 1214] 1. Si u est autoadjoint sur un espace euclidien et A\; sa plus petite valeur propre,
montrer \; = min =1 (u(x), ).
2. Soient D = diag(0,1,...,p— 1), J la matrice de tous les 1 et M = D + +.J. Montrer pour z = (21, ...,%,)" que (u(z),z) =
s?/n + Eﬁ;i kaj . i, ol s =Y x;, puis encadrer \; dans [0, p — 1].
Exercice 1215 [CENTRALE PSI 2026 # 1215] Soient E euclidien de dimension n et f € L(E).
1. Justifier I'existence d’une base orthonormée.

2. Montrer ’équivalence entre (f(z),y) = —(z, f(y)) pour tous x, y et I'existence d’une base orthonormée dans laquelle la matrice
de f est antisymétrique.

3. Montrer que le rang de f est pair.

Exercice 1216 [CENTRALE PSI 2026 # 1216] 1. Si A = PDQ avec P, @) orthogonales et D diagonale a coefficients positifs, mon-
trer que les valeurs propres de A7 A sont les coefficients diagonaux de D?.

2. Pour toute matrice réelle A, montrer (A7 A) C R,.
3. Montrer que rg(A) est le nombre de valeurs propres non nulles de A7 A, comptées avec multiplicité.

Exercice 1217 [CENTRALE PSI 2026 # 1217] Une contraction d’un espace euclidien est un endomorphisme f tel que || f(x)| < ||=]|
pour tout z.

1. Si f est autoadjoint, montrer I’équivalence entre étre une contraction et |A\| < 1 pour tout A € (f).

2. Pour P € R[X], montrer || P(f)(x)[| < supyep) [P [z].

3. Si f est un automorphisme de matrice M, montrer qu’il existe S symétrique définie positive telle que M7 M = S2.
Exercice 1218 [CENTRALE PSI 2026 # 1218] Poser B,,(R) = {A € M, (R) : xa =[]}, (X — aii)}.

1. Montrer que B, (R) est non vide.

108



2. Si A est symétrique de valeurs propres «;, montrer ), ; aj; =Y, ai et déterminer B, (R) N S, (R).
3. Déterminer B, (R) N A, (R).

4. SiV est un sous-espace de matrices inclus dans B, (R), déterminer sa dimension maximale.

2) Analyse
Exercice 1219 [CENTRALE PSI 2026 # 1219] Pour A = (a;;) € My (R), poser N(A) =3, . |ai;| et [[z]l1 = >, [24].
1. Montrer que N est une norme et que ||Az||; < N(A)|z:.
2. Pour 0 < a < 1, poser K, = {A: N(A—I,) < a} et p(A) = det(A~1). Vérifier que 1 est bien définie, bornée sur K, ety
atteint ses bornes.
Exercice 1220 [CENTRALE PSI 2026 # 1220] Soitn > 2.
1. Pour M € M,,(C), rappeler la formule du déterminant et montrer que GL,,(C) est ouvert.
2. Montrer dense 'ensemble D = {M : |(M)| = n}.
3. Pour M, poser C(M) = {Q : QM = MQ}. Déterminer dim C'(D) pour D € D.
4. Pour a = (ag,...,a,_1) € C", soit F'(a) € M,,(C) la matrice dont la derniére colonne est (ao, ..., a,_1)7, la sous-diagonale

est formée de 1 et les autres coefficients sont nuls. Montrer que F' = {PF(a)P~!:a € C", P € GL,(C)} est un ouvert dense
de M,,(C) contenant D.

Exercice 1221 [CENTRALE PSI 2026 # 1221] 1. Pour la norme euclidienne canonique sur R”, montrer que la norme d’opérateur
associée est une norme matricielle.
2. Pour x € C", montrer ||z||2 = || Rez|% + || Im z||3.
3. En déduire que les normes d’opérateur réelle et complexe coincident sur M, (R).
4. SiB={M : ||M — I,,||r < 1}, montrer que |A — 1| < 1 pour toute valeur propre de M € B.
5. Si G est un sous-groupe de GL,,(R) inclus dans B, montrer (4) = {1} pour tout A € G, puis que G = {[,,}.
Exercice 1222 [CENTRALE PSI 2026 # 1222] 1. Rappeler les définitions d’un segment, d’une partie convexe et de la frontiére.
2. Pour A C FE, poser Conv(A) égal a I'intersection des convexes contenant A. Montrer que Conv(A) est convexe et contient A.
Exercice 1223 [CENTRALE PSI 2026 # 1223] Pour n > 2, poser u,, = ZZ:Q %
1. Par comparaison série-intégrale, donner un équivalent de w,,.
2. Montrer que v,, = u,, — %1112 n converge.
Exercice 1224 [CENTRALE PSI 2026 # 1224] Soient u,, > 0,ug > 0, .5, = ZZ:O uy, et supposons Y . u,, divergente.
1. Sia <1, étudier > In(1 — uy, /Sy ), puis en déduire la nature de Y u,, /S, et de > u,/S2.
2. Si« > 1, en utilisant u,, = S,, — S,—1, montrer que Y u, /S converge.
Exercice 1225 [CENTRALE PSI 2026 # 1225] 1. Définir la sommabilité d’une famille (a; ;) j)en2-
2. Etudier la sommabilité pour a; ; = 1/(i* + j2 + 1).
3. Pour z,y > 0, poser F(z,y) = > a; jz'y), et D = {(z,y) : F(z,y) < +oo}, L = {(Inz,Iny) : (z,y) € D}. Représenter
D, Lpourlescasa;; =1,a;; =2 jeta;; = (v—:y)
Exercice 1226 [CENTRALE PSI 2026 # 1226] Soit f € C1(R,R) et S = {p € C*(R,R) : ¢" = |p + f|}.
1. Montrer et > 1 +t.
2. Pour f = exp, montrer qu’il existe une unique solution ¢ € S telle que p(0) = ¢’(0) = —1.
3. Si f n’est pas constante, existe-t-il une solution périodique ? bornée ?
Exercice 1227 [CENTRALE PSI 2026 # 1227] Soit f € C?(R) telle que f” > 0.
1. Montrer que f n’est pas majorée. Peut-elle étre minorée ?
2. Montrer que f admet un minimum ssi f/(a) = 0 pour un certain a.
3. Si f(z)/|z] = +o0 quand © — £oo, montrer que f’ est une bijection de R sur R.
Exercice 1228 [CENTRALE PSI 2026 # 1228] Soit F' = C°([0, +oo[,R) et E = {f € F : f(0) =0, lim,_, 1o f™) (z) € RVm € N}.
1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Poser ®(f)(x) = f'(z) — f'(0). Montrer que ® est un endomorphisme injectif.

3. Pour g(x) = (z+1)sin(ry/z + 1)—mz/2, montrer que, pour m > 2, ¢ () = P, (1/vx + 1) sin(mv/z + 1)+Qn(1/vx + 1) cos(r

avec Py, Qn, € R[X]. Résoudre ®(f) = ¢’ dans F et déterminer si P est surjectif.
Exercice 1229 [CENTRALE PSI 2026 # 1229] Soit f € C!(R) T-périodique et fOT f(t)dt = 0.
1. Poser g(x) = f;oc f(t)/t? dt pour = > 0. Montrer que g est bien définie, C, et calculer g’

2. Montrer que toute primitive de f est bornée sur R;.
3. Trouver a tel que g(z) = a/x + O(Inx) quand z — 0.
4. g est-elle intégrable sur R ?
Exercice 1230 [CENTRALE PSI 2026 # 1230] Soit A = {f € C1([0,1]) : f'(z) = 2® + f(z)?, f(0) = 0}.

1. Montrer qu'un f € C°([0,1]) appartient a A ssi f(z) = 23/3 + [ f(t)?dt. Poser fo(x) = °/3 et itérer cette relation pour
définir f,.
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2. Montrer f,(z) < (2/5)%3 et 0 < froy1(z) = fu() < fara(1) — fu(1).
3. Etudier (f,,) et en déduire que A est non vide.
Exercice 1231 [CENTRALE PSI 2026 # 1231] Poser ug(z) = x et up41(z) = 2y/un(z)/(1 + u,(x)) pour x > 0.

1. Montrer que (u,,) converge simplement sur |0, +00].
2. Poser Uy (x) = (1 + un(2))/(2y/un(x)). Montrer |U,11(z) — 1| < 1|Un(z) — 1.
3. Montrer la convergence uniforme sur tout segment inclus dans ]0, +oo].
4. Est-elle uniforme sur tout ]0, +-00[?
Exercice 1232 [CENTRALE PSI 2026 # 1232] Soit ¢(z) =) -, 1/(n(n + z)) pour z > 0.
1. Montrer que ¢ est bien définie, continue et décroissante.
2. Calculer sa limite en +o0.
3. Montrer ¢(z) = O(1//).
4. Avec H, =Y ;' 1/k =Inn+ v + o(1), exprimer ¢(n) et en déduire un équivalent.
Exercice 1233 [CENTRALE PSI 2026 # 1233] Soit F l’espace des fonctions lipschitziennes R — Ret F = {f € E : f(0) = 0}. Pour
t € 10,1, poser ®(f)(x) = f(x) — f(tx).
1. Montrer que E est un sous-espace de C°(R,R), que F en est un sous-espace et donner un supplémentaire.
2. Montrer que ® est un endomorphisme injectif de F'.
3. Sig = ®(f), montrer f(z) =", g(t"*z). Qu'en déduire sur ®?
Exercice 1234 [CENTRALE PSI 2026 # 1234] Pour n > 1, poser f,,(z) = 1/(n* + n*z?) et S =" | fa.
1. Montrer que S est définie et C'*° sur R*.
2. Sestelle C! surR?
Exercice 1235 [CENTRALE PSI 2026 # 1235] Soit f(z) = >, -, 1/(zV"n?/2).
1. Déterminer son domaine de définition.
2. Montrer que f est continue sur [1, 400 et dérivable sur |1, +oo].
3. Donner un équivalent de f en +o0.
Exercice 1236 [CENTRALE PSI 2026 # 1236] Soit f(z) =, In(1 + 1/(n%z?)).
1. Déterminer son domaine et ses variations.
2. Etudier sa continuité.
3. Donner un équivalent lorsque x tend vers la borne supérieure du domaine.
Exercice 1237 [CENTRALE PSI 2026 # 1237] Soit f(z) =Y, -, (=1)"/(1 + n%z?).
1. Déterminer son domaine de définition.
2. Montrer que f est continue sur son domaine.
3. Montrer qu’il existe a € R tel que f(z) ~ a/z? quand x — +o0.
4. Montrer que f est intégrable sur R et calculer son intégrale.
Exercice 1238 [CENTRALE PSI 2026 # 1238] Poser fi(x) = sin((k!)2x)/kL, Wy = Y0 o fro Bn = > pepir o et W =372 f.
1. Enoncer et démontrer le théoréme de continuité des séries de fonctions.
2. Montrer que W, R,, sont définies et continues sur R, puis que |R,| < 2/(n + 1)\
3. Montrer |W/ (z)| < 2nl.
4. ATaide d’une suite convenable, montrer que W n’est dérivable en aucun point.
Exercice 1239 [CENTRALE PSI 2026 # 1239] Sur | — 7/2, /2], poser f(x) = (1 + sinx)/ cos .
1. Montrer que f satisfait une équation différentielle d’ordre 1.
2. Poser Py = 1+ X. Montrer qu’il existe des polynémes unitaires P, € Z[X|] de degré n tels que (™) (x) = P, (sinz)/ cos"*! z.
3. Pour a,, = P,(0), relier a; & ag puis exprimer a, 1 4 I'aide de >~ (Z) OOy .-
4. Pour A(t) = >, > ant™/n!, trouver une équation différentielle et en déduire les a,,.
Exercice 1240 [CENTRALE PSI 2026 # 1240] Soient a, > 0et S, = >, _; ax.
1. Si (an) est majorée, poser f(x) = > < Spa™, g(x) = Y, ~qanx™. Déterminer leurs rayons de convergence, établir une
relation entre f, g, puis expliciter f si a,, = 1/n. B
2. Sia; = letayy1 = an + 1/Sy, calculer le rayon de convergence de Y S, x".
Exercice 1241 [CENTRALE PSI 2026 # 1241] Soient o, A € R, [A| < L et F = {f € C'(R) : f' = af + f(A\2)}.
1. Montrer F' C C*°(R).

2. Déterminer les fonctions non nulles de F' développables en série entiére.

3. Si f € Fet f(0) = 0, montrer f()(0) = 0 pour tout n, puis en déduire une propriété de f.
Exercice 1242 [CENTRALE PSI 2026 # 1242] Pour a > —1/2, poser I,(z) = fol(l — t2)9=1/2 cos(xt) dt.

1. Montrer que l'intégrande pondérateur est intégrable.
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2. Montrer que I, est C? et relier I/, I, I, 41
3. Montrer que I, est développable en série entiére sur R.
Exercice 1243 [CENTRALE PSI 2026 # 1243] Soient ug = a > 0 et up41 = In(1 + uy,).
1. Etudier la limite de (u,,).
2. Déterminer le rayon de convergence de Y u,z"
3. Poser v, = 1/un 41 — 1/uy. La série converge-t-elleenx = l etz = —17?
Exercice 1244 [CENTRALE PSI 2026 # 1244] Pour n,k € N, poser u,, , = k™ /k! et noter A, = >, < Un, k-
1. Montrer la convergence et exprimer A,,41 en fonction des A;. -
2. Montrer 0 < 4,,/n! <e.
3. Trouver une équation différentielle satisfaite par f(z) = > ., Ana™/nl
Exercice 1245 [CENTRALE PSI 2026 # 1245] Soit ¢ : [ng, +oo[— Ri continue décroissante telle que > ©(n) diverge.

n>ngo

1. Pour a > 0, déterminer la nature de )°, -, 1/(n(lnn)' ).

2. Déterminer le rayon de convergence de ) _, -, ¢(n)x".

3. Montrer que cette somme tend vers +00 quand x — 17 et qu’elle est équivalente a frz)oo o(t)xt dt.

Exercice 1246 [CENTRALE PSI 2026 # 1246] Poser Ng = 1, Ny = & [[X20 (X — i), Fp(x) = X4u0 P(K)z* /k! et P; = jIN;.
1. Pour P;, déterminer le rayon de convergence de F'p; et sa somme.
2. Pour P # 0, déterminer le rayon de convergence de F'p et montrer qu’il existe un unique @) p, de méme degré que P, tel que

Fp(z) = Qp(x)e”

3. Poser I}, = fo Ny (t) dt. Pour k > 2, montrer 1/(6k2) < |I;| < 1/(6k) et déterminer le rayon de convergence de 3" I x*.
Exercice 1247 [CENTRALE PSI 2026 # 1247] Poser I,, = [;'(1 — t/n)" In(t) dt et J,, = fo uIn(1 — u) du.

1. Montrer que I,, converge et tend vers fooo e~ tIn(t) dt.
2. Montrer que J,, converge et vaut — Z‘T 1/k.
3. En déduire [ e~ In(t)dt = —
Exercice 1248 [CENTRALE PSI 2026 # 1248] Poser I, = [ (1 +t3) " dt,up, = > j_; 1/k —Inn, v, = > 7 _; 1/k —In(n + 1).
1. Montrer que u,,, v,, convergent vers une méme limite .
2. Montrer Ip,41/I, =1 —1/(3n).
3. Montrer qu'il existe C' > 0 tel que I,, ~ C/n'/3.
Exercice 1249 [CENTRALE PSI 2026 # 1249] Soit f(z) = [7/% sin”(¢) dt.
1. Déterminer son domaine, de la forme Ja, +oo].
2. Sur J =]a+ 1, +o00[, poser ¢(x) = zf(x) f(z — 1). Montrer p(z + 1) = ¢(x) et que ¢(x)/z est décroissante.
3. Calculer p(n) et montrer que ¢ est constante.
Exercice 1250 [CENTRALE PSI 2026 # 1250] Définir f(z) = sin(2?) /2 pour z > 0 et f(0) = 1. Poser S(z) = [~ f([t/z]x
1. Montrer que S(x) converge pour tout z > 0.
2. Siz, — 0T, montrer S(z,) — [, f(t)dt.
3. Pour G(z) = Y, - sin(nz)/n?, exprimer G(z) a 'aide de S(,/x) et déterminer un équivalent en 0.
Exercice 1251 [CENTRALE PSI 2026 # 1251] Poser f(z) = [~ S2te=! dt.

0
1. Montrer que f est définie sur R, et que |f(x)| < 1/z pour z > 0.

n+1

2. Montrer que f est C'! sur |0, +-oc[, puis calculer f’ et f.
3. Montrer la continuité en 0 et en déduire [;* sin(t)/t dt.
Exercice 1252 [CENTRALE PSI 2026 # 1252] Poser f(z) = [ arctan(tz)e~" dt.
1. Montrer que f € C3(R).
2. Montrer que f(z) ale signe de z et | f(x)| < |z|.
3. Pour 41 = f(z,), montrer 2, — 0. Trouver « tel que 22 11 — @ ait une limite non nulle pour xy > 0, puis en déduire un
équivalent de x,, si xg # 0.

Exercice 1253 [CENTRALE PSI 2026 # 1253] Soit f(z) = [} Coi“f,j dt.

1. Montrer que f est définie et continue, calculer f (0).
2. Montrer f(z) = fOW/Q cos(zsinu) du et que f € C%(R).
3. Montrer que f admet un développement en série entiére en 0 et I'expliciter.

Exercice 1254 [CENTRALE PSI 2026 # 1254] Pour p € N, poser I, ( ) = Jo~ et cos(xt) dt.

1. Montrer que [, cos(xt)/ cosh(t) dt est définie et poser G(z) = [ cos(xt)/sinh(t) dt.
2. Calculer I),.
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3. Exprimer G(z) a l'aide des I,,(x).
4. Montrer que G est développable en série entiére en zéro.

Exercice 1255 [CENTRALE PSI 2026 # 1255] Soient p(z) = [ sin(t)/tdt et ¢(x) = [ cos(t)/tdt pour z > 0, avec ¢/ (z) =
— cos(z)/z admis.

1. Montrer ¢ est C! et ¢'(x) = —sin(z)/z.
2. Montrer que f(x ) = p(z)cosx — () sinz résout y”’ +y = 1/x.

3. Montrer que g(z) = [; e~ /(1 4 t?) dt résout aussi cette équation.
4. En déduire [;* sin(t)/¢ dt.
Exercice 1256 [CENTRALE PSI 2026 # 1256] Pour o > 0, poser I (« fo In(t) In(1 — ¢*) dt.

1. Rappeler que la limite uniforme de fonctions continues est continue.
2. Montrer que I(«) est bien définie.
3. Ecrire I(a) comme somme d’une série.
Exercice 1257 [CENTRALE PSI 2026 # 1257] Soit f : [0,1] — R continue et u,, = f01 fz)™
1. Si f(1) > 1, montrer qu’il existe ¢ > 1 et a < 1 tels que f(¢t) > cpourt € [a, 1].
2. Montrer que si ) u,, converge, alors f(1) = 0.
3. Si f € C*(]0,1]), montrer que Y u,, converge ssi f(1) = 0, puis calculer Y -, .
Exercice 1258 [CENTRALE PSI 2026 # 1258] Soit E I'ensemble des fonctions continues f : R% — R pour lesquelles ¢ f(2) — 0 pour
un certain o« > 0.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C°(R%,R).
2. Pour f € E, poser py(z) =€ f et f(t) dt. Montrer que c’est I'unique solution dans F' de ¢/ —y + f = 0.
Exercice 1259 [CENTRALE PSI 2026 # 1259] Soit f(z,y) = (z — zy)\/y — y2?, K = [-1,1] x [0,1], O =] — 1,1[x]0, 1[.
1. Montrer que f atteint un maximum et un minimum sur K.
2. Déterminer ses extrema locaux sur O.
3. Déterminer maximum et minimum sur K.
Exercice 1260 [CENTRALE PSI 2026 # 1260] Soit F'(x,y) = sin(z) cosh(y) — sin(y) cosh(z) et A = {(z, z) : x > 0}.
1. Montrer F' € C%(R?).
2. Montrer que le gradient s’annule sur A en des points (x,,, z,,) avec x,, € [nm + /4, n7 + 7/2].
3. F posséde-t-elle des extrema sur A ? sur R??
Exercice 1261 [CENTRALE PSI 2026 # 1261] Soit f(x,y) = * + y* — 22 — 9% — 2.
1. Déterminer le plan tangent au graphe en (0,0, f(0,0)) et préciser sa position locale.
2. Montrer que f admet un minimum global sur R?, et déterminer sa valeur et ses points d’atteinte.

3) Probabilités
Exercice 1262 [CENTRALE PSI 2026 # 1262] Soit (€2, P) fini et I’ 'espace des fonctions {2 — R. Poser ®(X,Y) = E(XY). Montrer
que P est un produit scalaire ssi P({w}) > 0 pour tout w € Q.

Exercice 1263 [CENTRALE PSI 2026 # 1263] Deux joueurs A, B jouent a tour de role. A son tour, A gagne avec probabilité p, B avec
probabilité ¢; en cas de victoire, ’autre joue au tour suivant, en cas de défaite le méme joueur rejoue. Soit X,, I'identité du joueur au
tour n, et Uy = (1/3,2/3)7.

1. Déterminer A telle que Uy, 11 = AU,.

2. Diagonaliser A et en déduire la loi de X,,.

A B C
Exercice 1264 [CENTRALE PSI 2026 # 1264] Soient A, B, C indépendantes de loi B(n,p)et M = (A B C
A B C

1. Calculer les probabilités que M soit inversible, nilpotente ou matrice d’'un projecteur.

2. Déterminer la loi, U'espérance et la variance du nombre de valeurs propres de M, puis la probabilité que M soit diagonalisable.
Exercice 1265 [CENTRALE PSI 2026 # 1265] Soient (X, ),en 1.i.d. géométriques de paramétre p €]0, 1[. Poser I,, = min(X7, ..., X,)
et M,, = max(Xy,...,X,).

1. Montrer que I,, est géométrique.

2. Calculer E(I,) et V(I,,).

3. Montrer que I’événement ou (I,,) est constante a partir d’un certain rang est de probabilité 1.

4. Montrer que M,, admet une espérance.

5. Déterminer la limite de E(M,,).

Exercice 1266 [CENTRALE PSI 2026 # 1266] 1. Résoudre Uy =U; =1, Up 4o = Upy1 + %Un.
2. Soient (X,,) i.i.d. deloi B(1/2) et Uy = Uy = 1, Upy2 = Upt1 + X, U,. a. Montrer que, pour tout w, (U, (w)) admet une limite
dans Ry U {+o00}.b. Pour A = {w : (U, (w)) admet une limite finie}, montrer P(A) = 0. c. Donner un équivalent de E(U,,).
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XII) Centrale PC 2026
1) Algebre
Exercice 1267 [CENTRALE PC 2026 # 1267] 1. Montrer 2"n! < (2n)! et cosh(t) < et’/2,
2. Pour X uniforme sur {—1, 1}, montrer E(e*X) < et’/2,
3. Pour x € [—1, 1], montrer e/* < h;—zet + %e‘t.
4. Si X € [~1,1] et E(X) = 0, montrer E(¢!X) < ¢!"/2, puis P(|X| > \) < 2¢=*/2,
Exercice 1268 [CENTRALE PC 2026 # 1268] 1. Montrer que E = {(a,,) : >_ a2 < +oc} est un espace préhilbertien pour (a,b) =
> anby.
2. Pour X € N de loi (uy), dire que () signifie uy > 0, E(X?) < +ooet Y ,~o(ur — up—1)?/up < +o00, avec u_1 = 0.
a. Si X ~ P(A), montrer (%) et calculer S(X)V(X), ou S(X) est la série ci-dessus. b. Pour X vérifiant (x), montrer que
> (tn —up—1)(n — E(X)) converge et que S(X)V(X) > 1.
Exercice 1269 [CENTRALE PC 2026 # 1269] Soient A € S,/ (R) de valeurs propres A\; < -+ < \,,.
1. Enoncer et démontrer Cauchy-Schwarz.
2. Pour z € R™, montrer (3" 27)? < (3" M) (O 2 /Ak).
3. Si .27 = 1, construire I a valeurs dans {1,...,n} avec P(I = i) = 22 et poser U = A;. Montrer E(1/U) < (A1 + A, —
E(U))/(AAn)-
4. En déduire | X |[* < (AX, X)(A71X, X) < Crtaad®) x .
Exercice 1270 [CENTRALE PC 2026 # 1270] Trouver tous les polyndmes P € R[X] tels que P(X)P(X +1) = P(X?2 + X +1).
Exercice 1271 [CENTRALE PC 2026 # 1271] Poser P, = (X +1)" — (X — 1)™.
1. Résoudre 2™ = 1, puis 2" = w™.
2. Trouver degré et coefficient dominant de P,.
3. Calculer Y ;_, cot(km/n).
4. Calculer [}_, cot(km/(2n + 1)) a I'aide de Ps,,+1, puis en déduire >, _, cot?(kmr/n).
Exercice 1272 [CENTRALE PC 2026 # 1272] Soit P = Y ,_, ax X" € C[X]| de degré net Q = >_;'_, an—X" son symétrique.
1. Quel est le degré de Q?
2. Déterminer les P tels que P(U) C U. Indication : considérer f(z) = Q(1/z)z1.
Exercice 1273 [CENTRALE PC 2026 # 1273] Pour n > 2, montrer (H,,) : pour tous P, @ € C[X] de degrés n,n — 1, il existe a € C
tel que P — a(Q ait une racine multiple.
1. Vérifier (Hs) et supposer les résultats établis jusqu’a n.
2. Si P, @ ont une racine commune, montrer (H,,11).

3. Sinon, poser R = P’'Q — PQ'’. Si « est racine de multiplicité m de P — aQ, montrer que sa multiplicité dans R vaut m — 1,
puis conclure.

Exercice 1274 [CENTRALE PC 2026 # 1274] Soit (a1, ..., o) € R™. Calculer det(cos((j — 1)) 1<i,j<n-

Exercice 1275 [CENTRALE PC 2026 # 1275] 1. Pour n > 2, déterminer le sous-espace de M,,(C) engendré par les matrices nilpo-
tentes.

2. En déduire que tout hyperplan de M,,(C) contient une matrice inversible.
Exercice 1276 [CENTRALE PC 2026 # 1276] Soit N' = {M € M, (C) : M? = 0 pour un p} et (E; ;) la base canonique.
1. Montrer que si M € N, alors M™ = 0.
2. Calculer E; ; E, 0.
3. Si4 # j, montrer que I, — E; ; est inversible et calculer son inverse.
4. Déterminer une base de Ker tr.
5. Montrer Ker tr = Vect(N).
Exercice 1277 [CENTRALE PC 2026 # 1277] Soient E réel et p1,...,p, € L(E) vérifiant p; o p; = 0; ;p;. Poser F; = Imp; et
supposer les F; de dimension finie.
1. Montrer que les F; sont en somme directe ssi dim (), F;) = >, dim F;.
2. Pour a € R", poser uq =y, a;p;. Calculer u¥ et caractériser quand u, est un projecteur.
3. Si ), p; = id, montrer £ = €, F;.
4. Exprimer Ker p; a I'aide des Fj.
Exercice 1278 [CENTRALE PC 2026 # 1278] 1. Montrer que, pour A € M,,(R) et A > 0, det(A42 + \I,,) > 0.
2. Sin est impair et B inversible, montrer A% + B2 # —1I,,.
3. Sin est pair, donner A, B telles que A? + B2 = —1I,,.
Exercice 1279 [CENTRALE PC 2026 # 1279] Pourn > 2 et M € M,,(C), montrer que M n’est pas inversible ssi il existe P € GL,(C)
tel que P + zM soit inversible pour tout z € C.
Exercice 1280 [CENTRALE PC 2026 # 1280] Soient A, B € M, (R) avec rg(B) = 1 et A*> = B.
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1. Donner une relation entre tr(A) et tr(B).
2. Sitr(B) = 0, montrer que A n’est pas diagonalisable.

Exercice 1281 [CENTRALE PC 2026 # 1281] Soient E complexe de dimension finie et u € L(E). Poser C[u] = {P(u) : P € C[X]}
et S, = {f € Clu] : f est une symétrie}. Si u est diagonalisable avec p valeurs propres distinctes, calculer dim Clu] et card(sS,,).

Exercice 1282 [CENTRALE PC 2026 # 1282] Soit A € M,,(C) et p4(B) = AB.

b
2. Si D est diagonale, montrer ¢ p diagonalisable et x,, = x.

1. SiA= <a 2) , montrer (4 diagonalisable et x,,, = x4.

3. Etendre a A diagonalisable, puis a toute matrice A € M, (C).

Exercice 1283 [CENTRALE PC 2026 # 1283] Soientn > 1, A € M,,(R) et B = (_4;4 Ei) . Montrer que B est diagonalisable sur

R ssi A lest sur R.

Exercice 1284 [CENTRALE PC 2026 # 1284] Soit A = (a;;) une matrice stochastique : a;; > 0 et chaque ligne somme & 1.
1. Montrer que 1 est valeur propre et que toute valeur propre A vérifie |A| < 1.
2. Montrer que AP est stochastique et étudier la convergence de (AP).
3. Pour A €] — 1, 1] et N nilpotente, montrer que ((Al,, + N)P), converge.

Exercice 1285 [CENTRALE PC 2026 # 1285] Soient U = <61 ﬁ) etV = (81 2) . On suppose A diagonalisable et U, V' semblables.

1. Montrer qu’il existe un polyndme 7 scindé a racines simples tel que An’(A) = 0.
2. Montrer A = 0.
3. Le résultat subsiste-t-il sans 'hypothése de diagonalisabilité de A ?
Exercice 1286 [CENTRALE PC 2026 # 1286] Soient E complexe de dimension n et A C GL(E) tel que, pour u # v dans A,
WOV = —V O uU.
1. Sin est impair, montrer que A a au plus un élément.
2. Si A a au moins deux éléments, montrer que pour u € A, toute valeur propre A entraine la valeur propre —\ de méme multi-
plicité.
3. Sin = 2, trouver une base ou la matrice de u est diag(A, —\).
4. Montrer que A a au plus trois éléments.
Exercice 1287 [CENTRALE PC 2026 # 1287] 1. Montrer que (f, g) = fol fg est un produit scalaire sur £ = {f € C°(]0,1],R) :
f? est intégrable}.
2. Pour F(z,y) = fol(lnt — tz — y)?dt, calculer inf , ,ycr2 F(z,7).
Exercice 1288 [CENTRALE PC 2026 # 1288] Soient E euclidien de dimension 3, H un plan, v # 0 normal a H, f une isométrie et s la
réflexion orthogonale par rapport a H.Poser h = foso f~1. Montrer que h est une réflexion et préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 1289 [CENTRALE PC 2026 # 1289] 1. Pour A, B € M, (R), montrer que si 0 est valeur propre de AB, alors c’est une
valeur propre de BA.

2. Méme question pour une valeur propre non nulle.
3. Comparer les spectres et dimensions des espaces propres de AAT et AT A.
Exercice 1290 [CENTRALE PC 2026 # 1290] Soient A € S;'T(R) et U € M, (R) tels que AU = UT A. Poser (X,Y) = XTAY.
1. Montrer que c’est un produit scalaire.
2. Montrer qu’il existe P € GL,,(R) et D diagonale telles que PTAP = I,, et P"'UP = D.
Exercice 1291 [CENTRALE PC 2026 # 1291] Soient zg,...,Tn—1 > 0, A = %Z zp et G = ([Jag)*/™.
1. Montrer exp(t/A — 1) > t/Apourt > 0, puis A > G. L’inégalité vaut-elle pour des z;, > 0?
2. Si S € S(R), montrer det(S)'/™ < tr(S)/n.
3. Pour A € M, (R), montrer det(A4)? < (& > i az;)"™.
Exercice 1292 [CENTRALE PC 2026 # 1292] Soit F = {A € S;/(R) : a;; < 0sii # j}.
1. Pour a;; = a et a;; = —b hors diagonale, caractériser 'appartenance a F'.
2. SiAc Fet XTAX =0, montrer X € Ker(A).
3. En déduire a;; > 0 pour tout 1.
Exercice 1293 [CENTRALE PC 2026 # 1293] Dire que A € M,,(R) est de type m si A™ = AT
1. Déterminer les matrices de type m pour m = 0, 1.
2. Si A est de type m, poser B = A™*1 Montrer B™ = B et B symétrique, puis que B est un projecteur orthogonal.
3. Si A est inversible et de type m, montrer A € O, (R).
Exercice 1294 [CENTRALE PC 2026 # 1294] 1. Pour w € M, 1(R), montrer ww” € S;'(R) et est de rang 0 ou 1.
2. Pour B € S, (R) de spectre (21, ...,x,), construire une base (f) telle que Bfy, = xx fr, Y. fkf,z =I,etB= Zxkfkfg
3. Si B € S;F(R), montrer qu’il existe () telle que B = QQ7.
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Exercice 1295 [CENTRALE PC 2026 # 1295] 1. Montrer que S € M,,(R) est symétrique définie positive ssi S = PT P pour un P
inversible.

2. Montrer que A est diagonalisable ssi il existe S symétrique définie positive tel que AT = S~1AS.
3. L’assertion reste-t-elle vraie si ’'on remplace S par un P inversible quelconque?
Exercice 1296 [CENTRALE PC 2026 # 1296] Poser |[M|| = /tr(MTM).
1. Montrer que c’est une norme et qu’elle est invariante par multiplication a gauche et a droite par des matrices orthogonales.
Soient A, B symétriques, de valeurs propres ordonnées \;(A), \;(B), et D 4, D les diagonales correspondantes.
1. Montrer qu’il existe P € O,,(R) tel que |A — B|| = ||DaP — PD3||, puis que |[A — B|]? = D pi(Ai(A) = Aj(B))>.
2. Pour fa,g(M) =73, miz(Ni(A) — A;(B))?%, montrer qu’elle est bornée sur les matrices bistochastiques.
3. Par une transformation élémentaire, montrer que f(M) > f(I,,) pour toute matrice bistochastique.
4. En déduire >, (N (A4) — X\i(B))? < ||[A - BJ|]*.
Exercice 1297 [CENTRALE PC 2026 # 1297] Soit u autoadjoint sur un espace euclidien, de spectre ordonné Ay < --- < \,.
1. Montrer que A\; = minz|=1 (u(x), z) et A, = max ;=1 (u(z), ).
2. Si v est autoadjoint de spectre p1 < -+ < py,, montrer (u 4 v) C [N + p1, Ap + fin]-
3. Montrer [A1 — p1| < supj =y lu(z) — v(@)|.

D

Exercice 1298 [CENTRALE PC 2026 # 1298] L Sipg < < pp, z; #0, D = diag(p;) et M = <XT

X ,
o) montrer ’entrela-

cement strict des valeurs propres de M et D.

S
XT

3. Pour des variables R; 2 moment d’ordre 2, avec matrice de covariance ¥,, et U = (u;)”, montrer V(> uiR) = UTs,U.

i X ,
2. Pour S symétrique de valeurs propres p; et N = ( 04) , montrer ’entrelacement large.

2) Analyse
Exercice 1299 [CENTRALE PC 2026 # 1299] Pour C' convexe fermé d’un espace vectoriel réel de dimension finie, = est extrémal si
x=(y+2z)/2avecy,z € C entrainex =y = z.
1. Déterminer les points extrémaux de {z € R" : > |zy| < 1}.
2. Déterminer ceux de la boule unité d’un espace euclidien.
3. Montrer que tout convexe fermé borné non vide en dimension finie posseéde un point extrémal.

Exercice 1300 [CENTRALE PC 2026 # 1300] Soit £ I'espace des fonctions continues bornées R — R, muni de la norme uniforme.
Pour |a| < 1, poser T'(f)(z) = f(z) — af(¢z). Montrer que T est un automorphisme continu de E et que 7! est continue.

Exercice 1301 [CENTRALE PC 2026 # 1301] Soit E = C'([0,1],R) et T'(f)(x) = [ f(t) dt, muni de la norme uniforme.
1. Montrer que 7" est un endomorphisme continu.
2. Calculer ||T||.
3. Montrer |T"(f)(z)] < 2™ flloco/n!
4. En déduire une borne pour ||T"|| et la déterminer.
Exercice 1302 [CENTRALE PC 2026 # 1302] Poser A,, = min{p > 1: > 7_, 1/k > n}. Montrer que A,, est bien défini et donner la
limite et un équivalent de (4,,).
Exercice 1303 [CENTRALE PC 2026 # 1303] Soit ug = 1, w41+t = u, /2.
1. Montrer que (u,,) est bien définie et déterminer sa limite.
2. Montrer que Y u,, converge.
3. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que u,, ~ ¢/2".
Exercice 1304 [CENTRALE PC 2026 # 1304] Pour n > 1, considérer z = 1 + In(n + x).
1. Montrer qu’il existe une unique solution z,, > 0.
2. Montrer x,, — 400 et donner un équivalent.
3. Déterminer la limite de z,, — Inn.
Exercice 1305 [CENTRALE PC 2026 # 1305] Soient up = a > 0 et up41 = u% + Uy,
1. Montrer u,, — +o0.
2. Poser v, = 27" In u,,. Montrer que (v,,) converge vers 3.
3. Montrer |v, — 8] = 0(27™).
Exercice 1306 [CENTRALE PC 2026 # 1306] Soit 6 €]0,7/2[, xg = cos b, yo = sin b, et

242y, +xp 24 2x, + yn

x = ="\
n+1 3+2xn+2yn’ Yn+1 3+ 220 + un

1. Montrer que (Z,,, ¥, ) est bien définie et reste sur le quart de cercle unité.

2. Montrer sa convergence et déterminer sa limite.
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Exercice 1307 [CENTRALE PC 2026 # 1307] Etudier la convergence de > sin ( rnl ) etde > sin(mnle).

Exercice 1308 [CENTRALE PC 2026 # 1308] Soient £ € N et f € C1([¢, +00[,R).

1. Montrer >, f(k) = [ f(t)dt + []'(t — [t]) f'(t) dt.
2. Si f’ est intégrable sur [¢, +oo[, comparer la nature de >, -, f(k) et de [~ f
3. Déterminer la nature de ) cos(lnn)/n. -
Exercice 1309 [CENTRALE PC 2026 # 1309] Soit C '’ensemble des suites croissantes a valeurs dans N \ {0, 1}. Pour u € C, poser
n = Dp—o 1/(uo - u).
1. Etudier la limite de v,, si u est constante, u,, = n + 2, puis u,, = 2n + 2.
2. Montrer pour tout u que v,, converge avec limite dans |0, 1].
3. Montrer que u — lim v,, est injective.
Exercice 1310 [CENTRALE PC 2026 # 1310] Soient o, 8 € R, a1 = 1 et, pourn > 2, a, Zk jap=mn -8,
1. Montrer a,, > 0.
2. Si Y a2 diverge, montrer a2 = o(n~).
3. En déduire que si o > 1, cette série converge.
4. Montrer que si af < 1, alors a,, = o(n_ﬁ).

Exercice 1311 [CENTRALE PC 2026 # 1311] 1. Pour A > 0, montrer [ {57y = 2 fﬂ/Q
2. Calculer cette intégrale.
3. Pour e > 0, étudier fooo Hmfﬁ

Exercice 1312 [CENTRALE PC 2026 # 1312] Soit f € C°(R,,R.) décroissante vers 0 et g(u) = f(u) sin u.

1+ st T

1. Montrer que fo u) du converge.
2. Montrer que f est 1ntegrable sur R ssi g lest.
Exercice 1313 [CENTRALE PC 2026 # 1313] Soient f, g continues et de carré intégrable sur R. Montrer que fg est intégrable.

Exercice 1314 [CENTRALE PC 2026 # 1314] Etudier et représenter le graphe de f(z) = >, <, M
Exercice 1315 [CENTRALE PC 2026 # 1315] 1. Donner un équivalent simple de u,, = ln(_ln(n +1)) — In(lnn).
2. Pourn > 1, poser f,(z) = 2(1 —z)"/In(n + 1). Déterminer le domaine de F' = ) f,, et étudier la convergence uniforme et
normale.
Exercice 1316 [CENTRALE PC 2026 # 1316] Soienta > Oet f € C'(R, R%.) décroissante avec f(x) ~ aln z. Déterminer le domaine
de u(z) =3, <, f(n)e ™" et les limites aux bornes.
Exercice 1317 [CENTRALE PC 2026 # 1317] Soit f(z) =), -, In(n)z".
1. Donner le rayon de convergence.
2. Pour 0 < z < I, montrer —zIn(1 —z) — 1 < (1 —z)f(z) < —zIn(1 — z) et trouver un équivalent en 1~
3. Montrer que f admet une limite en —17.
Exercice 1318 [CENTRALE PC 2026 # 1318] Soit (a,) C C telle que na,, — 0.
1. Siu, — 0, montrer + ZZ;& ur — 0.
2. Montrer que > a,,2™ converge pour |z| < 1.
3. Si f(x) =>,50 ana" et f(x) — £ quand x — 1~, montrer que ) a,, converge et vaut /.
Exercice 1319 [CEN_TRALE PC 2026 # 1319] Poser Iy = 1, et I,, le nombre d’involutions de {1, ...,n}.
1. Montrer I,, =I,_1 + (n — 1)I,,_»
2. Montrer que Y I,2™ /n! converge pour |z| < 1.
3. Pour F(x) = I,a™/n!, trouver une équation différentielle et en déduire une expression de I,,.
Exercice 1320 [CENTRALE PC 2026 # 1320] Soit f(z) = },5o (3')2"
1. Donner son rayon et son domaine de définition.
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f et calculer f(—1/4).
Exercice 1321 [CENTRALE PC 2026 # 1321] Soientn > 1,1 < k < n et .S, ;. le nombre de partitions d’'un ensemble de cardinal n en
k parties.
1. Montrer S, 1, = Sn—1,k—1 + kSn—1 k-
2. Pour k > 1, déterminer le rayon de convergence de Ay(x) = >, -, Sy xa™/nl.
3. Exprimer A}, al'aide de k, A, Apy1. -
4. Montrer Ay (z) = (e* — 1)* /K.
Exercice 1322 [CENTRALE PC 2026 # 1322] Soit f(x) = e et ] = IS f (@) da.

2

1. Justifier la convergence de I et, pour |z| < 1, celle de " 2™". Poser g(z) = Yoo "
2. Donner un équivalent de g(x) en 1 faisant intervenir I.
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3. Soit h € C°(R4,R) décroissante avec convergente non nulle intégrale sur R Pour 6 > 0, étudier > -, h(n#), puis donner
son équivalent quand 6 — 0. -

Exercice 1323 [CENTRALE PC 2026 # 1323] Soit f(z) = >, 5 an2™ derayon R > 0, et S,,(2) = Y p_, arz.

1. Calculer fo% e*? df pour k € Z.

2. Pour 0 < r < R, calculer - fo% 1S, (ret?) |2 do.
3. Etudier la convergence de 3 |az|?r?* et calculer sa somme si elle converge.
Exercice 1324 [CENTRALE PC 2026 # 1324] 1. Pour A € M,(C), poser Q(X) = X"xa(1/X) et R = sup,¢(4) 1/|A|. Montrer,

pour |z| < R, %((5)) = — Y s tr(AFTT) 2P

2. Déterminer les matrices A telles que tr(A¥) = 0 pour tout k > 1.
Exercice 1325 [CENTRALE PC 2026 # 1325] Pour n > 1, poser I,, = % fon t"e~! dt. Montrer que (I,,) posséde une limite ¢ et que
¢e0,1/2].
Exercice 1326 [CENTRALE PC 2026 # 1326] Pourn > 1, « > 1, poser I, (« fo (14 t>)~"dt.

1. Montrer que I,,(«) est définie.

2. Relier I, 11 () a I, () et en déduire une expression.

3. Déterminer la limite de I,, ().

4. Montrer qu’il existe K (a) > 0 tel que I,,(a) ~ K (a)n='/.

Exercice 1327 [CENTRALE PC 2026 # 1327] Pour n > 1, poser u,, = f°° ttﬁj) dt.

1. Montrer l'existence et établir u,, = In(1 + 1/n) + S ((n+k)In(1+1/(n+k)) — kln(1 +1/k)).

2. Montrer 1 — 5= <nln(1+1/n) <1— 5 + 245

3. Montrer ), -, (1/k—1/(k+n)) ~ Inn.

4. Déterminer un équivalent de u,,.
Exercice 1328 [CENTRALE PC 2026 # 1328] Soient F' = {f € C([0,1]) : f(0) = 0, f(1) = 1}, g € F croissante, ¢'(1) = 0. Pour
n > 1, poser f,(x) = g(nz)e! =% siz € [0,1/n], et 0 sinon.

1. Montrer f,, € F.

2. Poser I,, = fol | fn — f1]. Calculer £ = lim I, et donner un équivalent de I,, — .

/2 arctan(z tan 6) d9

Exercice 1329 [CENTRALE PC 2026 # 1329] Poser F/(z) = |, "

1. Montrer que F est définie sur R et de classe C'1.
2. Calculer F(z).

3. Apreés justification de convergence, calculer foﬂ/ 2 1n(sin ) do.

Exercice 1330 [CENTRALE PC 2026 # 1330] Poser f(z) = [, ttﬁé dt.

1. Déterminer son domaine, ses variations et ses limites aux bornes.
2. Calculer f(1).

Exercice 1331 [CENTRALE PC 2026 # 1331] Poser f(z) = [\ w5y

1. Déterminer son domaine.
2. Montrer que f est C™ et donner f(").
3. Donner des équivalents en 0 et en +oc0.

2
Exercice 1332 [CENTRALE PC 2026 # 1332] Pour x € [0, /2], poser f(z) = fol w dt.
1. Montrer que f est de classe C.

2. Donner une expression simple de f.

L _ 2
Exercice 1333 [CENTRALE PC 2026 # 1333] Etudier f(z) = [ =208t gy

Exercice 1334 [CENTRALE PC 2026 # 1334] Poser f(x) = f+o°§ zﬁj_tz dt.
1. Montrer que f est définie pour z > 0.
2. Montrer f(z) = |5 52—:_1 du et en déduire sa limite en 0.
3. Calculer le laplacien de G (z,t) = z/(z? + t2).
4. Montrer que f € C?(R%) et résout une équation différentielle linéaire d’ordre 2.
5. Donner une expression simple de f.
Exercice 1335 [CENTRALE PC 2026 # 1335] Soit f € C''([0,1],R% ). Pour = > 0, poser F'(z fo *dt et G(x) = F(x)'/®.
1. Montrer G € C*(R%).
2. Déterminer les limites de G en 0T et +o0.
Exercice 1336 [CENTRALE PC 2026 # 1336] Soit f(z,y) = 2%y> + 2 (z + y)? + 2y + 2.

1. Déterminer les points critiques et leur nature.
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2. f admet-elle des extrema globaux ?
Exercice 1337 [CENTRALE PC 2026 # 1337] 1. Soient P, Q € R[X], Q de degré 2 & racines distinctes 1, 79. Montrer que P/(Q est
développable en série entiére et préciser le rayon.

2. Sur U = (R\ {—1})x]0,7/2][, poser f(z,t) = arctan (}1—; tan t). Etudier ses extrema.

3. Pour t fixé, montrer que x — f(x,t) est développable en série entiére en 0.
Exercice 1338 [CENTRALE PC 2026 # 1338] Sur R\ A, avec A = {(z, )}, poser f(x,y) = (h(z) — h(y))/(z — y).
1. Si h € C', montrer que f se prolonge continiment a R,
2. Si h € C2, montrer que ce prolongement est C'1.
Exercice 1339 [CENTRALE PC 2026 # 1339] Soitn > 1, f € C*(R?,R). Dire que f vérifie H,, si f(tz,ty) = t" f(x,y) pour tous z,y
ett > 0.
1. Montrer que H,, équivaut a 0, f + y0,f = nf.
2. Sin > 2, montrer d, f(0,0) = 9, f(0,0) = 0.
3. Montrer que f ne s’annule qu’en (0, 0) ssi | f(x, y)| — 400 lorsque ||(x, y)|| — +oo.
Exercice 1340 [CENTRALE PC 2026 # 1340] Soit f € C*(R™,R) radiale : f(x) = o(||z||) pour  # 0.
1. Montrer Af(z) = ¢"([l2])) + 77 ¢ (Il])-

Izl

2. Déterminer les fonctions radiales harmoniques de classe C? sur R™.
Exercice 1341 [CENTRALE PC 2026 # 1341] Soit f € C?(R™,R) telle que le spectre de sa hessienne soit inclus dans [1, +o0o[ en tout
point.

1. Montrer y" Hy(x)y > [ly||*.

2. En déduire f(x) > £(0) + V£(0)Tz + ||z||?/2.

3. Montrer que f admet un minimum, puis qu’il est unique.

3) Probabilités
Exercice 1342 [CENTRALE PC 2026 # 1342] Soit n > 3. Placer successivement n billes, uniformément et indépendamment, dans trois
boites initialement vides. Soit IV le nombre de boites vides.
1. Calculer E(N).
2. Donner laloi de N.
3. En déduire le nombre de surjections de {1,...,n} dans {1,2, 3}.

Exercice 1343 [CENTRALE PC 2026 # 1343] Une urne contient une boule blanche et une noire. A chaque tirage, remettre la boule tirée
en ajoutant deux boules : une de sa couleur et une noire. Soit 7}, le nombre de boules blanches apres n tirages. Préciser X,, = T,,—T},_1
et sa loi, calculer E(7},) et donner un équivalent en +oo.

Exercice 1344 [CENTRALE PC 2026 # 1344] Soient n = 2¢q + 1, Ay, les racines n-iémes de I'unité d’arguments 2k /n, et By 'inter-
section de (Ao Ay ) avec la droite z = —1. Si W, est uniforme sur {1,...,n — 1}, poser Z,, = 2 cot(nW,, /n).

1. Montrer que 'ordonnée de By, vaut 2 cot(km/n).

2. Calculer E(Z,).

3. Donner un équivalent de E(|Z,,]).
Exercice 1345 [CENTRALE PC 2026 # 1345] Soit n > 2 et P,, 'ensemble des parties de {1,...,n}.

1. Si A est uniforme sur P,,, donner la loi de | A|.

2. Pour A, B uniformes indépendantes, calculer P(AN B = ).

3. Pour n parties uniformes indépendantes Ay, ..., Ay, poser Z = |[), A;|. Donner E(Z) et la loi de Z.

Exercice 1346 [CENTRALE PC 2026 # 1346] On lance indéfiniment une piéce équilibrée et numérote les séries de lancers identiques
consécutifs. Soit IV,, le numéro de la série contenant le lancer n.

1. Donner N, (Q2), P(N,, = 1) et P(N,, = n).

2. Relier P(N,, = k) aux probabilités P(N,,_1 = 7).

3. Donner la fonction génératrice de IV,, et son espérance.

4. Calculer V(N,,).
Exercice 1347 [CENTRALE PC 2026 # 1347] Soit X > 0 a support fini et k > 1. Montrer E(X*) = [ kt*~1P(X > t) dt.
Exercice 1348 [CENTRALE PC 2026 # 1348] Soit &,, uniforme, n > 2, et X;(0) = 1sio(i) = ¢, 0 sinon.

1. Donner la loi de X;. Les X; sont-elles indépendantes ?

2. Pour Y le nombre de points fixes, calculer espérance et variance.
Exercice 1349 [CENTRALE PC 2026 # 1349] Soit f € C([0,1]) et By (z) = > _, () f(k/n)a*(1 — z)"~*.

1. Montrer que f est lipschitzienne.

2. Réécrire B, (z) — f(x) comme somme pondérée des écarts.

3. Pour X; ii.d. Bernoulli(z), poser X,, = (>_ X;)/n. Donner loi, espérance, variance et montrer V(X,,) < 1/(4n).
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4. Montrer E(f(X,,)) = B, (x).

5. Pour € > 0, majorer la contribution des indices avec |z — k/n| > ¢/M par 2| f||cP(| X, — x| > ¢/M).

6. En déduire B,, — f uniformément.
Exercice 1350 [CENTRALE PC 2026 # 1350] Soit X a valeurs dans N et (X, ) i.i.d. de méme loi. Pour n > 2, poserY,, = min(X;,..., X,).
Dire que X est implosive si E(X) = +o0 et E(Y},) < 400 pour un certain n.

1. SiP(X =k)=1/vVk+1—1/Vk + 2, montrer que X est implosive et donner son indice d’implosion.

2. Poser u,, = a/(nIn*n) pour n > 2. Choisir a pour que (u,) soit une loi et montrer que la variable associée n’est pas implosive.
Exercice 1351 [CENTRALE PC 2026 # 1351] Soient (X,,) iid. avec P(X,, =1)=p,P(X,,=-1)=q¢=1—p,etS, = > ,_; Xs.

1. Etudier > P(S,, = 0).

2. Pour ¢ > 0, montrer P(S,, > a) < e”"(ge™" + pe*)".

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour que Y P(S,, € A) converge pour toute partie bornée A C R.
Exercice 1352 [CENTRALE PC 2026 # 1352] Soit M,, = (X;;) avec coefficients 1.i.d. uniformes sur {—1,1} et A,, = det M,,.

1. Calculer E(A,,).

2. Montrer V(A,,) = nl.

3. Donner une condition suffisante sur (a,,) C Ry pour que P(A, > a,) — 0.

4. Calculer E(tr(MF)).

Exercice 1353 [CENTRALE PC 2026 # 1353] 1. Pour des variables bornées (X1, . .., X,,), montrer que leur matrice de covariance
est dans S, (R).

2. Réciproquement, toute matrice de S, (R) est-elle matrice de covariance d’un n-uplet de variables réelles bornées ?

Exercice 1354 [CENTRALE PC 2026 # 1354] Soient (X,,) indépendantes, de méme espérance m et variance o2, et X, = n=' > 1 _, X.
Soit f : R — R continue bornée.
1. Montrer P(|f(X,) — f(m)| > ¢) — 0.
2. Montrer E(f(X,,)) — f(m).
Exercice 1355 [CENTRALE PC 2026 # 1355] Soit ¥;, ~ G(1/n).
1. Pour x > 0, déterminer si elle existe la limite de P(Y,,/n < z).
2. Pour f continue bornée sur R, déterminer si elle existe la limite de E(f(Y,,/n)).
Exercice 1356 [CENTRALE PC 2026 # 1356] Soient (X;);>1 i.i.d. a valeursdans N, B, = |, (X; = k) etY,, = [{X1,..., X, }|.
1. Montrer Y,, =3, 1g,.
2. Pour m € N, poser R,,, = ZZo:m+1 1g,. Montrer E(R,,) < nP(X; > m+1).
Exercice 1357 [CENTRALE PC 2026 # 1357] 1. Pour n > 2, montrer qu’une matrice A € M, (C) est de rang 1 ssi elle s’écrit
A=UVT avec U,V € C"\ {0}.
2. Pour (X,Y) avaleursdans {1,...,n}? poser A = (P(X =4,Y = j)). a. Montrer que rg(A) = 1ssi X,Y sont indépendantes.
b. Montrer que I'indépendance équivaut a E(e*X+*Y) = E(e*X)E(e*Y) pour tous s, € R.

Exercice 1358 [CENTRALE PC 2026 # 1358] Soient (X;);>1 i.i.d. a valeurs dans N et ' € N indépendante de chaque famille finie
(X1,...,Xy); poser S = ZZTZI X;. Supposer X7, T intégrables.

1. Exprimer Gx, +...1 x,, en fonction de Gx, .

2. Montrer Gg,.(s) = Gr(Gx, (s)) pour s € [0, 1].

3. Montrer E(S7) = E(X1)E(T).

4. Application : des poules pondent un nombre d’ceufs de loi de Poisson; chaque ceuf éclot avec probabilité p.

XIII) Autres Ecoles MP-MPI 2026
1) Algebre
Exercice 1359 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1359] [IMT] f : N — N, f(m + 1) > f(f(m)). Montrer par récurrence m > p =
f(m) > p, puis f(m) > m, que f est croissante et conclure f = id.
Exercice 1360 [AUTREs EcoLEs MP-MPI 2026 # 1360] [IMT] Factoriser X™ — 1 et 1 + X + --- + X"~ ! dans C[X], puis calculer
22;11 sin(2kw/n) et Hz;ll sin(km/n).
Exercice 1361 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1361] [IMT] Pour A, B € M,,(R), calculer la trace de ¢ : M — AMB.
Exercice 1362 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1362] [IMT] Montrer que A2 = A ssirg(A) < tr(A) et rg(l, — A) < tr([,, — A).

Exercice 1363 [AUTREs £coLEs MP-MPI 2026 # 1363] [IMT] Soient P;, P deux plans distincts de R3 et .S 'espace des endomor-
phismes les laissant stables. Montrer que S est un sous-espace, étudier si les plans sont supplémentaires et montrer qu’ils ont un

a 0 0
vecteur propre commun a tout 4 € S. Trouver une base ol les matrices de .S sont de la forme [ b ¢ d
0 0 e

Exercice 1364 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1364] Diagonaliser la matrice A de taille 4 dont tous les coefficients valent 1, ainsi
que B a diagonale 16 et hors-diagonale 1. Déterminer 7p.
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a b c d

Exercice 1365 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1365] [CCINP] Pour a,b,c,d € C, M = —bc Z ;d _Cb . Calculer M M7,
—d —c b a

en déduire det M, son rang selon a? + b2 + ¢ + d?, puis son spectre et discuter la diagonalisabilité si b? + c> + d? = 0.

Exercice 1366 [AUTRES £COLEs MP-MPI 2026 # 1366] [CCINP] Soient a, b € R, A la matrice de taille n a diagonale b et hors-diagonale
a, et J la matrice de tous les 1. Montrer que A, J sont diagonalisables, déterminer les éléments propres de .J, donner une condition
d’inversibilité de A et exprimer A~1.

Exercice 1367 [AUTREs £EcOLES MP-MPI 2026 # 1367] [IMT] Soient A € M5 2(R), B € M3 3(R). Montrer rg(AB) < 2, discuter

1 0 =z
I'inversibilité. Si AB = (0 1 O |, déterminer les = possibles et discuter la diagonalisabilité de BA.
1 0 1

Exercice 1368 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1368] [CCINP] Pour n > 2, f(P) = (X? + X)P(1) + (X2 — X)P'(1) sur R, [X].
Déterminer noyau, image, valeurs propres, espaces propres et diagonalisabilité.

Exercice 1369 [AUTRES £coLEs MP-MPI 2026 # 1369] [IMT] Pour des endomorphismes u, v d’un espace de dimension finie, montrer
que toute valeur propre de u o v est valeur propre de v o u.

Exercice 1370 [AuTREs EcoLEs MP-MPI 2026 # 1370] [IMT] Si A2 + A + I,, = 0 pour A € M, (R), montrer n pair et calculer
det A, tr A.

Exercice 1371 [AUTREs ECOLES MP-MPI 2026 # 1371] [IMT] Soit A € M,,(R) avec n valeurs propres distinctes. Si A est diagonale,
montrer R[A] égale les matrices diagonales. En général, construire M; tels que A? = Y. \VM;.

Exercice 1372 [AUTREs EcoLEsS MP-MPI 2026 # 1372] [IMT] Soit M a diagonale nulle et coefficients hors diagonale égaux a 1.
Déterminer son spectre puis montrer qu’aucune forme linéaire ¢ ne donne une valeur propre de A pour toute matrice A.

Exercice 1373 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1373] [IMT] Pour f € £L(E), dim E = n, déterminer dim{g: fog=go f = 0}.
Exercice 1374 [AUuTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1374] [IMT] Si tr(A) # 0, montrer que M +— tr(M)A — tr(A)M est diagonalisable
et déterminer ses espaces propres.

Exercice 1375 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1375] [IMT] Soit M € Ms(R), det M = 0, M™ = M?. Montrer M* = M, que M

est semblable a (8 Z), b € {0, 1}, puis discuter b = 0, I'idempotence, diagonalisabilité et trigonalisabilité.
Exercice 1376 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1376] [CCINP] Pour E réel de dimension 4 et 7y = (X2 4 1)(X? + 4), décomposer
les noyaux, trouver z, y tels que f2(z) = —z, f2(y) = —4y, montrer (z, f(z),y, f(y)) base et écrire la matrice.

Exercice 1377 [AuTRrEs EcOLES MP-MPI 2026 # 1377] [CCINP] Soit A stochastique. Montrer 1 € (A) et |A| < 1. Si la diagonale est
strictement positive, montrer |A — w| < 1 — w pour un w €]0, 1], puis situer le spectre dans un disque fermé de rayon < 1 tangent au
cercle unité en 1.

Exercice 1378 [AUTREs fcoLEs MP-MPI 2026 # 1378] [IMT] Sur C1([0,1]), (f,g) = fol x fg. Montrer que c’est un produit scalaire
et calculer le projeté de 1 sur Vect(z, 22).

Exercice 1379 [AUTREs EcoLEs MP-MPI 2026 # 1379] [CCINP] Sur R,,[X], (P,Q) = >_.", P(a;)Q(a;) pour a; distincts. Montrer
que c’est un produit scalaire. Pour H = {P : " «; P(a;) = 0}, @ # 0, donner dim H et calculer d(Q, H) pour le générateur unitaire
Q de H-.

Exercice 1380 [AUTRES £coLEs MP-MPI 2026 # 1380] [CCINP] Soient u isométrique et v = id —u. Montrer Imv L Ker v. Pour
fulx) = % ZZ;S u¥ (), établir la décomposition puis la convergence simple vers le projecteur orthogonal sur Ker v.

Exercice 1381 [AUTRES £coLEs MP-MPI 2026 # 1381] [CCINP] Montrer successivement que toute matrice positive admet une racine
carrée positive, que M 7T M est positive, que toute matrice positive est de la forme M7 M, et que A est diagonalisable réelle ssi
AT = SAS~1 pour un S symétrique définie positive.

Exercice 1382 [AUTREs EcoLEs MP-MPI 2026 # 1382] [IMT] Si f est autoadjoint sur un espace euclidien, montrer que {f(z),z) =0
pour tout = entraine f = 0. Donner une condition nécessaire et suffisante pour || f()||?> = (x, f()) pour tout z.

2) Analyse
Exercice 1383 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1383] [IMT]Si f € L(E, F) est continue entre espaces normés, montrer Ker f fermé.
La réciproque est-elle vraie ? Montrer qu’elle 'est pour ' = R ou C.
Exercice 1384 [AUTREs tcoLEs MP-MPI 2026 # 1384] [IMT] Sur C([0,1]) muni de || - ||, poser A = {f : f(0) = 0,]’01 =1}
Montrer que A est fermé non vide, que || f|loc > 1 sur A, et calculer d(0, A).

Exercice 1385 [AUTREs ECOLEs MP-MPI 2026 # 1385] [IMT] Pour n ¢ {0, 1}, montrer qu’il existe un unique z, > 0 tel que
Ty +€e"" =n, avec % Inn < z, <Inn.Donner un équivalent et un développement a deux termes.

Exercice 1386 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1386] [IMT] Etudier les séries de termes généraux 1/(nInn)?, (Inn/n)?, et la queue
alternée >, (—1)*/(kInk)?.

Exercice 1387 [AUTREs fcoLEs MP-MPI 2026 # 1387] [CCINP] Soit ug > 0,u,+1 = 1—e~%».Etudier (u,,) etles séries > (—1)"up, Y uZ, >

Exercice 1388 [AuTRrEs tcoLEs MP-MPI 2026 # 1388] [IMT] Pour x > 0, poser I(x) = f;z(l — e~ t)/t? dt. Déterminer les limites
en 0T et +o0.
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Exercice 1389 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1389] [IMT] Pour f(¢) = In(¢)/(1 — t), montrer que fol fet fol 1/f convergent puis
que leur produit est au moins 1.

Exercice 1390 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1390] [IMT] Montrer que fooo cos(t?) dt existe et est strictement positive.
Exercice 1391 [AUTREs EcoLES MP-MPI 2026 # 1391] [CCINP] Poser f(x) = le et /tdt.

1. Montrer f(x) > —Inz et sa limite en 0.

2. Pour tout n > 1, montrer qu’il existe un unique u,, €]0, 1] tel que f(u,) = n et déterminer sa limite.

3. Montrer I = fol(et — 1)/t dt converge et u,, ~ /="
Exercice 1392 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1392] [CCINP] Pour |z| < 1, f,(0) = >_, <, 2" cos(nf) /n. Etudier convergence et
régularité, calculer f(0), f (), montrer f} = —xsinf/(1 — 2z cos f + %), en déduire f et calculer [ In(1 — 2z cos § + 22)df.
Exercice 1393 [Autres Ecores MP-MPI 2026 # 1393] [CCINP] Poser f,,(z) = cos™(z) sin(nx)/n. Montrer Y f,, converge simple-
ment, que sa somme est C'!' sur R\ 7Z et de dérivée —1, puis I'expliciter.
Exercice 1394 [AUTRES £COLEs MP-MPI 2026 # 1394] [IMT] Pour f(z) = ., ., n®z™/nl, déterminer le rayon et exprimer f al'aide
de fonctions usuelles. -
Exercice 1395 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1395] Soit a; = ag > 0, ap, = ap—1 + 2a,-2/n.

1. Montrer que (a,,) croit, que a,, = a1 + 2, _, ax_2/k, et qu'elle diverge; établir a,, < n?a;.

2. Pour f(x) = > a,a™, trouver le rayon et vérifier (1 — )y’ = (1 + 2z)y.

3. Résoudre ’équation et en déduire a,,.
Exercice 1396 [AUTREs ECOLEs MP-MPI 2026 # 1396] [IMT] Poser a,, = [, (cosh ¢)~"dt. Montrer I'existence, étudier (a,,), la série
alternée Y (—1)"a, etle rayon de > a,z™.
Exercice 1397 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1397] [IMT] Poser a,, = fol t" /+/1 — t3 dt. Montrer 'existence, calculer la limite et
le rayon de > a,x™.
Exercice 1398 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1398] [CCINP] Poser I,, = fooo(l + 23)~"dx. Montrer I'existence et la limite, puis
calculer la somme de Zk21(_1)klk~
Exercice 1399 [AUTRES £coLEs MP-MPI 2026 # 1399] [IMT] Poser /(z) = [;~ sin(wt)e ™!/t dt. Montrer [;° cos(at)e~'dt = 1/(1+
x2), puis que 1) est C! et calculer ¢/, 1).
Exercice 1400 [AUTREs £coLES MP-MPI 2026 # 1400] [CCINP] Pour f(z) = fooo e~tei! /\/t dt, déterminer son domaine, montrer
C1, calculer f(0), établir une équation différentielle et en déduire une expression.
Exercice 1401 [AUTRES £COLES MP-MPI 2026 # 1401] [IMT] Poser f(z) = e~2"/2 Iy e~t*/2dt. Montrer C*, trouver une équation
différentielle et le développement en série entiére.
Exercice 1402 [AUTREs EcoLes MP-MPI 2026 # 1402] [IMT] Soit f continue et f(z) = 1 — [, (z 4+ t)f(z — t)dt. Poser F(z) =
Jo f(@)dt. Montrer f € C', F” + xF' + 2F = 0, F(0) = 0, F'(0) = 1, puis expliciter .
Exercice 1403 [AUTRES £COLES MP-MPI 2026 # 1403] [IMT] Soient ¢ < 0 continue et 3 + qy = 0. Montrer y? convexe, qu’une

solution ayant deux zéros distincts est nulle, que toute solution bornée est nulle et, si y(0) = yo > 0,4'(0) = 0, que y > yo et est
convexe.

Exercice 1404 [AUTRES ECOLEs MP-MPI 2026 # 1404] [IMT] Résoudre sur R’} 2%y" + 1y = 0, d’abord avec y = z°.
Exercice 1405 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1405] [CCINP] Soit y € C*(R) vérifiant (E) : y®) — 5y + 7y — 3y = 0.

0 1 0
1. Montrer que y vérifie (E) si et seulement si Y/ = AY,ouY = (y,¢',y")TetA= [0 0 1
3 =7 5
0 1 0 1 10
2.Pour M= [0 0 1], trouver P € GL3(R)telque P'MP={(0 1 0
3 =75 0 0 3

3. Poser Z = P~1Y, établir I'équation vérifiée par Z, la résoudre puis en déduire les solutions de (E).

Exercice 1406 [AUTRES EcoLEs MP-MPI 2026 # 1406] [CCINP] Pour A(—1,1), B(0,1),C(0,—1), D(—1,—1) et f(x,y) = —22° +
22 — 32 + 5, montrer que f est bornée sur le rectangle et déterminer ses extrema.

3) Probabilités
Exercice 1407 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1407] [IMT] Un lion chasse un jour sur deux : apres avoir mangé, il ne chasse pas le
lendemain; sinon il chasse et mange avec probabilité 1/2. La veille du jour 1 il n’a pas mangg.
1. Probabilité qu’il ne mange pas durant les n premiers jours.
2. Probabilité de son premier repas le jour n.
3. Si p; est la probabilité qu’il mange le jour 7, établir une récurrence et ’expliciter.

Exercice 1408 [AUTRES £CoLEs MP-MPI 2026 # 1408] [CCINP] Marche aléatoire sur Z depuis 0, vers la gauche avec probabilité p,
vers la droite avec ¢ = 1 — p. Noter r,, la probabilité d’étre en 0 au temps n, et s,, celle du premier retour a 0 au temps n.

1. Calculer r,,.
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2. Pour F(x) = >, orn2" G(x) = >, 5  Sna™, étudier les domaines et continuité.
3. Montrer F(t)G(t) = F(t) — 1 sur [0, 1].
Exercice 1409 [AuTres EcoLes MP-MPI 2026 # 1409] [CCINP] Deux urnes contiennent respectivement (2 blanches, 3 noires) et

(4 blanches, 3noires). A chaque tirage, choisir une urne au hasard, tirer avec remise, puis tirer au tour suivant dans U; si la boule
était blanche, Us sinon. Pour p,, = P(B,,), calculer py, établir p,, 11 = —6p,, /35 + 4/7 et résoudre.

Exercice 1410 [AUTRES ECOLES MP-MPI 2026 # 1410] [IMT] Soient X ~ P()\) et Y indépendantes avec P(Y = n) = p(1 — p)™.
1. Calculer E(Y),V(Y),P(X #0,Y #0).

—a a 0
2. Pour My, = | 2a 0 O |, déterminer le spectre.
0 0 b

3. Calculer P(Mx y inversible).

Exercice 1411 [AuTREs £coLEs MP-MPI 2026 # 1411] [IMT] Soient X,Y ~ G(p) et Z ~ P(]) indépendantes. Soit M,, € M, (R)
la matrice symétrique dont les coefficients (1,1) et (n,n) valent X, les coefficients (1,n) et (n, 1) valent Y, les autres coefficients
diagonaux valent Z, et les autres coefficients sont nuls. Calculer P(M,, € S,/ (R)) puis E(M,,).

XIV) Autres Ecoles PSI 2026

1) Algebre
Exercice 1412 [AUTRES EcoLEs PSI 2026 # 1412] [Navale] Pour n > 2, montrer qu’un hyperplan de M,,(C) ne contenant aucune
matrice inversible contient toutes les nilpotentes, puis en déduire que tout hyperplan contient une matrice inversible.
Exercice 1413 [AuTres ECOLES PSI 2026 # 1413] [CCINP] Soient p,q € L(FE) avec p + ¢ = id et rg(p) + rg(q) < dim E. Rappeler
la définition d’un projecteur et montrer que p, ¢ sont des projecteurs.

Exercice 1414 [AUTRES £coLes PSI 2026 # 1414] [IMT] Pour A € M, (R), poser p(X) = X + tr(X)A. Montrer que ¢ est un
endomorphisme, bijectif si tr(A) # —1, puis déterminer rang et image lorsque tr(A) = —1.

11 1 1
Exercice 1415 [AUTREs EcoLEs PSI 2026 # 1415] [ENSEA] Pour T = 0 8 1 8 , déterminer rang, valeurs propres sans calculer
0 010

X, et diagonalisabilité.
Exercice 1416 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1416] [IMT] Sur £ = C3, définir f,(e1) = fa(e3) = ae1 + ex — aes, fales) = 0.
1. Déterminer image et noyau, puis sa matrice.
2. Calculer A? et en déduire des propriétés de f,.
3. A est-elle inversible ou diagonalisable ?
Exercice 1417 [AUTRES £COLEs PSI 2026 # 1417] [ENSEA] Pour a # b, décomposer % en éléments simples. Montrer ensuite
que ®(P) = (X — a)(X — b)P’ — nX P est un endomorphisme de R,,[X] et déterminer ses éléments propres.
Exercice 1418 [AUTRES £COLEs PSI 2026 # 1418] [ENSEA] Poser ®(P) = P(X +1) sur R, [X]. Vérifier que c’est un endomorphisme,
étudier sa diagonalisabilité et ses éléments propres, donner sa matrice, calculer ses puissances et discuter son inversibilité.
Exercice 1419 [AUTREs EcOLEs PSI 2026 # 1419] [CCINP] Soit u € £(R?) avec u® + u = 0.
1. Montrer Im(u? +id) C Ker u et que Ker(u? + id) et Ker u sont en somme directe.

2. Montrer que 0 est sa seule valeur propre réelle.

0 0 O
3. En déduire que les deux noyaux sont non nuls et qu’il existe une base ol v a la matrice [0 0 -1
01 0

Exercice 1420 [AUTREs tcoLEs PSI 2026 # 1420] [IMT] Si A € M,,(R) est diagonalisable, montrer (tr A)? < rg(A) tr(A?).
Exercice 1421 [AUTREs £coLks PSI 2026 # 1421] [CCINP] Si f3 + f = 0, montrer Ker f et Im f supplémentaires et, en dimension
finie, que rg f est pair.
Exercice 1422 [AUTRES ECOLEs PSI 2026 # 1422] [IMT] Soient Ao, . .., A, distincts.
1. Construire les polynémes de Lagrange L; avec L;(\;) = d;;.
2. Pour A € C[X], B = [];_o(X — A), montrer que ®(P) égale le reste de AP modulo B définit un endomorphisme de C,,[X].
3. Montrer que les L; forment une base propre et donner les valeurs propres.

Exercice 1423 [AUTRES £cOLES PSI 2026 # 1423] [IMT] Pour A € M,,(R), poser B = (21 ?)

1. Exprimer det B en fonction de det A.
2. Déterminer Y g et relier les spectres.
3. Rappeler deux critéres de diagonalisabilité et montrer B diagonalisable ssi A I’est.

Exercice 1424 [AUTREs £ECOLES PSI 2026 # 1424] [IMT] Pour u, v € L(E), montrer qu'une valeur propre non nulle de v o v est valeur
propre de v o u. En dimension finie, montrer Iégalité des spectres. Donner un contre-exemple sur R[X | avec u(P) = X P, v(P) = P'.
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Exercice 1425 [AUTRES ECOLESs PSI 2026 # 1425] [IMT] Déterminer les matrices M € M3(R) telles que tr(M) = 3 et M> = M?2.
Exercice 1426 [AUTRES EcoLEs PSI 2026 # 1426] [CCINP] Soit u en dimension n ayant n valeurs propres distinctes, et Z(u) = {v :
uv = vu}.

1. Montrer que Z(u) est un espace vectoriel et que les sous-espaces propres de u sont stables par v € Z(u).

2. Déterminer leurs dimensions et montrer qu’une base propre de u existe.

3. Montrer que v € Z(u) ssi sa matrice dans cette base est diagonale, déterminer dim Z(u) et en donner une base parmiid, u, ..., u" L.
Exercice 1427 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1427] [CCINP] Pour A = B2.

1. Combien I, a-t-elle de racines carrées diagonales réelles?

2. Montrer que —I5,, 11 a des racines carrées complexes mais aucune réelle.

3. La matrice nulle a-t-elle des racines carrées non nulles ?
Exercice 1428 [AUTREs £COLES PSI 2026 # 1428] [CCINP] Déterminer les M € M, (R) vérifiant M3 = 4M et tr(M) = 0.

Exercice 1429 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1429] [IMT] Dans une base orthonormée directe d’un espace euclidien de dimension 3,
déterminer la matrice de la rotation d’angle 27 /3 autour de I’axe dirigé par (e; — ez + e3)/v/3.

Exercice 1430 [AUTREs ECOLEs PSI 2026 # 1430] [CCINP] Soient (eq, . . ., ,,) unitaires dans un espace préhilbertien réel, avec ||z ||?
>z, €;)? pour tout .

1. Montrer que la famille est orthonormale.

2. Montrer que l'espace est de dimension n.

Exercice 1431 [AUTREs ECOLEs PSI 2026 # 1431] [CCINP] Si u est orthogonal sur un espace euclidien et v = id —u, montrer Kerv =
(Imv)*.

Exercice 1432 [AUTREs ECOLEs PSI 2026 # 1432] [IMT] Pour M € GL,(R), poser A = MT M.
1. Montrer A € S;'*(R) et qu’il existe S € S+ tel que A = S2.

2. En déduire une décomposition M = OS avec O orthogonale et .S symétrique définie positive.

2) Analyse
Exercice 1433 [AUTRES ECOLEs PSI 2026 # 1433] [IMT] Soit F}, 'ensemble des polyndmes unitaires de degré n. Montrer inf pc , fol |P(t)|dt
0.
Exercice 1434 [AUTREs EcOLES PSI 2026 # 1434] [IMT] Pourn > 1, u,, = % Montrer u,, — 0.

Exercice 1435 [AUTREs ECOLEs PSI 2026 # 1435] [IMT] Pour n > 2, f,(z) = na3 + nx — 2.
1. Montrer qu’il existe un unique u,, € (0, 1) tel que f,,(u,) = 0.
2. Etudier la monotonie et la limite de w.,.
3. Donner un équivalent de wu,, — ¢.
Exercice 1436 [AUTREs EcoLEs PSI 2026 # 1436] [IMT] Soit ug €0, 1] et uy 41 = (u, + u2)/2. Etudier (u,,) et la série Y uy,.

Exercice 1437 [AUTRES EcoLEs PSI 2026 # 1437] [IMT] Pour u,, = fOﬂ/Q cos™(t) sin(nt) dt.

1. Etablir la convergence de (u,,).

2. Montrer tup 41 — Uy = 1/(n+ 1) — Up41.

3. Déterminer la nature de ) .
Exercice 1438 [AUTREs ECOLES PSI 2026 # 1438] [ENSEA] Déterminer les fonctions continues f : R — R telles que f(x)— fol f®)dt =
1 pour tout z.
Exercice 1439 [AUTREs £COLES PSI 2026 # 1439] [CCINP] Sur E = C°([0,1]), poser ®(f)(0) = f(0) et ®(f)(z) = a~" [ f(t)dtsi
x> 0.

1. Montrer que ® est un endomorphisme.

2. Montrer que 0 n’est pas valeur propre et déterminer ’espace propre associé a 1.

3. Déterminer toutes les valeurs propres et leurs espaces propres.
Exercice 1440 [AUTRES EcOLEs PSI 2026 # 1440] [CCINP] Poser f,(z) = 22/(2? 4+ n? + sinz).

1. Montrer la convergence simple sur R et donner la limite.

2. Etudier la convergence uniforme sur [—a, a], puis sur R.
Exercice 1441 [AUTREs £coLes PSI 2026 # 1441] [CCINP] Poser f(t) = >, 5, % Déterminer son domaine, sa continuité et un
équivalent lorsque ¢ — 1.
Exercice 1442 [AUTRES £ECOLES PSI 2026 # 1442] [Navale] Poser u, (x) = e~*™.

1. Etudier la convergence de la série en fonction de .

2. Montrer que sa somme est continue sur R’} .

3. Déterminer sa limite & +00 et un équivalent en 0.
Exercice 1443 [AUTRES EcoLes PSI 2026 # 1443] [CCINP] Sip € C°(R) et [p(x)] < C/(1+22), poser f(z) = @(z) + 3,5, (p(x +
n) + ¢z —n)).
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1. Montrer que f est définie, continue et 1-périodique.

2. Pour g continue 1-périodique, montrer ¢g intégrable et [; 0g = fol fg.
Exercice 1444 [AUTREs ECOLES PSI 2026 # 1444] [IMT]

1. Montrer que la convergence uniforme de Y ¢,, implique g,, — 0 uniformément.

2. Pour f,(z) = nz®e~ V™ sur R, déterminer la limite simple et étudier la convergence uniforme de (f,,), puis de 3 f,..
Exercice 1445 [AUTREs £coLEs PSI 2026 # 1445] [CCINP]

1. Décomposer et en déduire une primitive sur | — 1, 1].

1
1+x3 x+1 + 12 z+1
2. Déterminer le rayon de ), < ,(—1)"23" "1 /(3n + 1), sa somme, puis Y onso(=1)"/(3n +1).

Exercice 1446 [AUTREs EcOLES PSI 2026 # 1446] [ENSEA] Poser I,, = ﬂ/ *

1. Déterminer rayon et somme de ) o z" " /(n + 1).

tan™(z) dzx.

2. Montrer 0 < I, < /4 et en déduire une minoration du rayon de > I,z".
3. Montrer I, + I,12 = 1/(n + 1) et en déduire le rayon.
4. Montrer Y I, diverge et > (—1)™I,, converge.
Exercice 1447 [AUTRES £COLES PSI 2026 # 1447] [CCINP] Poser Iy, = [, t"e™"'dt et a,, = n!/n" 1.
1. Calculer lim(1 — 1/n)™ et I .
2. Déterminer le rayon de > a,z™ et étudier Y ane™, > an(—e)™.
3. Pour x dans I'intervalle de convergence, montrer ) -, a 2™ = fo

ef—mt dt.

nx

Exercice 1448 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1448] [CCINP] Poser I,, = fo ey de.
1. Justifier la convergence.
1 n n—1
2n3" 2n
3. Etudier la convergence et la limite de (I,,).

2. Montrer pour n > 2 que I,, =

In—l'

4. Exprimer n2" [, puis déterminer rayon et somme de > I,,z™.

Exercice 1449 [AUTREs EcOLEs PSI 2026 # 1449] [CCINP] Poser u,, = |, 11;2 dt, S(x) =3, 50 una".

1. Rappeler le rayon de convergence et le déterminer.

1 b
2. Trouver a, b, ¢ tels que A== = ’ﬂ':fg +

3. Calculer S(z) pour || < R, puis montrer la continuité en —1 et calculer S(—1).

Exercice 1450 [AUTRES EcOLEs PSI 2026 # 1450] [ENSEA] Pour F'(z) = fooo Sinixt) e~ tdt, montrer que F est définie et O}, calculer
I’ et en déduire F'.

Exercice 1451 [AUTRES ECOLEs PSI 2026 # 1451] [IMT] Pour f(z) = [;° e *'sinh(t)/t dt, déterminer son domaine, montrer C'",
calculer f’ et sa limite en +oo0.

Exercice 1452 [AuTRrEs £coLes PSI 2026 # 1452] [IMT] Pour f(z) =
en considérant x f (x), donner des équivalents aux bords.

Exercice 1453 [AUTREs £COLES PSI 2026 # 1453] [CCINP] Poser f(z) = fooo tTe~tdt.
1. Montrer que f est définie et continue sur Ry et f(x) = 2 f(x — 1) pour 2 > 1.
2. Poser V,, = an (f(u))du, ®(z) = f;ﬂ In( f(u))du. Montrer ®(x) = Inz, déterminer sa limite et conclure sur la série

2. (=1)"Vy.

Exercice 1454 [AUTRES £COLEs PSI 2026 # 1454] [CCINP] Pour g(z) = [~ e~ *'sin®(t)/tdt, z > 0

1. Montrer I’existence et calculer la limite en +oo.

c
1—xt*

1tT

0 T dt déterminer son domaine, montrer la continuité et,

2. Montrer g € C1, calculer ¢’ puis g.
Exercice 1455 [AUTRES £COLES PSI 2026 # 1455] [IMT] Justifier I'existence puis calculer fooo et—t_ldt. Indication : Zn21 1/n? = n?/6.
Exercice 1456 [AUTRES £COLES PSI 2026 # 1456] [CCINP] Soit I = [, sin(t)/ sinh(t) dt.

1. Etablir la convergence et développer sin ¢/ sinh t en série exponentielle.

2. Endéduire I =3 ,2/((2n + 1)2 + 1) et montrer m/4 < I < /4 + 1.
Exercice 1457 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1457] [CCINP] Justifier I'existence de I = [;° #2/(e” — 1) dx et montrer I = D ons1 2/mP.

Exercice 1458 [AUTRES ECOLEs PSI 2026 # 1458] [CCINP] Pour I = fol tlnt dt, montrer que l'intégrale converge puis que [ =

ZnZU 1/(27’L + 1)2
Exercice 1459 [AUTREs EcOLEs PSI 2026 # 1459] [IMT]

1. Selon A\ € R, déterminer le nombre de solutions de ze™* = \.

2. Pour K = {(z,y) € R2 : 24+ y < 1} et f(z,y) = 2y(l — = — y), montrer sans calcul que f atteint un maximum et le
déterminer.
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Exercice 1460 [AUTRES EcoOLES PSI 2026 # 1460] [IMT] Soient n > 3, h = 1/n, D1 = (d;;) définie par diy = 1, dpp = 1et
di,k—1 = —1 pour 2 < k < n, les autres coefficients étant nuls, et D la matrice symétrique tridiagonale de diagonale (2,...,2,1) et
de coefficients sous- et sur-diagonaux —1. Sur R™, poser (X,Y), = h > ;_, zpyx et f(X) = || D1 X7 — (X, V).

1. Calculer DfDl.

2. Montrer f € C* et calculer son gradient.

3. Montrer D inversible, déterminer 1'unique point critique X, en fonction de Ds,V, puis exprimer f(X.) en fonction de
(Xey V.

3) Probabilités
Exercice 1461 [AUTREs ECOLES PSI 2026 # 1461] [CCINP] Tirages indépendants avec remise, probabilité p d’obtenir une verte.
1. Pour X, rang de la premiére verte, donner loi et espérance.
2. Pour X5 rang de la deuxiéme verte, donner loi et espérance.
Exercice 1462 [AUTRES £COLES PSI 2026 # 1462] [CCINP] Deux dés donnent X, Xo, fonctions génératrices G1, Go. Poser P(X) =
0, X,
1. Expliciter G.
2. Montrer que si X + X3 était uniforme sur {2, ..., 12}, alors G (t)G2(t) = t2P(t)/12.
3. Trouver les racines de P et conclure.

Exercice 1463 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1463] [CCINP] La probabilité qu’une famille ait n > 1 enfants vaut a\™, avec 0 < A < 1,
(1 4+ a)A < 1. Chaque enfant est garcon avec probabilité ¢ = 1 — p.

1. Calculer la probabilité qu'une famille n’ait aucun enfant.
— .k k+1
2. Montrer - -, ()2 = a® /(1 — x)"*.
3. Calculer la probabilité d’avoir exactement k garcons puis celle d’en avoir au moins deux sachant qu’il y en a au moins un.

Exercice 1464 [AUTREs ECOLES PSI 2026 # 1464] [CCINP] Pour (X,Y) € N*, P(X =k,Y =n) = (})p(1 — p)2 " sik <mn,et0
sinon.

1. Déterminer la loi de Y.
2. Montrer -, (1)a" % = (1 —a)~*1.
3. Déterminer la loi de X et étudier 'indépendance.
Exercice 1465 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1465] [IMT] Si X ~ P(A):
1. Pour A\ fixé, déterminer le n maximisant P(X = n).
2. Pour n fixé, déterminer le A maximisant P(X = n).
Exercice 1466 [AUTREs ECOLEs PSI 2026 # 1466] [ENSEA] Pour p €]0,1[, P(X = n) = p?n(1 — p)"~! pour n > 1.
1. Vérifier qu’il s’agit d’une loi.
2. Calculer E(X — 1) et E((X — 2)(X —1)).
3. En déduire espérance et variance.
Exercice 1467 [AUTRES EcoLEs PSI 2026 # 1467] [CCINP] Soient X, X5 indépendantes de loi B(n, 1/2).

1. En développant (1 + X)?" de deux fagons, montrer >, _, (2)2 = (>").

n

2. En déduire la probabilité que <)(()1 ; > soit diagonalisable.
2

Exercice 1468 [AUTRES ECOLES PSI 2026 # 1468] [CCINP] Pour M = (2 ;Z) , montrer a7 = (X — b)? + a® — b? et caractériser
sa diagonalisabilité réelle. Pour X ~ G(p), calculer P(X > n).Si X, Y géométriques indépendantes de paramétres py, p2, déterminer

la probabilité que ( ;)( ;3)/'( ) soit diagonalisable, puis calculer P(X =Y.

XV) Autres Ecoles PC 2026

1) Algebre
Exercice 1469 [AUTREs £coLEs PC 2026 # 1469] [CCINP] Si E est réel et f,g € L(E) avec E = Ker f + Im g, montrer Im f =
Im(f o g).

Exercice 1470 [AUTREs £COLEs PC 2026 # 1470] [IMT] Pour A € M,,(R), poser E4 = {M : AM A = 0}. Montrer que E4 est un
espace vectoriel et préciser sa dimension.
Exercice 1471 [AUTREs £coLEs PC 2026 # 1471] [CCINP] Soit A € M3(R) non nulle telle que A3 + 94 = 0.
1. Montrer A diagonalisable sur C et (4) C {0, +3i}, puis que det A = 0.
2. Par conjugaison, établir (A) = {0, £3i}.
0

3
3. Construire une base réelleou A= P [ -3 0
0 0

PL

o O O
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Exercice 1472 [AUTREs ECOLES PC 2026 # 1472] [IMT] Pour A a diagonale 3 et coefficients hors diagonale 1, déterminer les éléments
propres.

Exercice 1473 [AUTREs £coLis PC 2026 # 1473] [IMT] Pour A = , discuter la diagonalisabilité et déterminer ses

ISR N
=W N =
[IENEGCR N
=~ W N

éléments propres.

a b
Exercice 1474 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1474] [CCINP] Poser M (a,b,c) = [ ¢ a
b ¢

Q0

1. Ecrire M(a, b, c) avec J = M (0, 1,0) et J?; montrer que ces matrices forment une algébre stable par produit.

2. Diagonaliser J sur C et en déduire les valeurs propres de M (a, b, ¢).

3. Montrer que M est diagonalisable sur R ssi b = c.

4. Déterminer les triplets donnant un projecteur autre que 0, I5 et préciser noyau et image.
Exercice 1475 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1475] [IMT] Soient f, g € L(E) complexes et fg — gf = Bf.

1. Montrer fg™ — g" f = nBg™.

2. En déduire que g" = 0 a partir d’un certain rang.

3. Montrer que f, g ont un vecteur propre commun.
Exercice 1476 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1476] [CCINP] Soient ¢ : F — Cnon nulle, a € Ker o \ {0} et t(z) =  — ¢(x)a.

1. Rappeler qu'une symétrie est diagonalisable, avec quelles valeurs propres.

2. Montrer qu’une forme linéaire non nulle est surjective; construire b # 0 avec t(b) = b.

3. Déterminer Im(¢ — id), Ker(t — id), le spectre et la diagonalisabilité de .
Exercice 1477 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1477] [CCINP] Soit M = (mj,) € M, (C) définie par m;; = 0, mj, = isij < ketmj =
—isij > k, et soit B la matrice dont tous les coefficients valent 1. Pour A € C, poser A(\) = AL, — M et P(z) = det(A(A\) + zB).
1. Pour o = €™/, calculer o™ et résoudre 2™ = —1.

2. Montrer (X — i, X + i) est une base de C;[X].

3. Trouver a, b dépendant de A tels que P(z) = a(z — i) + b(z + 7).

4. M est-elle diagonalisable ?
Exercice 1478 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1478] [CCINP] Sur E = C°(R), poser ¢(f)(z) = 2! [ f(t)dt siz # 0 et o(f)(0) =
f(0).

1. Montrer que ¢ est linéaire et envoie F dans E.

2. Etudier la stabilité de R[X] et R,,[X], I'injectivité et la surjectivité des applications induites.

3. Résoudre Azy’ + (1 — \)y = 0 avec continuité en 0, selon A # 0.

4. Déterminer les valeurs propres de ¢ et des restrictions.
Exercice 1479 [AUTRES Ecoris PC 2026 # 1479] [CCINP] Si f est de rang 1 sur un espace complexe de dimension n > 2, montrer
xf(X) = X""1(X — tr f) et que [ est diagonalisable ssi tr f = 0.
Exercice 1480 [AUTREs fcoLEs PC 2026 # 1480] [CCINP] Soit E réel de dimension impaire et f+ f2 = 0. Préciser le spectre, discuter
l'automorphisme, et montrer Im f et Ker f supplémentaires.
Exercice 1481 [AUTRES £coLEs PC 2026 # 1481] [CCINP] Soient A € Mag 5(R) et B = AT A. Montrer B diagonalisable sur R, que
0 est valeur propre, et donner une borne sur la dimension du noyau.
Exercice 1482 [AUTREs £coLgs PC 2026 # 1482] [CCINP]

2 1 , . . .
1. Pour A = 1 o) montrer que I’endomorphisme associé est autoadjoint, trouver ses valeurs propres et une base propre
orthonormée.
2. Pour u autoadjoint de spectre ordonné A\; < --- < \,, montrer (u(z),z) = > A\x? dans une base propre orthonormée et

Ap = max||z =1 (u(z), ).

2) Analyse

Exercice 1483 [AUTRES ECOLES PC 2026 # 1483] [CCINP] Une suite (u,,) est adaptée a f si u,, f(nx) = Z;:Ol flx+j/n).
1. Montrer que les fonctions 1 et z — 1/2 appartiennent & E avec suites adaptées respectives u,, = n et u,, = 1.

2. Si f # 0 admet une suite adaptée, montrer son unicité. Si f € CP et f(P) # 0, montrer que les dérivées f(*) sont dans E et
relier les suites adaptées.

3. Définir les polynoémes By = 1, BI’) =pB,_1, fol B, = 0. Calculer By, By, leurs degrés et montrer B, € F avec sa suite adaptée.
Exercice 1484 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1484] [IMT] Soit E = {f € C°(R) : f(2z) =1+ fox (x —t)f(2t)dt}.

1. Montrer que f € F implique f dérivable et exprimer f’.
2. En déduire une équation différentielle linéaire d’ordre 2.
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3. Déterminer E.
Exercice 1485 [AUTREs EcoLEs PC 2026 # 1485] [CCINP] Poser f(z) =Y - (—=1)"/(z + n).
1. Déterminer son domaine et montrer la continuité sur R... R
2. Montrer _, - (=1)"/(z +n) ~ 1/x quand 2 — 0*.
Exercice 1486 [AUTREs EcoLs PC 2026 # 1486] [CCINP] Pour f,,(z) = x/[n(1 + n%x?)] :
1. Dresser son tableau de variations.
2. Pour f =" ., fn, déterminer le domaine et étudier la continuité.
3. Etudier Y f/, etla régularité de f sur R*.

— f(0 +oo
4. Pour x > 0, montrer M > / _w et étudier la dérivabilité en 0.
x + 2u(l+u?)

Exercice 1487 [AUTRES EcoLEs PC 2026 # 1487] [IMT] Développer en série entiére x — fol arctan(zt) dt et préciser le rayon.
Exercice 1488 [AUTRES EcoLEs PC 2026 # 1488] [CCINP] Pour f(x) = In(1+x)/x, préciser le domaine, prolonger en 0, puis montrer
par série entiére que f € C°.
Exercice 1489 [AUTREs ECOLEs PC 2026 # 1489] [IMT] Soit ug = 1, upt1 = Yo UkUn—k. Trouver u, en étudiant f(z) =
ano upz™ et x f ().
Exercice 1490 [AUTREs EcoLris PC 2026 # 1490] [CCINP] Poser I,, = fol 2" /(1 4+ x) da.

1. Etudier la convergence de (I,,) et calculer la limite.

2. Calculer I, + I,,41.

3. Déterminer lim,, 00 >_p_, (—1)* 1 /K.
Exercice 1491 [AUTREs tcorrs PC 2026 # 1491] [IMT] Soit f € C([0,1],Ry) et I, = [, sin(f(t)/n)dt

1. Déterminer la limite de I,,.

2. Donner un équivalent puis un développement a deux termes.
Exercice 1492 [AUTREs EcoLgs PC 2026 # 1492] [CCINP] Poser [,, = fo W' Justifier 'existence et déterminer la limite.

Exercice 1493 [AUTREs EcOLEs PC 2026 # 1493] [Actuariat] Poser f(x fo e T 1dt.

1. Montrer que f est définie pour z > 0.

2. Montrer sa convexité directement par définition, puis par la dérivée seconde.
Exercice 1494 [AUTREs £EcoLEs PC 2026 # 1494] [CCINP] Rappeler arctant < t pour t > 0. Pour f(x fo *t arctan(t)dt,
déterminer le domaine et la limite en +o0o0, puis établir z f (z fo ~2t /(1 + t2)dt et calculer la limite de zf(x)enO.
Exercice 1495 [AUTREs EcoLres PC 2026 # 1495] [CCINP] Pour F(z) = fooo sint o=t ¢, montrer |sin¢| < ¢, justifier I'existence et
étudier la continuité sur R .

Exercice 1496 [AUTREs ECOLES PC 2026 # 1496] [CCINP] Montrer la convergence et calculer fooo 1117; dt.

Exercice 1497 [AUTRES EcoLEs PC 2026 # 1497] [CCINP] Pour f(z,y) = x2 + 2, étudier les points critiques et extrema, déterminer
les équipotentielles et représenter z = f(z,y).

3) Probabilités
Exercice 1498 [AUTRES ECOLES PC 2026 # 1498] [IMT]
1. Déterminer a > 0 pour que (a/(i!5!));, j)en2 soit une loi.
2. Pour P(X =4,Y = j) = a/(ilj!), déterminer les lois marginales et 'indépendance.
Exercice 1499 [AUTREs £COLES PC 2026 # 1499] [IMT] Soit X intégrable avec E(X) # 0. Pour A, poser Px (A) = E(1,X)/E(X).
1. Calculer E(14).
2. SiX ~P(A) et A=2N, calculer P(A) et Px(A).
Exercice 1500 [AUTRES EcoLEs PC 2026 # 1500] [IMT] Deux urnes contiennent respectivement (2 blanches, 3 noires) et (4 blanches, 3 noir

Choisir une urne, tirer avec remise, puis tirer au tour suivant dans U; aprés une blanche et Us aprés une noire. Pour p,, = P(B,,),
calculer p;, établir une récurrence et expliciter p,,.

Exercice 1501 [AUTRES EcOLES PC 2026 # 1501] [CCINP] Soit U,, 'ensemble des racines n-iémes de I'unité, X uniforme sur U,,.
n—1
1. Montrer )~ 2z, = 0.
2. Calculer E(X),E(X),E(|X|?)
3. Pour (X;) iid. de méme loi, calculer E(|S,|?) ou S, = Y_7_, X, puis illustrer Markov.
4. Pour T}, = [[{_, Xk, montrer que T}, a la loi de X.

Exercice 1502 [AUTRES EcoLES PC 2026 # 1502] [CCINP] Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire une boule de
numéro k; si k = 1, on s’arréte, sinon on retire les boules numérotées de k a n et on recommence. Soient /,, le premier numéro tiré
et X, le nombre de tirages jusqu’a obtenir la boule 1.

1. Donner la loi et I'espérance de I,,.
2. Déterminer les valeurs prises par X,,.
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3. Donner la loi et espérance de Xos.

4. Calculer P(X,, = 1) et montrer P(X,, = n) =1/nl.

5. Pour 2 < j < n, montrer P(X,, = j) = 2 7 P(X), = j — 1).
6. Montrer E(X,,) = E(X,,_1) + 1/n et en déduire E(X,,).

Exercice 1503 [AuTres EcoLes PC 2026 # 1503] Soient X,Y indépendantes de loi géométrique de paramétre p €]0, 1[. Déterminer
laloide U = min(X,Y).

XVI) De Christophe XENS

Exercice 1504 [ENS SR 2026] On munit R? d’une norme || - ||. On note B = {z € R?,||z|| < 1} et

A3(B) = sup min(||z =yl [ly — =], [l= - =)
z,y,2€B
1. Montrer que A3(DB) est atteint.
2. Montrer que A3(B) < 2.
3. Calculer A3(B) pour chacune des normes || - |1, - |loc €t | - ||2-
Exercice 1505 [ENS SR 2026] Soit a > 0. On considére I’équation différentielle

1
1 _ . / —
Ya (t) - 2ya(t)1+a ’ ya(o) - 17 ya(o) =0
On suppose qu'’il existe T, et y, € C%([0,7T,[,R™) solution telle que T}, = 400 ou y, () + 7 (t) —> +o0.
1. Trouver une relation entre (yh)? et y,.
2. Montrer que le cas —> +00 est impossible pour Ty, fini.

(t) t—T,

3. Montrer que le cas y,(t) ﬁ ~+00 est impossible pour 77, fini.
— a

4. Montrer que y, est strictement croissante sur R™ et de limite 400 en +o0.

5. Donner un équivalent de y, en +occ.

6. Question bonus : lemme de Gronwall

Exercice 1506 [ENS U 2026] 1. On considére un sous-groupe G de Z/nZ. Soit ¢: G — Z/nZ un morphisme de groupe. Montrer

qu’il existe un morphisme ©: Z/nZ — Z/nZ tel que Va € G, ¥(x) = ¢(z).

2. Soit (G, +) un groupe fini, commutatif. Montrer qu’il existe n € N* tel que Vo € G,n.x = 0 et n minimal pour la division.
Montrer qu’il existe un sous-groupe H de G tel que G =Z/nZ ¢ H.

3. Montrer que tout groupe fini commutatif est isomorphe & un unique groupe de la forme [[Z/d;Z, ou Vi, d; | d;11. TODO

Exercice 1507 [ENS PSLR 2026] 1. Soit (c,,) € [0, 1]N. Montrer que

n—1 S

[[0 ey <o Tie

=0
2. Soit f € C?(R?,R) telle qu’il existe & > 0 et m > « vérifiant
Vr € R?* Hy(x) — oI, € ST (R) et ml,, — Hy(x) € ST (R)

Montrer que Jlz* € R%, Vf(z*) = 0.
3. Soient 2y € R? et s > 0. On définit Vn > 0, 7,11 = z,, — sV f(x,,) Montrer que

[@nt1 = 2*[| < max((1 — as)?, (1 = ms)?)[Jan — ™|

Exercice 1508 [ENS 2026 L] Soit (pg)ren+ une suite a valeurs dans [0, 1], et soit (X} )xzen+ une suite de variables aléatoires indé-
pendantes suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre py.

Montrer que, pour toute distribution de probabilité (g;);en;, il existe une suite de fonctions f,,: {0,1}" — N telle que la suite de
variables aléatoires (f,(X1,...,Xn))nen= converge presque sirement vers une variable aléatoire X de loi (¢;) si et seulement si la
série 375 pr(1 — px) diverge.

Exercice 1509 [ENS U 2026] Soient m et N dans N*. On considere X1, ..., X,, variables aléatoires mutuellement indépendantes,
respectivement a valeurs dans F1, ..., E,, qui sont des parties de R. On suppose que X3 + --- + X, suit une loi uniforme sur
[0, N — 1]. Les X; suivent-ils une loi uniforme ?

Exercice 1510 [X 2026] Soit (A, +, x) un anneau qui n’est pas un corps et vérifiant

one
Vo e A\ AX,In, e N* z = Zxk
k=2
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1. Montrer que Vo € A\ A* 2 4+ 2 = 04. On pourra considérer y, = i:{l zF.

2. Montrerque 14 +14 = 04.
3. Montrer que Vz € A\ A*, 2 = 2. On pourra d’abord montrer que z = 22" " 1,

Exercice 1511 [X 2026] On pose E = C[X] @ C[X]. Soient 1, p2 € L(F) tels que pour tous r, s de N,
SOI(XT’XS) — (—XT+27XS +X’r‘+1) et @Q(XT’XS) — (XS+1 +Xr7—XS+2)

1. Déterminer les spectres de @1 et @s.

2. @1 et @9 sont-ils des automorphismes de £ ?

3. Mémes questions avec £ = C(X) & C(X).

. Onpose B,, = {pi; 0+ 0v;, ,i1,...,1, € {1,2}} pour n € N*. Trouver le cardinal de By, Bs, Bs.
Exercice 1512 [X 2026] Soit M € My (R) vérifiant

I

det(M?9** 4 Ir) = det(M** — Ip) et det(M>*%® + I5) = det(M>**® — )

Montrer que  Vn > 1,det(M™ + I) = det(M™ — I).
Exercice 1513 [ENS SR 2026] On note H I’algébre des quaternions sur R. C’est un R-espace vectoriel de dimension 4 muni d’une base
canonique (1,7, 5, k) dont la multiplication est régie par : i> = j2 = k? = ijk = —1 Pour tout quaternion z = a + bi + c¢j + dk € H,
on définit son conjugué par z = a — bi — ¢j — dk. On admet que Wz = zw.
1. Inversibilité dans H. Montrer que tout élément non nul z € H admet un inverse pour la loi de multiplication, et exprimer
explicitement z~! en fonction de z et N(z). En déduire que H est un corps non commutatif.

2. Anneaux de Lipschitz et de Hurwitz. On note H(Z) = {a + bi + ¢j + dk € H | a,b,¢,d € Z}. On pose 6 = W et on
définit A = H(Z) + Z4. Montrer que H(Z) et A sont des sous-anneaux de H.

3. Lien avec la somme de quatre carrés. Soit n € N. Démontrer que n s’écrit comme la somme de quatre carrés d’entiers si et
seulement s’il existe un quaternion de Hurwitz z € A tel que n = N (z).

4. Structure euclidienne et application au théoréme de Lagrange.
a) Démontrer que I’anneau A est euclidien (a droite) pour la norme N.
b) Soit p un nombre premier impair. On admet qu’il existe x,y € Z tels que 2% + 3> + 1 = 0 (mod p). Montrer que p n’est
pas irréductible dans A, puis qu’il existe z € A tel que p = N(z).
c) En déduire le théoréme des quatre carrés de Lagrange.
d) Démontrer la propriété admise.
Exercice 1514 [X 2026] Soit (u,,)n>1 une suite de variables aléatoires telle que u; suit la loi uniforme sur [1, N] (N € N* fixé) et
pour 1 > 1, w41 suit la loi uniforme sur [1, u,]. On pose Ey = {u;,i > 1}.
1. Montrer que P(1 € Ey) = 1.
2. Pour k € [1, N], on pose py ;. = P(k € Ex). Calculer py .
Exercice 1515 [ENS SR 2026] Soit T > 0 et [a, b] un intervalle de R. On considére une fonction u : [a,b] x [0,T] — R de classe C*
solution de : ,
%(m,t) - V%(m,t) =0 pour (z,t) €]a,b[x]0, T
u(a,t) =0etu(b,t) =0 pourtoutt € [0,7]

ou v > (. On définit un maillage régulier : Ax = ](‘41“1 et At = % On note uj 'approximation de u(xj,ty) par le schéma :
+1
utt —ul B Vu;-‘H —2uj +uf_, 0
At (Az)?
1. En définissant U" = (u},...,u%,)" € RM, montrer que U™+ = AU™.

2. On définit Perreur de troncature €. Montrer qu’il existe C' > 0 telle que max [¢}| < C'(At 4 (Ax)?).

a b
Exercice 1516 [X 2026] Soienta,b € Cavec |a| > v/3etbh # 0etn > 3un entier. Onnote B = (1 2 ) etpourk € [1,n — 1],
= g

7ba
A, = diag([k,h B7In,k71) S Mn(C)
1. Soient k, k' € [1,n — 1]. Donner l'ordre du sous-groupe de GL,,(C) engendré par Ay et A
2. Trouver un vecteur propre commun a tous les Ay.

Exercice 1517 [ENS PLSR 2026] Soit n > 1 un entier. On considére G,, = {237 | 7 €{0,1,...,2" — 1}}. Soit (X4,...,X,) un
échantillon de variables indépendantes uniformes sur G4, ..., G,. Pour ¢ : [0,1] — R, on définit $, = L 3" | o(X;). Soit £4
I’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes de [0, 1] dans R.

1. Montrer que Sup,cz, [Pn — fol o(z) dz| > Fhs.
2. Soit M > 1. Montrer que SUp ¢, [Pn — fol p(z)de| < & + Zi\,{:l |LCard{i | X; € By} — -
Exercice 1518 [X 2026] Soient f,g: R — R telles que Vx € R, g(z) = 2f(x) + f(2?).

1. On suppose g continue en 0 et f bornée au voisinage de 0. Montrer que f est continue en 0.
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2. Donner un exemple ou g est continue en 0 et f discontinue en 0.

Exercice 1519 [X 2026] Soit P € C[X]telqueVz € C, P(z) =0 = Im(z) > 0.On écrit P = A+iB avec A, B € R[X]. Montrer
que A et B sont scindés sur R.

Exercice 1520 [ENS L 2026] Soit f: x +— z(1 +1In|1 — |z||). T0DO
1. Etudier f.
2. Soit (z,,) définie par g € R\ {—1;1} et x, 41 = f(xy,). Trouver les zg tels que (x,,) soit 3-périodique.
Exercice 1521 [ENS PLSR 2026] Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n.
1. Soit f € L(FE) tel que Vx € F, 3\ € C, f(z) = Az. Que dire de f?
2. Soit f € L(F) tel que f n’est pas une homothétie. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice M de f vérifie
Vi, M; ;41 # 0.
Exercice 1522 [ENS PLSR 2026] Soit V' un espace euclidien. Pour B = (eq, ..., e,) une base de V, on note L = vectz(eq, ..., e,).
TODO
1. Montrer que L = {>"""_, m;e;,m; € Z}.
2. Soit B’ une autre base. Montrer qu’elle engendre L ssi la matrice de passage est dans GL,,(Z) avec un déterminant +1.
3. Justifier que A\ (L) = min{||z|,z € L\ {0}} est bien défini.
4. Montrer qu’il existe une base (by,b2) de R? qui engendre L avec ||by|| = A\;(L) et ‘(‘ll);lllﬁé)‘ <

o=

Exercice 1523 [X 2026] Pourn € Zetx € R, on pose J,, () = 52 fo% ei(n0+zcos) qrp, TODO

1. Montrer que J,, () € R et relier J,, et J_,,.
2. DSE et équation différentielle vérifiée par Jj.

Exercice 1524 [X 2026] Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme lois telle que X; ~ B(p) avec
p €]0,1[.Onpose¢q=1—p, S, = X1 + -+ + X,, et T}, le nombre minimal d’expériences pour avoir n échecs. TODO

1. Soit n € N*. Montrer que Vk € [0,n], (S, > k) = (Tph41-k > n+ 1).

n n— e’} n .(n+e
2. Montrer que P(S,, > k) = (", )p"¢" T 302, %pe'

3. Soit j > 3. On suppose p = 1/2. Montrer que P(S,,; < n) ~ 279" (’") %
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