Exercices 2025

Table des matiéres

I) De Christophe XENS 1
I) De Christophe XENS
Exercice 1 [ENS SR 2026] On munit R? d’une norme || - ||. On note B = {z € R?, ||z|| < 1} et

A3(B) = sup min(|z =yl [ly - 2|, [l= - =)
z,y,2€B

1. Montrer que A3(DB) est atteint.

2. Montrer que A3(B) < 2.

3. Calculer A3(B) pour chacune des normes || - ||1, || - [|oo €t || - [|2-

Exercice 2 [ENS SR 2026] Soit a > 0. On considére I’équation différentielle

1
Ya (1) Sy Y (0) =1,y,(0)=0
On suppose qu’il existe T}, et y, € C?([0,T,[,R") solution telle que T}, = +00 ou y4(t) + ya(t) P +o0.

1. Trouver une relation entre (yh)? et y,.

2. Montrer que le cas —> 400 est impossible pour 7T}, fini.

Ya (t)

3. Montrer que le cas y,(t) ﬁ) ~+00 est impossible pour Ty, fini.
— a

4. Montrer que y, est strictement croissante sur R™ et de limite 400 en +oo.
5. Donner un équivalent de y, en +o0.
6. Question bonus : lemme de Gronwall

Exercice 3 [ENS U 2026] 1. On considére un sous-groupe G de Z/nZ. Soit ¢ : G — Z/nZ un morphisme de groupe. Montrer
qu’il existe un morphisme ¢ : Z/nZ — Z/nZ tel que Vo € G, ¢ () = p(z).
2. Soit (G, +) un groupe fini, commutatif. Montrer qu’il existe n € N* tel que V& € G,n.xz = 0 et n minimal pour la division.
Montrer qu’il existe un sous-groupe H de G tel que G = Z/nZ ® H.

Exercice 4 [ENS PSLR 2026] 1. Soit (¢,,) € [0, 1]N. Montrer que

n—1 —

H(l - ci) <e Zui=o Ci

i=0
2. Soit f € C?(R?%,R) telle qu’il existe o > 0 et m > « vérifiant
Vo € R®, Hy(x) — al, € STT(R) et ml, — H¢(z) € ST (R)

Montrer que 3!/ € R?, V f(z*) = 0.
3. Soient 2y € R? et s > 0. On définit Vn > 0, 7,1 = ,, — sV f(x,,) Montrer que

[nr1 — 2% < max((1 — as)?, (1 = ms)*)an — 2"

Exercice 5 [ENS 2026 L] Soit (p)ren~ une suite & valeurs dans [0, 1], et soit (X} )en+ une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant chacune une loi de Bernoulli de paramétre py. Montrer que, pour toute distribution de probabilité (g;);en; il existe une suite
de fonctions f,, : {0,1}™ — N telle que la suite de variables aléatoires ( f,,(X1, ..., Xn))nen converge presque siirement vers une
variable aléatoire X de loi (¢;) si et seulement si la série Zz:i pr(1 — pi) diverge.

Exercice 6 [ENS U 2026] Soient m et N dans N*. On considére X1, ..., X,, variables aléatoires mutuellement indépendantes,
respectivement a valeurs dans F, ..., Ey,, qui sont des parties de R. On suppose que X3 + --- + X, suit une loi uniforme sur
[0, N — 1]. Les X; suivent-ils une loi uniforme ?

Exercice 7 [X 2026] Soit (A, +, X) un anneau qui n’est pas un corps et vérifiant

2"
Vo e A\ AX,3In, e N* z = Zxk
k=2
1. Montrer que Vo € A\ A* 2 4+ 2 = 04. On pourra considérer y, = i:{l zF.

2. Montrerque 14 + 14 = 04.
3. Montrer que Vz € A\ A*, 2z = 2. On pourra d’abord montrer que z = 22" 1,



Exercice 8 [X 2026] On pose E = C[X] & C[X]. Soient ¢1, 2 € L(E) tels que pour tous 7, s de N,
@1(XT’XS) — (—Xr+2,XS +X’r‘+1) et @Q(XT’XS) — (XS+1 +XT7_XS+2)

1. Déterminer les spectres de ¢ et @o.

2. @1 et @9 sont-ils des automorphismes de F'?

3. Mémes questions avec £ = C(X) @ C(X).

4. Onpose B, = {p;; 0---0p; ,i1,...,in € {1,2}} pour n € N*. Trouver le cardinal de By, Bz, Bs.
Exercice 9 [X 2026] Soit M € M3 (R) vérifiant

det(M?*** + Ip) = det(M>*** — Ip) et det(M>**° + Ip) = det(M>**° — I)

Montrer que
Yn > 1,det(M" 4 1) = det(M"™ — I)
Exercice 10 [ENS SR 2026] On note H l’algébre des quaternions sur R. C’est un R-espace vectoriel de dimension 4 muni d’une base
canonique (1,4, j, k) dont la multiplication est régie par : i* = j2 = k? = ijk = —1 Pour tout quaternion z = a + bi + c¢j + dk € H,
on définit son conjugué par z = a — bi — ¢j — dk. On admet que Wz = zw.
1. Inversibilité dans H. Montrer que tout élément non nul z € H admet un inverse pour la loi de multiplication, et exprimer
explicitement z~! en fonction de z et N(z). En déduire que H est un corps non commutatif.

2. Anneaux de Lipschitz et de Hurwitz. On note H(Z) = {a + bi + ¢j + dk € H| a,b,¢,d € Z}. On pose 6 = W et on
définit A = H(Z) + Z4. Montrer que H(Z) et A sont des sous-anneaux de H.

3. Lien avec la somme de quatre carrés. Soit n € N. Démontrer que n s’écrit comme la somme de quatre carrés d’entiers si et
seulement s’il existe un quaternion de Hurwitz z € A tel que n = N(z).

4. Structure euclidienne et application au théoréme de Lagrange. a. Démontrer que 'anneau A est euclidien (a droite) pour la
norme N. b. Soit p un nombre premier impair. On admet qu’il existe =, y € Z tels que 22 +y? +1 = 0 (mod p). Montrer que p
n’est pas irréductible dans A, puis qu’il existe z € A tel que p = N(2). c. En déduire le théoréme des quatre carrés de Lagrange.

Exercice 11 [X 2026] Soit (uy,),>1 une suite de var telle que u; suit la loi uniforme sur [1, N] (N € N* fixé) et pour n > 1, w41
suit la loi uniforme sur [1,u,]. On pose Exy = {u;,i > 1}.

1. Montrer que P(1 € Ey) = 1. Indication : montrer que P(u;1 > 2) < P(u; > 2)(1 — ).

2. Pour k € [1, N], on pose py ;, = P(k € En). Calculer py .

Exercice 12 [ENS SR 2026] Soit 7' > 0 et [a, b] un intervalle de R. On considére une fonction u : [a,b] x [0,T] — R de classe C*
solution de :

{ Y (2,t) — v 2% (2,t) =0 pour (z,t) €la, b[x]0, T
(a,t) =0etu(bt) = pour tout ¢ € [0, 7]

0
ot v > 0. On définit un maillage régulier : Ax = M p et At = % On note u} I'approximation de u(x;,t,) par le schéma :

n+1 n
oy N o Rl e/ e WY
At (Ax)?
1. En définissant U™ = (u?,...,u%,) " € RM, montrer que U™+ = AU™.

2. On définit Perreur de troncature €’} Montrer qu’il existe C' > 0 telle que max [¢/}| < C(At + (Axz)?).

b
Exercice 13 [X 2026] Soient a,b € C avec |a| > v/3 et b # 0 et n > 3 un entier. On note B = <1 ‘, ) etpourk € [1,n — 1],
= g

7ba
A = diag([;c,h B7In,k,1) € Mn(C)
1. Soient k, k' € [1,n — 1]. Donner l'ordre du sous-groupe de GL,,(C) engendré par Ay et Ay
2. Trouver un vecteur propre commun a tous les Ay.

Exercice 14 [ENS PLSR 2026] Soit n > 1 un entier. On considére G,, = 2% | j € {0,1,...,2" — 1}}. Soit (X1,...,X,) un
échantillon de variables indépendantes uniformes sur G, ..., G,. Pour ¢ : [0,1] — R, on définit ¢, = 237" | ©(X;). Soit £,
I’ensemble des fonctions l-lipschitziennes de [0,1] dans R.

1. Montrer que SUp,¢c, |Pn — fo x)dz| > 2n+2

2. Soit M > 1. Montrer que Sup,cr, \cpn - fo o(z)dr| < 55 + Z L |ECard{i | X; € Bp} — 371
Exercice 15 [X 2026] Soient f, g : R — R telles que V € R,g( ) =2f(z ) f(2?).

1. On suppose g continue en 0 et f bornée au voisinage de 0. Montrer que f est continue en 0.

2. Donner un exemple ou g est continue en 0 et f discontinue en 0.

Exercice 16 [X 2026] Soit P € C[X] tel que Vz € C, P(z) =0 = Im(z) > 0. On écrit P = A + iB avec A, B € R[X]. Montrer
que A et B sont scindés sur R.

Exercice 17 [ENS L 2026] Soit f : 2 — z(1 + In|1 — |z[|).
1. Etudier f.



2. Soit (x,,) définie par g € R\ {—1;1} et x,,11 = f(zy,). Trouver les z tels que (x,,) soit 3-périodique.
Exercice 18 [ENS PLSR 2026] Soit E un C-espace vectoriel de dimension 7.
1. Soit f € L(FE) tel que Vx € E,3\ € C, f(z) = Az. Que dire de f?
2. Soit f € L(E) tel que f n’est pas une homothétie. Montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice M de f vérifie
Vi, M; i+1 # 0.
Exercice 19 [ENS PLSR 2026] Soit V un espace euclidien. Pour B = (e, ..., e,) une base de V, on note L = vectz(eq, ..., e,).
1. Montrer que L = {31, m;e;, m; € Z}.
2. Soit B’ une autre base. Montrer qu’elle engendre L ssi la matrice de passage est dans GL,,(Z) avec un déterminant +1.
3. Justifier que A; (L) = min{||z||,x € L\ {0}} est bien défini.

4. Montrer qu’il existe une base (b, by) de R? qui engendre L avec ||b1|| = A\;(L) et ‘(\Zl)lil”\)lé)‘ <

1
5.
Exercice 20 [X 2026] Pourn € Z etz € R, on pose J,, () = 51 fo% el(no+zcos) q,
1. Montrer que J,,(z) € R et relier J,, et J_,,.
2. DSE et équation différentielle vérifiée par Jy.
Exercice 21 [X 2026] Soit (X;);en~ une suite de var iid telle que X; ~ B(p) avec p €]0,1[.Onposegq=1—p, S, = X1 +---+ X,
et T}, le nombre minimal d’expériences pour avoir n échecs.
1. Soit n € N*. Montrer que Vk € [0,n], (S, > k) = (Th41-x > n+1).

n n— e’} n .(n+e
2. Montrer que P(S,, > k) = (", )p"¢" T 302, %pe'

3. Soit j > 3. On suppose p = 1/2. Montrer que P(S,,; < n) ~ 279" (J:) %

Exercice 22 [X 2026] Soit S C N. On définit (a,) et (b,) par ag = by = 0 et
Vn € N*, a, = max{a;,i <n}U{b;,i <n}etb, =a,+n

(Note : il semble manquer une partie de la définition de a,, dans I’énoncé manuscrit reproduit). Montrer que Vn € N, a,, = |np], b, =
[ng?| ot ? =p+1,0> 1.
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