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1) Algebre

Exercice 1 [ENS L 2025 # 1] Soit n € N*. Un chemin auto-évitant de longueur n de Z? est une suite injective de points aq, . . ., a,, de
Z2 telle que ag = (0, 0) et, pour tout 4, |a;41a;|| = 1 pour la norme euclidienne canonique de R%. On note A,, le nombre de chemins
auto-évitants de longueur n.

1. Montrer que, pour tous m,n € N*, A1, < A Ap.
2. Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour n assez grand, (24 ¢)” < A4, < (3 — &)™
3. Montrer que ( VA, ) converge.
Exercice 2 [ENS SR 2025 # 2] Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour x,y,s,t € S, la conditionz +y = s+t
implique que {x,y} = {s,t}.
1. Les ensembles {1, 3,6} et {1, 3,6, 10,15} sont-ils directs?
2. Trouvez un ensemble infini direct.
3. Montrer qu’il existe B > 0 telle que pour tout n € N*, pour tout ensemble direct S inclus dans [0, n], on ait |S| < Bnl/2,
4. Montrer qu’il existe A > 0 telle que pour tout n € N* il existe un ensemble direct S inclus dans [0, n] tel que An'/3 < |S]|.
Indication : On pourra rajouter des éléments un & un a un ensemble de [0, n].
5. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S + .5 = N?
6. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S+S?
7. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que S+ S = Z?
Exercice 3 [ENS L 2025 # 3] Soit (u,,) définie par ug = 4, u; = us = 0, u3 = 3 etVn € N, uy14 = uy, + up1. Montrer que, pour
tout nombre premier p, p divise up,.
Exercice 4 [ENS SR 2025 # 4] On considére la suite (F},),>o définie par Fy = 0, F; = 1 et F, 42 = F,,11 + F,, pour tout n > 0.
1. Exprimer F,, en fonction de n.
2. Montrer que Fj4 4 = F,Fyi1 + F,—1 Fy pour tout (p,q) € N* x N.
3. Calculer F;,, A F), pour tous m,n > 0.
Exercice 5 [ENS L 2025 # 5] On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d,, = O(n®) pour tout £ > 0.
Exercice 6 [ENS PLSR 2025 # 6] 1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3 [4].
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2. Soient p un nombre premier et n > 2. Soit k = Py

a) Montrer que k = 1[p].
b) Soit d € N*. Montrer que si d divise k alors d = 1[p).
3. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.
Exercice 7 [ENS SR 2025 # 7] 1. Quels sont les éléments inversibles de Z/nZ?
2. Soitn > 3. On considére sa décomposition en facteurs premiers : n = p{* ... p o les p; sont premiers distincts et supérieurs
a 3, les a;; dans N*.
On admet que, pour tout 4, (Z/p;*Z)* est cyclique.
Montrer que la proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)* est supérieure ou égale a 1 — 5-.
3. Déterminer le nombre de solutions de #? = 1 dans Z/nZ.
4. Caractériser les éléments x € (Z/nZ)* d’ordre r = 2/ pair tel que 2 # —1.
Exercice 8 [ENS PLSR 2025 # 8] Soient p un nombre premier impair, « € N*, ¢ = p® et f : (Z/qZ)? — Z/qZ une fonction. Une
partie D de Z/qZ est dite f-génératrice si:Vy € Z/qZ,3In > 2,3d;,...,d, € D,y = f(... f(f(d1,d2),d3),...dy).
1. On considére le cas o f : (z,y) — x — y. Déterminer les parties f-génératrices de cardinal minimal et calculer leur nombre.
2. E Dans la suite de l'exercice, on considére le cas ou f : (z,y) — xy.
3. Montrer qu’il n’existe pas de partie f-génératrice de cardinal 1.
4. On admet que le groupe (Z/qZ)* est cyclique. Montrer qu’il existe une partie f-génératrice de cardinal 2.
5. Caractériser les parties f-génératrices de cardinal 2.
Exercice 9 [ENS L 2025 # 9] Dénombrer les morphismes de (Z/4Z, +) dans le groupe des automorphismes de (Z/13Z, +).

Exercice 10 [ENS P 2025 # 10] Soit A un anneau tel que tout élément de a € A est nilpotent ou idempotent, c’est-a-dire tel que

a2:a.

1. Montrer que tout élément de A est idempotent.
2. Montrer que A est commutatif.
3. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n € N* tel que A soit isomorphe & (Z/2Z)".
Exercice 11 [ENS PLSR 2025 # 11] On note Z[iv/2] = {a +ibv'2; (a,b) € Z%}.
1. Rappeler la démonstration du fait que les idéaux de Z sont principaux.
2. Montrer que Z[iy/2] est un sous-anneau de C dont les idéaux sont principaux.
3. Déterminer les inversibles de Z[i\/2].
4. Trouver les (z,y) € Z? tels que 2% + 2 = y5.
Exercice 12 [ENS PLSR 2025 # 12] Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque n - © # 0 pour tout n € N* et
tout $x € A\ \0\$. Un ordre de groupe sur (A, +) est une relation d’ordre totale < sur 'ensemble A telle que V(z,y,2) € A3, z <
y=>zr+z<y+z
1. Montrer que si (A, +) posséde un ordre de groupe alors il est sans torsion.
2. Montrer que (Z™, +) posséde un ordre de groupe pour tout n € N*.
3. Soit n € N*. Montrer que tout sous-groupe de Z" est isomorphe & Z™ pour un m € [0, n].
Exercice 13 [ENS PLSR 2025 # 13] Soitr € N*, r > 2.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle (ax(n))x>o telle que n = 377 ak - (n)r* avec,
Vk €N, agr(n) € [0, —1].
2. Montrer que (ag,-(n))n,>1 est périodique et trouver sa période.
3. Montrer que (ag,(n"))n>1 est périodique a partir d’un certain rang.
Exercice 14 [ENS PLSR 2025 # 14] On pose S = {(z,y,2) € N3 1 <y < z,2% + y? + 2% = 3ayz}.
1. Déterminer les éléments de S vérifiant x = y ou y = 2.
2. Montrer qu’une infinité d’éléments de S vérifient x = 1.
3. Onpose f: (z,y,2) — (y,2,3yz —z) et g: (z,y,2) — (x,2,3zz — y).
Montrer S est 'ensemble des images de (1,1, 1) par toutes les composées de f et g.
Exercice 15 [ENS PLSR 2025 # 15] 1. Soit A un anneau commutatif. Rappeler la définition d’un idéal de A.
2. Unidéal I de A dit maximal si A est le seul idéal J de Atelque I C J C A.
Montrer qu’un idéal maximal de A ne contient pas d’élément inversible.
3. On pose U = F({0,1}, R). Donner les idéaux maximaux de U.
4. Onpose V = C°([0,1],R). Donner les idéaux maximaux de V.
Exercice 16 [ENS PLSR 2025 # 16] Soit A un anneau commutatif.
Pour n € N*, onnote 33,,(A) = {¢? + - + 2, (c1,...,¢,) € A"}

1. Montrer que X5 (A) est stable par multiplication.
2. Est-ce que X3(A) est stable par multiplication quel que soit 'anneau A envisagé ?



3. On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est une puissance de 2. Soient ¢y, ..., ¢, dans A et
§ = > p_, Ci. Montrer qu’il existe une matrice M € M,,(A) dont la premiére ligne est (c1 - --c,) et qui vérifie MMT =
MTM = sI,,.

4. En déduire que Yon (A) est stable par multiplication.

Exercice 17 [ENS SR 2025 # 17] Soit (A, 4, X) un anneau intégre (donc commutatif). On suppose que A est euclidien, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction ¢: A\ {0} — N vérifiant les deux conditions suivantes :

« V(a,b) € Ax (A\{0}),3(q,7) € A%, a =bg + 7 et (r = 0out(r) < t(b)).
« V(a,b) € A\ (A\ {0})2 t(ab) > t(a).
« Montrer que Z et R[X] sont euclidiens, tout comme n’importe quel corps K.
« Montrer que tout idéal de A est principal.
« On suppose que ¢(14) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sont les v € A\ {0} tels que t(u)=0.
« E On suppose dans toute la suite de ’exercice que dans ’hypothése (i) il y a en plus unicité du couple (q,r) solution.
« Montrer que ¢(a + b) < max(t(a),t(b)) quels que soienta € A\ {0} etb € A\ {0} tels que a + b # 0.
« Montrer que A* U {0} est un sous-corps de A.
« Montrer que A est un corps ou est isomorphe & K[ X] pour un corps K.
Exercice 18 [ENS PLSR 2025 # 18] Soit p un nombre premier. On note Z, I'ensemble des suites (z,,)»>1 telles que, pour tout n € N*,
x,, appartienne a 'anneau Z/p"Z et que z,, soit 'image de x,,,1 par I'unique morphisme d’anneaux de Z/p"*1Z dans Z/p"Z.
1. Montrer que I’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée font de Z,, un anneau contenant un sous-anneau iso-
morphe a Z.
2. Montrer que Z, est intégre.
3. Déterminer les inversibles de Z,,.
4. Soit P € Z[X]. On suppose qu’il existe © € Z tel que p divise P(z) et que p ne divise pas P’(z). Montrer que P admet une
racine y dans Z, telle que y; =  dans Z/pZ.
Exercice 19 [ENS P 2025 # 19] On considére P = X™ — a; X" ! + as X" 2 + ... + (=1)"a,, € R[X], scindé sur R et de racines

_ai n—1 2 _ 2n
Tk n < n ay n—1d2-

Exercice 20 [ENS 2025 # 20] Soient f, g € Q[X] tels que f(Q) = g(Q). Montrer que deg f = deg g.

Exercice 21 [ENS 2025 # 21] Soient n,m € N* avec m < n. Soit P, ,, I'ensemble des polynémes complexes de degré n dont 0 est
racine d’ordre m et dont les autres racines sont de module > 1. Déterminer inf{|z| ; z € C*, 3P € P, P'(z) = 0}.

Exercice 22 [ENS SR 2025 # 22] Soit I = {P € C[X] : ¥n € Z, P(n) € Z}. Onpose Hy = 1 et,pour n € N* H, =
XX (XontD) poyr P e C[X], onpose A(P) = P(X + 1) — P(X) et D,,(P) = A™(P)(0).

n!

réelles x1, ..., x,. Montrer que, pour tout 1 < k < n,

Montrer que (H,,),>0 est une base de C[X].

Montrer que, pour toutn, H,, € I.

Montrer que, pour tout n € N*, A(H,,) = H,_1. d) Montrer que I C Q[X].

Montrer que I = {}_" ja;H; ; n € N, (ag,...,an) € Z"}.

Soient Py, P> € I tels que, pour tout n € Z, P;(n) soit premier avec P(n). Montrer qu’il

MBI e

existe Uy, Us € [ telsque U1 P, + Us Py = 1.
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Exercice 23 [ENS PLSR 2025 # 23] Soit H = <1 .

>.Onn0te Cy ={M € GLy(Z), MH = HM }.

1. Montrer que Cy est un sous-groupe infini de GLy(Z).
2. Montrer que Cy = Z[H]| N GLy(Z), ou Z[H] = {zI + yH, (x,y) € Z°}.
3. Montrer que Cy est isomorphe & (Z/2Z) x Z et en donner un systéme de générateurs.
Exercice 24 [ENS L 2025 # 24] Soient A et B dans M,,(R) telles que AB = BA. Soit k¥ € N*. Déterminer le signe de det (A* + B¥).
Exercice 25 [ENS SR 2025 # 25] Soient f € C*°(R,R™*) et zo, ..., 2,_1 des réels > 0. On souhaite montrer que :
&’ z Z (i) gy 2ol
det { ——(f(2)™) = f(a)sose™ 0 @) [ g - ).
x 0<i,j<n 11
X2 0<i<j<n
1. a) Soit (p;)o<j<n une famille de polynoémes de R[X] telle que, pour tout j, p; est de degré j et de coefficient dominant d;.
Montrer que det(p;(z;))o<i j<n = do X -+ X dp—1 [[(x; — ).
b) Montrer que, pour tout z € R et tout j € N, il existe p; € R[X] de degré j et de coefficient dominant f'(z)’ tel que :
vz €R, L5 (f(2)?) = f(2)*7p,(2).
c) Démontrer le résultat annoncé. Que dire dans des cas particuliers ?
2. Soit f : x — Z:fo anx™ la somme d’une série entiére de rayon de convergence non nul.

Pour tous 4, j € N*, on note ¢; ; le coefficient en 27 de f*. Calculer det((c; ;)1<i,j<n)-



Exercice 26 [ENS L 2025 # 26] Soit A € GL3(R). Montrer que A est semblable &4 A~ si et seulement s’il existe B, C' € M3(R) telles
que A= BC,B? = C? = Is.

Exercice 27 [ENS P 2025 # 27] Soit n > 2. On note R,, I'ensemble des matrices M de GL,,(C) telles que M M appartient a C*[,,.
On définit une relation d’équivalence ~ sur M,,(C) en posant A ~ B s’il existe M € GL,,(C) et A € C* tels que A = AMBM 1.
Justifier que ~ induit une relation d’équivalence sur R,,. Déterminer les classes d’équivalence sur R,,.

Exercice 28 [ENS P 2025 # 28] On note G,, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de R™. Soit ® : G,, — R™ R une application telle
queVV,W € G, 2(VNW)+®(V+W) < P(V)+ d(W)
V) _ (Vo)

dmV ~ dm Vg
Exercice 29 [ENS PLSR 2025 # 29] Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et H un groupe fini.

et ®({0}) > 0. Montrer qu’il existe un unique Vs € G, de dimension maximale tel que infy ¢, \ {(0)}

1. Montrer que ’ensemble E des morphismes de groupes de G vers H est fini.
b) Soit ¢ un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que Ker(1)) C (] Ker(yp).
1. On pose G = {M € My(Z),det(M) = 1}.
a) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

. (1 1 (10 (0 1
b) Montrer que G est engendré par S = (O 1), T = (1 1) etU = (_1 O)'
c) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.
Exercice 30 [ENS PLSR 2025 # 30] Soit A € M (Z) telle que det(A) = L et tr(A) =~ > 2. Pourk € Zet U € M 1(Z), on pose

(k, U) = (%k [1])

1. Montrer que 'ensemble G4 = {(k,U);k € Z,U € M3 1(Z)} est un groupe pour la loi de multiplication matricielle. Est-il
abélien?

2. Montrer l'existence d’un morphisme injectif de groupes de G 4 dans le groupe

et 0

x
S=410 e’ y|,(tzyer’
0 0 1
1. Soit D 4 le sous-groupe de G 4 engendré par les éléments ghg~'h™! ot (g, h) € G%4. Montrer que D4 = {(0, (I — A)U),U €
Mo 1(2)}.
Exercice 31 [ENSL2025#31] 1. Soientr € N* et (Fy,...,F) € C(X)". Onpose M, = (F\' Y)icijer € M, (C(X)).
Montrer que la famille (F1,. .., F.) est liée si et seulement si la matrice M,

n’est pas inversible.
1. Soientn € N* et A = (A; j)1<i,j<n € M,(C(X)).

Pour p € N, on note A®) = (AE?) la matrice des dérivées p*™ des coefficients de A.

Montrer que les matrices A®) pour p € N commutent deux & deux si et seulement s’il existe r € N*, (Fy,..., F,.) € (C(X))" et des
matrices C1,...,C; € M, (C) commutant deux a deux telles que A = F1Cy + - -+ + F,.C,.
) 1
Exercice 32 [ENS SR 2025 # 32] Soit S = € M, (R).
L (0)

1. Justifier la diagonalisabilité de S et donner ses valeurs propres.
2. Donner une base orthonormale de vecteurs propres de S.
3. Caractériser les sous-espaces de R™ stables par S.

wik

4. Soient w = exp(2im/n) et A = ( ‘/ﬁ)lgj,kgn € M,,(C). Calculer les puissances
de A. En déduire que A est diagonalisable.

1. On suppose n impair. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités.

Exercice 33 [ENS SR 2025 # 33] 1. Soit M € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N € M,,(C) est
suffisamment proche de M, alors N admet n valeurs propres distinctes.

2. Soient A = <8 (1)) et B € M (C). A quelle condition la matrice A + ¢B admet-elle deux valeurs propres distinctes pour tout

€ > 0 assez petit?
3. Méme question en demandant que A + £B soit diagonalisable pour tout € > 0 assez petit.

Exercice 34 [ENS L 2025 # 34] Soient K un corps et A € M5(K). On suppose que x 4 est irréductible et qu’il existe B € GLy(K)
telle que B! AB commute avec A, mais que B ne commute pas avec A. Montrer que B? est scalaire.

Exercice 35 [ENS L 2025 # 35] Soient A, B dans M, (C) telles que rg(ABBA) = 1. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
Exercice 36 [ENS PLSR 2025 # 36] Soient A, B € M3(R) telles que rg(A) =rg(B) =1letIm A =Im B.



1. Montrer qu’il existe P, @ € GL2(R) telles que A = P ((1) 8) QetB=P (g g) Q.

2. Pour P,Q € GL2(R),onpose Up g : M — PMQ.Onpose: M~ MT.Soit U € L(M>(R)) qui conserve le rang. Montrer
qu’il existe P, € GLy(R) tellesque ¥V = Upgou¥ =UpgorT.

Exercice 37 [ENS PLSR 2025 # 37] Soient n,k € N*, M = A C) avec A € M,,(C), B € My(C), C € C M, 1(C). Montrer

0 B
que M est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables et il existe X € M,, 1 (C) telle que C' = AX - XB.

Exercice 38 [ENS PLSR 2025 # 38] Soit K un sous-corps de C. On dit qu'une matrice M = (m; ;)1<i,j<n de M, (K) est de Bourdaud
sixm = [[(X —my,).

1. Montrer qu’une matrice de M,,(K) est semblable sur K & une matrice de Bourdaud si et
seulement si elle est trigonalisable sur K.

1. Montrer qu’une matrice de S, (R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

2. Est-il vrai que toute matrice de Bourdaud de M,,(C) est diagonalisable ?

3. On dit que A est normale si AT A = AAT. Déterminer les matrices réelles normales et de Bourdaud.

A C) avec A € M,(R), B € My(R), C € M, ,(R). On pose

Exercice 39 [ENS SR 2025 # 39] Soient n,k € N*, M = (O B

eM — My ¢a,8(0)
My My ’

1. Déterminer My, Mo, Ms3.

2. Montrer que ¢ 4 p est linéaire.

3. Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors ¢4 g I'est aussi, et préciser son spectre.

4. Soit f : R? — Rtelle que f(x,y) = e:Zy siz # y, et f(x,x) = e®. Montrer que fest de classe C*°.

5. On suppose que @ 4 p est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont distinctes. Montrer que A et B sont diagonali-
sables.

Exercice 40 [ENS SR 2025 # 40] Si A, B € M,,(C), on pose [A, B] = AB BA. Soit A = {M € M5(C),tr(M) = 0}.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M5 (C) stable par [,].

0 0 1 0

- 2)

1. Soit p : A — M,,(C) linéaire telle que, pour tous A, B € A, p([A, B]) = [p(A), p(B)]. Montrer que p(H) admet une valeur
propre a.
Montrer que p(X)(Eqo(p(H))) C Ker(p(H) — (o + 2)I,,).
Montrer que p(Y') (En(p(H))) C Ker (p(H)(a2)1,,).
1. On suppose que, si V' est un sous-espace de C™ stable par tous les p(A), pour A € A,

2. Calculer les [A,B] pourles A,B € {X,Y,H} ou X = <0 1> Y = (0 0> et

alors V' = C" ou V' = {0}. Déterminer les p possibles.
Exercice 41 [ENS U 2025 # 41] Soient k un corps de caractéristique nulle, E' un k-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
On écrit 7, = Hl sz, le polynéme minimal de u, ou les P; sont irréductibles
distincts et les n; dans N*. On pose f = P; X - -+ X P,. On définit une suite en posant ug = u
et,pour n € N, Uy 1 = Un f(un) f (un) L

1. Montrer que (u,,) est bien définie.

2. Montrer que (u, ) est stationnaire de valeur ultime d € £(E) ol d est un polynéme en u, u-d est nilpotent et d est annulé par f.
Exercice 42 [ENS L 2025 # 42] Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GL3(C) tel que Vect(G) = M5(C). Si G,
et G, conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?

Exercice 43 [ENS L 2025 # 43] On dit que la propriété MT(n,K) est vraie si, pour tout couple (A, B) de matrices de M, (K) telles
que, pour tout A € K, A + AB soit diagonalisable, A et B commutent.

Montrer que, si A et B sont dans M, (K), diagonalisables et commutent, alors, pour tout A € K, A + AB est diagonalisable.
On suppose que n > 2. La propriété M T (n,R) est-elle vraie?

Montrer que MT(2,C) est vraie.

On suppose que n > 2. La propriété MT (n,Fy) est-elle vraie?

M e

Soit p > 3 un nombre premier. La propriété MT(2,F,) est-elle vraie ?

Exercice 44 [ENS L 2025 # 44] Quelle est I'image de I'application f : M € Ms(C) +— 3220 (;B:), M2t

Exercice 45 [ENS SR 2025 # 45] 1. Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA. Justifier que eA*5 = e4eB.
2. Soient A € M,,(C) et P € GL,(C). Montrer que ¢PAP™" = peAp—1,



_ ytoo (DM k
3. Pour A € M,,(C) convenable, on pose log A = > /™ *——(AI,)". Pour quelles

matrices log A est-il défini ? Montrer les égalités exp(log A) = A et log(exp A) = A. Pour chaque égalité, déterminer les matrices A
qui la satisfont.

k
1. Montrer que, si A, B € M,,(C), (e%e%) — eAtB,

k—+o0
Exercice 46 [ENS PLSR 2025 # 46] Soient (a,)n>0 € CNet f: 2+ Z:ico a, 2" de rayon de convergence égal a +ococ.
1. Pour M € M,,(C), justifier la définition de f*(M) = 320 ar M*.
2. Montrer que f* est continue.
c¢) On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de 'ensemble des matrices diagonalisables sur lui-méme.

1. On suppose que, pour tout A € C, il existe z € C tel que f(z) = A et f'(2) # 0. Montrer que f* est une surjection de M,,(C)
sur lui-méme.

Exercice 47 [ENS L 2025 # 47] Soit d € N*. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Déterminer les n € N* pour

lesquels il existe un ensemble F;,, C R de cardinal n tel que, pour toute partie G de F,,, il existe w € R?\ {0} et b € R tels que
G={x € F,,(w,x)+b>0}

—w
0

Montrer qu’il existe w1, . ..,w, € Ret P € O,(R) tel que, pour tout t € R,

Exercice 48 [ENS P 2025 # 48] Pour w € R, on pose R(w) = (B ) Soit ¢ : R = O,,(R) un morphisme de groupes continu.

etRw1) e 0
pty=p|
: . etRwr) 0
0 e 0 I o,

Exercice 49 [ENS L 2025 # 49] Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs d’un espace euclidien. Montrer que v o u est
diagonalisable.

Exercice 50 [ENS P 2025 # 50] Déterminer ’ensemble des symétries linéaires sur S, (R) qui fixent un hyperplan et stabilisent
I'ensemble S;F*(R).

Exercice 51 [ENS P 2025 # 51] Soit H = (H; j)1<i j<n € S,/ T(R). On suppose que, pour tous i # j, H; ; < 0.S5i (4, ) € [1,n]? on
dit que i et j sont connectés s’il existe m € N*, &y, ..., kp, € [1,n] tels que k1 = 4, ky, = j et, pour tout £ € [1,m —1], Hy, ., # 0.
Montrer que ¢ et j sont connectés si et seulement si H, ;jl >0,0u H ;jl est le coefficient d’indice (i,j) de H .

Exercice 52 [ENS PLSR 2025 # 52] On considére n € N* et (4, B) € A3, (R)2. On pose C = AB et on s’intéresse aux valeurs propres
réelles de C.

1. Donner un exemple de n, A et B tels que x¢ n’admette aucune racine réelle.

2. On suppose A inversible. On note ¢ : (C?*)? — C définie par p(X,Y) = XT A~1Y. Montrer que les sous-espaces caractéris-
tiques F\(C') de C sont deux a deux ¢ -orthogonaux, i.e. pour tous A et y distinctes dans Sp C, V(X,Y') € F)\(C) x F,(C),
o(X,Y)=0.

3. Que peut-on en déduire?

Exercice 53 [ENS PLSR 2025 # 53] On munit R? de sa structure canonique d’espace euclidien orienté, et on note B sa base canonique.

1. Montrer que, pour tout u € R3, il existe un unique endomorphisme z,, de R3 tel que V(z,y) € (R3)?, dets (u, x,y) = (z.(z), y),
et montrer qu’alors z,, = —z,.

2. Soient u € R? unitaire et # € R. On munit le plan {u}* de I'orientation dont les bases directes sont les bases (x,y) de {u}*
telles que (x,y,u) soit une base directe de R®. On note 7, ¢ la rotation de R? fixant u et induisant sur {u}* la rotation d’angle de
mesure 6. On note enfin p,, la projection orthogonale sur Ru. Exprimer tr(r, ¢) en fonction de 6, et montrer que r,, g = (cos ).
id +(1 — cos 0). p,, + (sin ). z,.

3. Soient u,v des vecteurs unitaires de R®. On pose 7 = arccos ({u,v)). Soit (¢,1) € R?. Justifier que r, o, o 7, 4 est une ro-
tation, et montrer qu’elle s’écrit 7, 9 pour un vecteur unitaire w et un réel 6 vérifiant | cos(6/2)| = |cos(¢/2) cos(¢/2) —
cos(7) sin(p/2) sin(1p/2)].

Exercice 54 [ENS PLSR 2025 # 54] 1. Soient A, B € M, (R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer qu’il existe P €
GL,(R) telle que PAP~! et PBP~! soient diagonales.
2. Montrer que I'application ® : (S, 0) € S;7T(R) x O,,(R) — SO € GL,,(R) est bien définie et bijective, et que ®~! est continue.

3. Soit M € GL,(R). Montrer qu’il existe une unique suite de matrices (My)ien telle que My = M et Vk € N, My =
My (1, + (M Mg)™1), et étudier sa convergence.
Exercice 55 [ENS PLSR 2025 # 55] On pose V. = {1,2,...,n} et I = Py(V) I'ensemble des paires de V. Soient £ C F et
n, ={j €V, {i,j} € E}| pouri € V. On définit la matrice L = (¢; ;) € M, (R) par ¢; ; = n; sii=j-1si{i,j} € E et 0 sinon. On
note A\; < -+ < A, les valeurs propres (avec multiplicité) de L.

1. Montrer que A; = 0.

T

2. Montrer que Ay = minye((1,...,1)}+\{0} %



3. Pour S C V,onnote 3S = {{3,j}, {i,j} € Eaveci € Setj¢ S}
Montrer que % <min gcy %.
0<ISI<3
Exercice 56 [ENS P 2025 # 56] Pour A,B € S,(R) onnote A > Blorsque A — B € S/ (R).Si A € ST (R), on écrit A =
PDiag(A1,...,\)P~tavec P € O,(R) etles \; > 0, et on pose, pour 7 € R, A" = PDiag(\},...,\")P~!; cette définition ne

dépend pas de I’écriture de A sous la forme précédente.

1. Montrer que M +— M ~! est décroissante sur S;" " (R).
2. Est-ce que M + M? est croissante sur S;" " (R)?
3. Montrer que M ~ M" est convexe sur S," " (R) lorsque r € [—1,0]. Ceci signifie que, pour tous A, B € S;'*(R) et tout
tel0,1, A+ (1 —1)B)" <tA"+ (1 —1t)B".
Exercice 57 [ENS PLSR 2025 # 57] On dit d’une norme N sur M (R) qu'elle est invariante orthogonalement lorsque VM €
Ma(R), ¥(P,Q) € Oa(R)?, N(M) = N(PMQ).
1. Donner un exemple d’une telle norme.
2. Soit A € My(R), montrer qu’il existe (P,Q) € O4(R)? tel que A = PDQ ou D = Diag(oy,...,0,,0,...,0) avec Vi €
[1,r], o; > 0.
3. On se donne une norme A invariante orthogonalement sur Mg4(R).
On note T'(A) = sup{||AX]|, || X]|| = 1} ou ||| désigne la norme euclidienne canonique. Montrer qu’il existe a > 0 tel que VA €
My(R),1g(A) =1=T(A) = aN(A
Exercice 58 [ENS SR 2025 # 58] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opérateur qui lui est
subordonnée.

1. Soit A € S,,(R).
+ Que dire des valeurs propres et des espaces propres de A?

On note A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

« Soient x € R™\ {0}, o € Rety = Azax. Montrer que min; <<, |Aia| < TET

[T

1. Soient A € M,,(R) diagonalisable, P € GL, (R) telle que P~ AP soit diagonale, A1, ..., \, les valeurs propres distinctes de
A. Soient enfin B € M,,(R) et o une valeur propre de A + B. Montrer que minj<;<, |Ai| < [|P]]op||[P 7 |op||Bllop-
Exercice 59 [ENS N1 2025 # 59] Soient S € S;""(R) et A € A, (R). Montrer que SA est diagonalisable sur C.

Exercice 60 [ENS P 2025 # 60] Soit n € N*. On appelle forme quadratique sur R™ toute application ¢ : R™ — R telle qu’il existe
(@i j)1<ij<n € Mn(R) telle que g(z) = Z1<i,j<n a; jx;x; pour tout z = Z1<i,j<n a; jxix; (z1,...,2,) € R™ Soit G un sous-
groupe fini de GL,, (R) tels que {0} et R™ sont les seuls sous-espaces de R™ stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes
quadratiques invariantes par G constituent une droite vectorielle.

Exercice 61 [ENS SR 2025 # 61] Soit n > 2. On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit H € S,,(R). On pose V :
(z,y) € R")? = 2THyetQy :x € R" — " Hax.
1. Soit H € S,,(R). Exprimer la norme d’opérateur de H a 'aide de Q.

2. Soient m,n € N*. On munit R™ et R™ de leur structure euclidienne canonique. Si A € M,, ,(R), comment déterminer la
norme d’opérateur de A pour ces normes ?

3. Soient J, K deux ensembles finis non vides, (a; 1) (jx)esxx € (RT)7**. On suppose qu'il existe C; et Cs tels que : Vj €
J, ZkeK ajr < CretVk e K, ZjeJ ajr < C5.0n
ordonne J et K et on note A la matrice des a; ;. Montrer que ||A]|op < v/C1Co.
1. Pour n € N*, J = K =[1, n], on pose, pour 1 < j,k < n, a;{k = ﬁ sij # ket a?)k = 0 sinon. On note enfin
Ar = (a;k) € M,(R). Déterminer la limite de (||A™[|op)n>1.
1<4,k<n

Exercice 62 [ENS PLSR 2025 # 62] L’espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique et M,,(R) de la norme subordonnée
notée ||||op. Si M € GL,(R), on définit le conditionnement de M comme le réel cond (M) = || M |[op||M ~*||op-

1. Calculer cond(M) dans le cas ot M est symétrique définie positive.

2. Montrer que, pour toute matrice M € GL,,(R), cond(M) > 1 et cond(MT) = cond(M).

3. Que dire des matrices M € GL, (R) telles que cond(M) = 1?

4. Pour A et B dans S, t, montrer que Cond(A + B) < maz(Cond(A), Cond(B)).
Exercice 63 [ENS SR 2025 # 63] On note E 'ensemble des matrices de S,/ (R) de rang 1.

1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € E si et seulement s’il existe U € M,, 1(R) tel que
A=UUT. Soita € C°(RT, E).

1. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(o) il existe u : RT — M,, 1(R) continue telle que V¢ € R*, a(t) = u(t)u(t)”; (B) il existe z : R* — M, 1(R) continue telle que
vt € R, 2(t)Ta(t)z(t) > 0.



1. Soient 0 < b < c. On suppose qu'il existe (i, ) € [1,n]? avec i # j tel que, pour tout ¢ € [b,c],a;;(t) > 0eta;;(t) > 0.
Montrer qu’il existe z : [b, ] — M,, 1(R) continue telle que V¢ € [b, c], z2(t)Ta(t)z(t) > 0 et, en outre, 2(b) = ¢;, 2(c) = *e;
(les ey sont les
vecteurs de la base canonique).
1. En considérant I'ensemble des d > 0 tels qu'existe z : [0,d] — M,, 1(R) continue vérifiant V¢t € [0,d], z(t)Ta(t)z(t) > 0 et
z(d) = +e;, montrer que a vérifie la propriété ().
Exercice 64 [ENS SR 2025 # 64] Soientn > 2, a:[0,1] — S;F(R) continue et A = ];)1 a(t)dt.
1. Montrer que A appartient a S, (R).
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A=0. Exprimer Ker(A).

3. Montrer que M = <ﬁ) L<ij<n est dans S (R).

4. On suppose a a valeurs dans ’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner une condition pour que A soit une
matrice de projecteur orthogonal.

5. Soit' : x € RT™ f0+oo et 1dt. Soient 0 < v < 3.
['(20)  T(a+p)
(a+p) T(26)

1. En déduire que In(T") est convexe

Montrer que (F ) est dans S; 1 (R).

Exercice 65 [ENS P 2025 # 65] Soit (O,,)n>0 une suite d’ouverts non majorés de R™*. Montrer qu’il existe z € R™* tels que, pour
tout n € N, ’ensemble O,, N Nz soit infini.

Exercice 66 [ENS L 2025 # 66] Soit £ un ensemble non vide. Soit d : E? — R vérifiant, pour tous x,y,z € E :

- d(z,y) = d(y,x),

e d(z,y) =0z =y,

+ d(z,y) < max(d(z, z),d(2,y))-
Ainsi d est une distance sur E. Pour z € F et r € R*, on note B(x,7) = {y € E,d(z,y) < r} la boule fermée de centre z et de
rayon . On suppose que, pour tout « € FE et tous r, r’ vérifiant 0 < < r’, on a B(x,r) C B(x,r’). Enfin, on suppose qu’il existe une

suite d’éléments de E dense dans (E.d). Montrer qu’il existe une suite (2,,),>0 d’éléments de E et une suite (r,,),>¢ d’éléments de
RT* telles que : Vi € N, B(2p41,Tnt1) C B(2zn,7n) et (N,en B(zn, ) = 0.

Exercice 67 [ENS PLSR 2025 # 67] On note F I'ensemble des fonctions lipschitziennes 1-périodiques de R dans R.
1. Pour a €]0,1] et f € E, on pose

f(@) = Fw)|

flla = sup |f(z)| + sup
o xeRl()\ o —T

Démontrer que |||, est une norme sur F.
1. Onnote F = E N C!(R,R). Démontrer que F est un fermé de E pour la norme || - [|.
Exercice 68 [ENSP 2025 # 68] Soient E ’espace des suites réelles (z,,), >0 nulles a partir d’un certain rang, et ' € L(E). On suppose
T continu pour la norme || ||; et pour la norme || ||o. Montrer que 7" est continu pour la norme || ||2.
Exercice 69 [ENS SR 2025 # 69] Soit E = CY([0, 1], R).
1. La forme linéaire ¢ : f — f(0) est-elle continue pour || - ||, ? pour || - ||1 ? Dans chaque cas calculer I'adhérence de Ker ¢.
2. Soitp : f fol f(x) cos(2mx)dx. Montrer que ¢ est continue pour || - ||; et calculer sa norme subordonnée.
Exercice 70 [ENS L 2025 # 70] Soit £ = C°([0, 1], R).

“+oo
Sia = ()20 € [0, 11", on pose, pour 1.9 € B (f. gy = Y L0 9L0n)
n=0

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que { , ), soit un produit scalaire sur E. On note alors || ||, la norme
associée.

2. Sia,b € [0, 1]N vérifient les hypothéses de a), donner une condition nécessaire et suffisante pour que |||, et ||||; soient équiva-
lentes.
Exercice 71 [ENS N1v 2025 # 71] Soientn > 2 et f € C°(R™,R) telle que, pour tout z € R, f~1({z}) est compact.
1. Montrer que f admet un extremum global.

Exercice 72 [ENS P 2025 # 72] Soient (F, (,)) un espace préhilbertien de dimension infinie et K une partie bornée de E dont la
frontiére est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide dans E.

Peut-on généraliser le résultat a n’importe quel espace vectoriel normé de dimension infinie ?

Exercice 73 [ENS P 2025 # 73] Pour z,y réels et € > 0, on dit que = =, y s’il existe k € Z tel que |x-y-k|<

€. Soient A1, A2 deux réels non nuls. Montrer que i—; ¢ Q si et seulement si, pour tout (ay,as) € [0,1]? et tout € > 0, il existe x € R
tel que xA; =~ a1 et zAgy = as.



Exercice 74 [ENS P 2025 # 74] Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2 et C' une partie non vide, convexe et
bornée de E. Montrer que la frontiére de C' est connexe par arcs.

Exercice 75 [ENS PLSR 2025 # 75] Soient E un espace vectoriel normé et f : ' — FE une application telle que f(0) = 0 et Vx,y €
Ef () f)ll = llzyll-

On pose, pour 2,y € B, 9 - f)] = [ - y. | L= — f (252) .

1. Montrer que Vz,y € E, df (z,y) < 1|lzy|.

2. Montrer que f est linéaire si et seulement si df est identiquement nulle.

3. Trouver une fonction vérifiant les propriétés de la fonction f, non linéaire et non surjective.

a) On suppose que f est surjective. Montrer que f est linéaire.

Exercice 76 [ENS P 2025 # 76] On munit £ = C%([0, 1], R) des normes ||||2 et ||||oo. Soit (12%)x>0 une suite strictement croissante
d’entiers naturels. Soit F' = Vect(z — 2™,k > 0). A quelle condition F est-il dense dans E pour la norme ||||2 ? pour la norme |||| o ?
Exercice 77 [ENS L 2025 # 77] Soit f € C°(R,R). Onnote D = {£2=% +27%(0,1]; (k, ¢) € Z*}. Pour tout intervalle I de D, on note
log(I) 1a longueur de I et on pose M (f) = @ J; f-Onpose || f|| = sup{@ JelfM(f)]: T e D}.

1. On suppose |[f|| finie. Soit m € N*, (I,J) € D? avec I C J tels que log(J) = 2™ log(I). Démontrer que |M(f)M;(f)|

2ml|f]|

2" log(I). Démontrer que |[M(f)M;(f)| < 2ml]|f]|.

1. On suppose que |[f|| = 1 et Mg 17(f) = 0.
Onnote Iy = {I € D : I C [0,1], M;(f) > 5k et I maximal pour cette propriété}. On pose Qx = [J;cp, I etet log(€) =
ZIEFk 1Og(FI)
Montrer que, pour k > 1, log(£2) < 4 log(Qy—1).
Exercice 78 [ENS PLSR 2025 # 78] On munit les espaces ¢%(R) et /Z(R) de leurs normes usuelles || - ||; et || - ||2. On pose H =
{ueR?; >  u2(1+n?) < +oo}.

1. Définir un produit scalaire sur H. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

IN

2. Quelles inclusions a-t-on entre /% (R), /2 (R) et H? Montrer que ces inclusions sont continues (i.e. les injections canoniques sont
continues).
3. Soit u € R%. Montrer que u € H si et seulement si’application 1, : H — H définie par Vv € H, p,(v) = uxv avec (u*v), =
Z?:l u;; est bien définie et continue.
Exercice 79 [ENSP 2025 #79] On note /! 'ensemble des suites sommables de RN. On munit ¢! de la norme définie, pour u = (uy,)n>0,
par ||ul|; = ::8 |w,,|. Soient (u*)ren une suite d’éléments de ¢! et u € ¢1. Montrer I'équivalence entre :

+ la suite (u¥)zen converge vers u pour la norme |||,

« pour toute suite (p,, ),en bornée, Z:f% onuk M Z:ﬁ% Onlp.
- T 2m=

Exercice 80 [ENS L 2025 # 80] Onnote S ={z €C, |2| =1} et = {y € C°([0,1],5) ; v(0) = (1) = 1}.
1. Soit y € T', montrer qu’il existe 6 : [0, 1] — R continue telle que V¢, ~(t) = e?279(*),
2. On prend 79,71 € I'. On note F la propriété : « il existe h € C([0,1]%,9) tel que Yz € [0,1], h(x,-) € T, h(0,-) = 7o et
h(1,-) = 1 » Onpose o = 1 et y; : t — e?™*. Montrer que 7 et 1 ne vérifient pas F.
3. On note D le disque fermé unité de C. Existe-t-il f € C%(D, S) telle que f|s = id?
Exercice 81 [ENS PLSR 2025 # 81] 1. Soit f € C?(R,R) telle qu’il existe z* € R vérifiant f(z*) = 0 et f'(z*) # 0.

On définit par récurrence une suite (zy) avec zg € R et zp11 = xi J{,((a;’;)). Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour zg € [z*e, 2* + ¢,

la suite (z) est bien définie et converge vers z*.
1. Avec f : z — €71, quelles sont les valeurs de 2y € R pour lesquelles la suite (zy,)

précédente est stationnaire? ¢) On revient au cas général et on suppose f” > 0 et f* ne s’annule pas sur R. Pour quelles valeurs de
zo € R la suite (z,) est-elle stationnaire ?

Exercice 82 [ENS L 2025 # 82] Soit f € C°([a, b], [a, b]). On suppose dans les questions a) et b) que f n’a pas de point de période 2,
c’est-a-dire que Vz € [a, b], f(x) #x = (f o f)(x) # x.
1. Soit ¢ € [a, b] tel que f(c) > c. Montrer que pour tout k € N*, f*(c) > c.
2. Soit 2y € [a, b], on pose pour tout n, ,+1 = f(x,). Démontrer que la suite (z,,)
converge.
1. Démontrer que la suite (x,,) converge pour tout choix de x si et seulement si f n’a pas de point de période 2.
Exercice 83 [ENS PLSR 2025 # 83] 1. Déterminer la nature des séries ) Si%, > %, > w
2. Soitz € R\ Q et @ € N*. Montrer qu’il existe p € Z et ¢ € [1, Q] tels que |qap| < é

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) de Z x N* tels que ’x%‘ < q%.

1

1. On admet que 7 est irrationnel. Déterminer la nature de la série TR



Exercice 84 [ENS P 2025 # 84] Soit (a,,) une suite de réels décroissante de limite nulle. Pour P C N, onnote A(P) = > _p a,.On
suppose A(N) = A, € R. Montrer que

—+o0
{A(P), P € P(N)} = [0, Ax] si et seulement si Vn € N, a,, < Z ag.
k=n+1

Exercice 85 [ENS L 2025 # 85] 1. Pour quels réels s la somme
b) Pour n = (n1,n2) € Z% onnote |n| = \/n? + n3.

|[n—m|®

Pour quels réels s la somme Z(mm)e(zg\{o})z T =TmDD) est-elle finie?

Exercice 86 [ENS PLSR 2025 # 86] On note S ’ensemble des suites croissantes a termes dans N \ {0, 1}.

[n—m|*® .
nmeN* mmnz—mzyz est-elle finie?

1. Pour a € S, montrer que p(a) = ;5 (szo i) appartient a ]0,1].
2. Montrer que ¢ définit une bijection de S sur ]0,1].
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € S pour que p(a) € Q.

Exercice 87 [ENS L 2025 # 87] Soit f : N — R** décroissante de limite nulle. Soit ¢o : N — N croissante. On suppose que, pour tout

o € R, il existe une unique suite (1;);en telle que o = S°°% f(n;) et, pour tout i € N, ;41 > ¢(n;). Montrer que (0) = 0 et,
pour tout n € N*, f(n — 1) = j;og (¢%(n)), ot ¢" désigne I'itérée i-¢me de ¢ pour la composition des applications.

Exercice 88 [ENS P 2025 # 88] Soit f : R — R. Montrer I’équivalence entre les conditions suivantes :
- f(x) = 0(x);
* 2_yzels f(an) converge absolument pour toute série ), . a, absolument convergente a termes
« Y f(ay) converge pour toute série > a,, absolument convergente a termes réels.
Exercice 89 [ENS P 2025 # 89] Soit f : R — Rtelle que > f(a,) converge pour toute série convergente > a,, & termes réels. Montrer
qu’il existe un réel A tel que f(z) = Az pour z voisin de 0.
Exercice 90 [ENS SR 2025 # 90] 1. Soient a,b € Raveca<bet f : [a,b] — [a,b].
a) Si f est continue, montrer que f possede un point fixe.
b) Si f est croissante, montrer que f posséde un point fixe.
2. Soit f: R — R monotone. Montrer que 'ensemble dis(f) des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
3. Construire f: R — R monotone dont I’ensemble des points de discontinuité est Q.
Exercice 91 [ENS P 2025 # 91] Trouver les f : [0, 1] — R continues telles que Va € [0,1], f(z) = >/ f(;jl).
Exercice 92 [ENS PLSR 2025 # 92] Soit f une fonction de R dans R U {400} non identiquement égale & +0c. Pour y € R, on pose
f*(y) = sup{zy — f(x);z € R}.
1. Montrer que {z € R, f*(x) < 400} est un intervalle (éventuellement vide) sur lequel f* est convexe.

2. Montrer que, si f est dérivable et convexe sur R, alors f = f.

3. On suppose que f est de classe C2 sur R, que f”> 0 sur R et que I 4o, Montrer que f* est dérivable sur R et que :

V(z,y) €R? y = f'(z) & 2= () (y)
Exercice 93 [ENS SR 2025 # 93] Pour f : [0,1] — R, on pose B, (f)(z) = >} _, f(%) (H)a* (1 —z)k.

1. Calculer By, (u1) et B, (uz) ol uy, :  +—> ™.

b) Montrer que, pour tout z € [0,1], 57 |z£| (V)a* (1 — z)"F < 4/ w
1. En déduire que si f est M-lipschitzienne, alors | B, (f)(x)f(x)| < % pour tout x.
Exercice 94 [ENS L 2025 # 94] Trouver toutes les fonctions f: R — R telles que :

« f est croissante, a valeurs dans [0, 1], f est continue a droite,
o flx) 0, f(z) " 1,Vk € N*, 3b, € R,V € R, f(2)* = f(a + by).

T——00 xT—

Exercice 95 [ENS PLSR 2025 # 95] 1. Soient a,b € R avec |b| < 7.
Montrer qu’il existe z € C tel que z + e* = a + b.

1. Montrer que I'application z — ze” est surjective de C sur C.

Exercice 96 [ENS P 2025 # 96] Soient o > 0 et f: R — R une fonction continue telle que : Vx,y € R, | f(x) + f(y) — f(z +y)| < 0.
Montrer que f est la somme d’une fonction linéaire ¢ : R — R et d’une fonction bornée par o.

Exercice 97 [ENS L 2025 # 97] Une partie E de [0, 1] est dite négligeable si, pour tout & > 0, il existe une suite (I,,),, >0 d’intervalles
de [0,1] dont la réunion contient X et dont la somme des longueurs est majorée par . Soit f une fonction dérivable de [0,1] dans
R. On suppose qu’il existe une partie négligeable E de [0,1] telle que, pour tout « € [0,1] \ E, on ait f'(x) > 0. Montrer que f est
croissante.

10



Exercice 98 [ENS P 2025 # 98] Soient n € N*, (Py)re[1,n]] et (Qk)re[1,n] deux familles de polynomes réels, f la fonction de P dens
P telle que, pour tout x € P, f(z) = 3_"'_, P,(2)e?*®) . Montrer que si

fonction de R dans R telle que, pour tout z € R, f(z) = 3, _, Px(2) e?*(*). Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors f

ne possede qu’un nombre fini de zéros.

Exercice 99 [ENS P 2025 # 99] Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3. Déterminer les fonctions continues f de [0,1] dans R
telles que, pour tout k € [1,n — fo (zV/F))nFde = .

Exercice 100 [ENS P 2025 # 100] Soit (ak)kzl une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout k& € N*, kap < (k+1)agy1.

Montrer que fow maxi<k<n (akm> de =Y p_, %+ O(1).
Exercice 101 [ENS PLSR 2025 # 101] Soit f: R — R de classe C'*. On pose, pour n € N*, S, = 1 Z:L 01 f ( )

1. Quelle est la limite de (.S;,)nen~ ? Déterminer la vitesse de convergence.

o f(t) dt‘ <G,

Su— [ F(1) dt‘ <<,

b. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C2. Montrer qu’il existe C' € R tel que : ¥n > 1,

3

(o}

c. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C°.

d. Que dire si f est 1-périodique et de classe C°°?
Exercice 102 [ENS P 2025 # 102] Soient (a,b) € R? tel que a < b, f une fonction continue de [a, b] x [—1, 1] dans R. Pour A € R, soit
= f; f(t,sin(At)) dt. Montrer que I(\) admet une limite que I’on déterminera lorsque A tend vers +oo.
Exercice 103 [ENS SR 2025 # 103] Soient N € N* et (x1,...,2x) € CV. Pour y € R, on note e(y) = €2V,
Soit f:t € R+ 25:1 Tpe(nt). Soient R € N* et (¢1,...,tg) € RE.
1. a) Montrer que Zle If(t)]? < NR Zszl |2k |2.
b) Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité précédente.
2. Pourt € R, on pose A(t) = inf, ez |n — t|. On suppose les ¢; distincts. Soit 6 > 0 tel que
d < miny<;2~;<r A(t; — t;). Montrer que Zle If(t)]? < 2N7+671) Zivzl |1,|2.Ind. On pourra montrer que, pour une
fonction g de classe C! sur R, pour a € Ret h > 0,

a+h

a+h
@l < g7 [ laide+g [l

Exercice 104 [ENS PLSR 2025 # 104] On note F I’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C*° de R dans
C. Soit f € E.Pour n € Z, on pose ¢, (f) = fol e~ 2 f () dt

1. Montrer que (¢, (f))nez est sommable.
2. On suppose que f(0)=0. Montrer qu’il existe g € E telle que Vt € R, f(t) = g(t) (%™ — 1).

Exercice 105 [ENS P 2025 # 105] Soient a,b> 0 et m € Z. Calculer I,,,(a,b) = f ® emar—Z pm=3dy.

Exercice 106 [ENS L 2025 # 106] Soit n > 2. Déterminer 'ensemble des matrices A € M,,(C) telles que I'intégrale fjoo; et Adt
converge.

Exercice 107 [ENS PLSR 2025 # 107] Soit f: R — R lipschitzienne. On suppose qu’il existe R > 0 tel que, pour tout x € R\ [-R, R],
f(x) = 0.

1. Montrer que e — [ * L) dx + f+oo £®) 17 admet une limite en 0F.
On note vp ( N +§§ He )das) cette limite.

1. Onnote T : x — f_oo f(y) In |yz|dy + f y) In |yz|dy. Justifier que Ty est bien définie sur R.
2. On suppose f de classe C''. Montrer que T est derlvable sur R et que :

v €R, (T})(x) = vp (/+°o f(yy”)dy)

)

y*z?
lxy

Exercice 108 [ENS SR 2025 # 108] 1. Pour (p, k) € N%, montrer la convergence de I, ; = fol fol dx dy et 'exprimer sous

forme de la somme d’une série numérique.
2. Onnote d,, = ppem(1, ..., n) pour n € N*. Montrer que I, ; € =Zsip >k, etl,, € ((2) + 5 Z.
P
3. Onpose P, = L D"(X"(1X)"). Montrer que P, est a coefficients entiers.

4. Montrer que I, fo f Tyz)dacdy converge, et en donner une expression simplifiée.- e) Montrer que I,, € dlz (Z +
((2)2).

Exercice 109 [ENS L 2025 # 109] Déterminer les segments .S de R non réduits a un point tels que '’ensemble des fonctions polyno-
miales & coefficients dans Z de S dans R soit dense dans (C°(S,R), ||[|)-
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Exercice 110 [ENS L 2025 # 110] On note F 'ensemble des fonctions croissantes de R dans R ayant pour limites respectives 0 et 1
en —oo et +0o. Soient F, GG, H € F, avec GG et H continues.

On suppose qu’il existe quatre suites réelles a,b,c,d telles que (z — F'(anx + b))y, et (x — F(c,x + dy,))n convergent simplement
sur R, respectivement vers G et H. Montrer qu’il existe deux réels A > 0 et  tels que Vo € R, H(z) = G(A\x + ).

Exercice 111 [ENS L 2025 # 111] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de [0,1] dans ]0,1], convergeant simplement vers une fonction
I

1. Pour n > 2, on pose t, = - > " L L. Montrer que la suite (t,,) converge simplement

vers f.

1. On suppose que fj est a valeurs strictement positives et que, pour tout n > 1, la fonction

fn est dérivable, croissante et que f/, > "f n ool o, = Z?:_Ol fi. On suppose également que sup o,,(1/2) < +00. Montrer que, pour

tout z € [0,1/2[, il existe C, > 0 tel que, pour tout n > 1 n assez grand, f,(x) < e~ =",
1. On enléve ’hypothése sur o,,(1/2). Montrer qu’il existe 2y € [0, 1] tel que :

(i) Vz < 29, 3C; > 0, Ing € N*, Vn > ng, fn(z) < e_cf"' (i) Yz >z, f(x) > 2 — x0.

Exercice 112 [ENS P 2025 # 112] Soit f: =z — Z = sin (4n )

nln

1. Montrer que lim,_, o (inf{f(¢),t > x}) = 0.
2. Montrer que 0 < lim, 4o (sup { IL’El(fl)t‘), t> x}) < +00.

Exercice 113 [ENS L 2025 # 113] Soit ()\,,) une suite de réels > 0 telle que Vn € N, 2), < A\,11 < 3)\,,. Montrer que :

—+oo

c1 C2
v, 3 R™)2, vt e [1/2,1], — 2 At < ——
04>07 (ClaCQ) ( ) v 6[ / [ (1_t)oz *Z (1—t)
Exercice 114 [ENS SR 2025 # 114] On pose : Va > 0,7(z) = 37 (_13:71-

1. Montrer que 7 est de classe C* sur |1, +ool. Etudier sa limite en +oo0.
2. Montrer que 7 est de classe C'™° sur |0, +-00].
3. Calculer n(1).
4. Montrer que : Vz € C, |e*1| < el*I1.
5. Montrer que 7(z) est bien définie pour tout z € C vérifiant Re z > 0.
Exercice 115 [ENS P 2025 # 115] 1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique L,, € R[X] tel que L, (1) = 1 et (1 —
X)L —2XL! +n(n+1)L, =0.

2. Montrer que Vz € [—1,1], Vz €] — 1,1], m 2 Ln(z)2™
Exercice 116 [ENS PLSR 2025 # 116] Soient f, g € C°([0, 1], R) telles que f(1)=g(1)=1 et, pour tout z E [O 1[,|f(x)] < 1. On suppose

qu'il existe C> 0 et M € N* tels que 1 — f(1 — z) ~ Cz'/M Pour n € N, on pose u, = fo x)"dx.
x—0

1. Déterminer un équivalent de wu,,.

2. Montrer l'existence de C’ tel que : Vn € N*,

“u—:ll‘ <<,

Exercice 117 [ENS SR 2025 # 117] Soit f: z f0+oc cos (% + ta:) dt.
1. Montrer la définition de f sur RT
2. Soit > 0. Montrer que Re [f0+ exp ( ((H'w) + (t+ 16)33)) dt} 7 f(z).

Exercice 118 [ENS SR 2025 # 118] On note F I’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R™* dans C.
1. On convient que

V400 = 400

. Pour f continue de R** dans C, montrer que

+o0 ) +oo
/ |f|2=sup{/ |fgl; g € E tel que / |g|2:1}
0 0 0

1. Soit f € E. Montrer que ® : z € RT™* — fo > f(t) ~-dt appartient a E.

Exercice 119 [ENS P 2025 # 119] Soient K € CO([O 1] R) telle que ||K||oo < Let f € C°(]0, 1], R). Etudier 'exis- tence et I'unicité
de g € CY([0, 1], R) telle que Vx € [0, 1], fR t) dt = f(z).

Exercice 120 [ENS L 2025 # 120] Sment a,G 6]0, 1[. Pour f ¢ [1,+00[— [0,1] continue, on pose ||f|la = Sup,_,o $*|f(s)| et
Fo ={f € C°([1,+00[,[0,1]), [ flla < +o0}.

1. Pour f € F,,onpose T(f):5s>1+1—(1— %)9 +0(s—1)¢ fj;o(s-l-t — )7L f ()t
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Montrer que T est une application lipschitzienne de F,, dans F,, (pour || - ||o).- b) On admet que, pour tout « €]0,1 — [, T possede
un unique point fixe f, € F,,. Montrer que f, ne dépend pas de a; on le note fy. Montrer que f:oc t=0 fo(t)dt = +oo.
Exercice 121 [ENS PLSR 2025 # 121] 1. Expliciter le terme général d’une suite (a,, ), >0 vérifiant la relation de ré-
currence na,+1 = (n + 1)a, pour tout n.
1. Résoudre x(x-1)y” + 3xy’ +y = 0 sur ]-1,1[.
Exercice 122 [ENS PLSR 2025 # 122] Résoudre zy” + zy’ + (221/4)y = 0 sur 10, 1[.

Exercice 123 [ENS P 2025 # 123] Soient (a,b) € R? avec a < b,¢ € C?([a,b],R™™) croissante. Soit y € C*([a,b], R) non nulle et
vérifiant y” + 1 (x)y = 0. Montrer que les points o |y| admet un extremum local forment une suite finie (aq, . . . , a,) (éventuellement
vide) et que la suite des valeurs (|y(a1)],...,|y(an)|) est décroissante.

Exercice 124 [ENS PLSR 2025 # 124] Soit f € C%(R,C).
1. On suppose que f” + f' + f —— 0. Montrer que f — 0.
+oo +oo

2. Soit P = ag + a1 X + az X? € C[X] unitaire de degré 1 ou 2 et & racines simples dans C.
Onpose dpf = > re, ar.f*). Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que, quelle que soit f € C2(R, C), dp f = 0
implique f = 0.
1. Soit a, b, ¢ € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que
$$V(xy2) € C'RCY, \ 2/ +az+by+cz 250\ y +bx+cy+az =5 0\z +cx+ay +bz 250 .= \ 2 2% 0\ y =% 0\ z
Exercice 125 [ENS SR 2025 # 125] Soient I un intervalle de R et A : I — M3(R) continue. On regarde I’équation (1) : X’(t) = A(t)
X(t).
1. Décrire I'ensemble des solutions de (1).
2. On suppose qu’il existe P € GLy(R) et D : I — M (R) a valeurs dans 'ensemble des matrices diagonales telles que, pour
toutt € R, A(t) = P~1D(t)P.
Trouver une condition sur D pour que les solutions de (1) aient une limite quand ¢ — +oc.
Exercice 126 [ENS P 2025 # 126] Soitn > 2. Soit A : RT™ — M,,(R) continue. On consideére les solutions de 1'équation différentielle
0 : x’(t) = A(t)x(t).
1. On suppose qu’il existe P € GL,(R) et D : RT — M,,(R) continue et a valeurs dans 'ensemble des matrices diagonales a
coefficients dans | — 0o, —1] telles que, pour tout ¢, A(t) = PD(t) P~ . Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +00?
2. On suppose qu’il existe P : R™ — GL,,(R) continue et D € M,,(R) diagonale a coefficients dans | — co, —1] telles que, pour
tout ¢, A(t) = P(t)DP~1(t). Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +o0c ?

Exercice 127 [ENS PLSR 2025 # 127] On fixe un intervalle non trivial /.- a) Soient a et b deux fonctions continues de I dans R. Soit
f une solution non nulle sur I de y” + ay’ + by = 0. Montrer que les zéros de f sont isolés : pour tout zéro ¢y de f il existe un § > 0
tel que f n’ait pas de zéro dans |tod, to + 0| \ {to}-

1. Soient p1, p2 deux fonctions continues de I dans R telles que V¢ € I, py(t) > pa2(t). Soient f,g € C*(I,R) \ {0} telles que
f"+p1f =0et g’ + pag = 0. Soient t; < to deux zéros de f entre lesquels f n’admet aucun autre zéro. Montrer qu’il existe
un zéro de g dans [t1, t2], ainsi que dans [t1, t2].

2. Soient p,q deux fonctions continues de [0,1] dans R telles que V¢ € [0,1], ¢(t) > 0. Pour A € R, on note f) la solution sur [0,1]
de I’équation différentielle y” + (p(t) + Ag(t))y = 0 avec la condition initiale f(0) = 0 et f{(0) = 1. On note N) le nombre
de zéros de f). Montrer que A — N est croissante et déterminer ses limites en —oo et +00.

3. On admet que (x,\) € [0,1] x R+ fx(x) est continue. Montrer que 'ensemble
{X €R, fA(1) = 0} est 'ensemble des termes d’une suite réelle strictement croissante.
1. Montrer que (A, z) — fx(z) est continue sur R x [0, 1].
Exercice 128 [ENS PLSR 2025 # 128] Soit 4 € R™. On considére (E,,) : y”u(1 — y?)y’ +y = 0.
1. Résoudre (Ey).
2. Soient z( et 21 deux fonctions bornées et de classe C>° de R™ dans R, etw; € R.On suppose qu’il existe des fonctionsw : Rt — R
ete : R x R — R deux fois dérivables par rapport a la seconde variable telles que :
c w(p) =1+ wip+o(p);
. il existe C' : RT — R¥ croissante telle que Vk € {0,1,2}, V(7, 1) € RT x R, [(02)%e(r, )| < C(7)p?;
« pour z : (7,1) € RY X R — 2(7) + px1(7) + (7, p), la fonction t +— z(w()t, 1) est solution de (E,,) sur R* pour 4
voisin de 0.

Calculer alors w; et donner une expression explicite de xg et z; en fonction de quelques constantes inconnues.
Exercice 129 [ENS L 2025 # 129] Soit A une application continue de R dans M,,(C) et X une application de classe C' de R dans
M, (C) telles que, pour tout ¢t € R, X’(t) = A(t)X(t) X(t)A(t). Montrer que, pour tout t € R, X(t) est semblable a X(0).
Exercice 130 [ENS SR 2025 # 130] Soit f: R? — R telle que f(z,y) = %Zu siz # yet f(z,z) = e*. Montrer que f est de classe
Cc™.
Exercice 131 [ENS P 2025 # 131] Soient d € N* et f: R? — R de classe C2. Soit L > ¢ > 0 des réels. On suppose qu’en tout point
de R? Ia hessienne de f a son spectre inclus dans [/, L]. Soit 7 €]0,2/L[ ainsi qu’une suite u a termes dans R? vérifiant la relation de
récurrence Vn € N, u,41 = u,, — 7V f (u, ). Montrer que u converge.
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Exercice 132 [ENS PLSR 2025 # 132] Soient d € N* et f : R? — R de classe C'. On suppose que f tend vers +o00 en oo, que V f
est lipschitzienne et que les points critiques de f sont isolés dans R%. Montrer qu’il existe un réel 7 > 0 tel que, quel que soit le choix
de a € R la suite définie par $xo = a$et $¥ 7 € N, \ Xp.1 = X, - 7 V f(x,)$ soit convergente. On commencera par le cas o d=1 et
firx— é
Exercice 133 [ENS L 2025 # 133] Soit G un sous-groupe fermé de GL,, (R).
On pose L = {A € M,,(R);Vt € R, et € G}.

1. Montrer que L est un sous-espace vectoriel de M., (R). Ind. Considérer (etA/ketB/k)k.

2. Montrer que V(A, B) € L?, ABBA € L.

3. Que peut-on dire de L pour G = SL,,(R)?
Exercice 134 [ENS PLSR 2025 # 134] Soit n > 2 un entier. Une application f de classe C? définie sur un ouvert O de R", & valeurs
dans R™ vérifie la propriété ‘P si, pour tout € O, df,, est composée d’une homothétie et d’une isométrie vectorielle.

1. On suppose que n=2 et que f vérifie P. Onnote f = (f1, f2). Montrer que f; et f sont harmoniques, c’est-a-dire que Af; = 0
et Afg =0.

2. Montrer que le résultat de la question a) est faux si n > 3. On pourra considérer I'application f: z € R™ \ {0} — W

Exercice 135 [ENS P 2025 # 135] Soit f: R? — R de classe C2. On dit que f est harmonique si 2f + giy’; = 0. On dit que f

Ox2
est homogene de degré A > 0 si, pour tous 2,y € Ret tout t € R, f(tx,ty) = t*f(x,y). Soit A > 0. Déterminer les fonctions
harmoniques et homogeénes de degré \.

2) Géométrie
Exercice 136 [ENS L 2025 # 136] Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des c6tés sont dans N* et dont
Paire est un carré parfait non nul.

Exercice 137 [ENS MP 2025 # 137] $ $ [P] Soient a, b, ¢, d dans R**. Quelle est I'aire maximale d’un quadrilatére dont les cotés
successifs ont pour longueurs a, b, ¢, d?

Exercice 138 [ENS PLSR 2025 # 138] 1. Quelle est I’aire maximale possible pour un rectangle de périmetre 1?

2. On considére un entier n > 3 et une liste strictement croissante (61,...,0,) a termes dans [0, 27]. Déterminer la valeur
maximale possible pour le périmétre du polygone de sommets ¢?%1, ... e~ (dans cet ordre).
3. Soit 21, ..., 2z, des nombres complexes. On convient que zg = 2,,. On définit 'aire algé-
brique du polygone 21 - - - 2, comme ZZ;S (Re(zk) Im(zg+1)—Im(z) Re(2k+1)). Onfixe unréel p> 0. Parmiles listes (21, ..., z,) €

C"™ telles que le périmétre de 27 - - - z,, soit égal a p, déterminer celles qui maximisent I’aire algébrique du polygone associé.

3) Probabilités
Exercice 139 [ENS PLSR 2025 # 139] 1. Calculer la variance d’une variable de Poisson.
2. Soient @ € N* et p un nombre premier. Calculer E(X? modulo p) o X ~ P(a).

Exercice 140 [ENS SR 2025 # 140] Soient p € [0,1] et (X,,),>0 une suite 7.i.d. de variables aléatoires suivant la loi Bernoulli de
3S,+1 siX,=1
paramétre p. On pose Sy = 1 et, pour n > 0, S;,41 = { %,Jr S% " .
2o siX,=0
1. Etudier les cas p=0 et p=1. On supposera que 0 dans toute la suite de I'exercice.
2. Donner une formule de récurrence vérifiée par la suite (E(S),))n>0, et étudier son comportement quand n — +oc.
3. Montrer que P((S,,)n>0 est bornée) = 0.
Exercice 141 [ENS SR 2025 # 141] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X{) < +00. On pose T, =
15" X, pour tout n > 1. Montrer que la suite (7, n>0 converge presque siirement vers E(X7).
n i=1 p q = gep q

Exercice 142 [ENS L 2025 # 142] Soit (X,,)n>1 (resp. (Y3, )n>1) une suite de variables aléatoires i.i.d & valeurs dans N. On note
T=inf{n>2; X, ¢ {X1,...,Xn_1}}etS=inf{n >2; Y, ¢ {Y1,...,Y,_1}}. On suppose que T' ~ S. Que peut-on dire du
lien entre les suites (X,,) et (Y;,)?

Exercice 143 [ENS P 2025 # 143] Soit P I'ensemble des nombres premiers et 5 > 1. Soit (Y},),cp une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans N vérifiant P(Y,, = k) = (1Ip~")p~*# pour k € Netp € P.Onpose Z =5 _,Y,Inpet X = exp Z.

1. Donner la loi de X.
2. En déduire que Zj_:olo % = % ou p est la fonction de Mobius.

nep

Exercice 144 [ENS L 2025 # 144] Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1 et tout (a; ;)1<ij<n € {1}, il existe
(wi)lgign et (yi)lgign dans {:l:].}n tels que Zlgign a; Ty = Cn3/2.
Exercice 145 [ENS MP 2025 # 145] Soient 6 €]0, 1| et X une variable aléatoire a valeurs dans R™ telle que P(X > 0) > 0. Montrer

—0)? 2
que P(X > 0E(X)) > GRS

Exercice 146 [ENS P 2025 # 146] Soit n € N avec n > 2. Soit E,, = {e1, ..., e, } un ensemble de cardinal n. Soient o1, ..., 0, des
variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur S,. Si i, j € [1,n], on pose e;e; = e, (;). Montrer que la probabilité
que (E,) soit un groupe, sachant que admet un neutre, tend vers 0 quand n tend vers 'infini.
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Exercice 147 [ENS L 2025 # 147] Soientd € N* et (eq, . .., eq) la base canonique de Z<. Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires

indépendantes telles que P(X,, = ¢;) = P(X,, = —¢;) = o5

pour 1 <4 <d.Onpose S, => 1 ; XjetSy=0.S0it T = inf{n > 0,5, =0} et pg = P(T" < +o0). On admet que pg < 1 pour
d > 3. Montrer que pg; — 0 lorsque d — +o0.

Exercice 148 [ENS P 2025 # 148] Soient p €]0,1/2[ et (X,,)n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que P(X,, = 1) =
1-P(X,, = —1) = p. Pour n € N*, on note S,, = X7 +-- -+ X,,. Montrer 1’existence de ¢, Cy, Cy > 0 tels que Yu > 0, Cre™ % <
P (supn21 Sy > u) < Che™ ",
Exercice 149 [ENS PLSR 2025 # 149] 1. Soit X une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(e*¥) soit finie. Démontrer que
Ya > 0,P(X > a) < e *9E(e*¥).

2. Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoires .i.d. & valeurs dans [0, 1].
On pose S, = Y7, X;. Démontrer que V¢ > 0, P(|S,, — E(S,)| > t) < 2¢~1"/(2n),
Exercice 150 [ENS PLSR 2025 # 150] Soit (E,P(E)) un espace probabilisable avec E' dénombrable.

1. Rappeler la définition d’une probabilité sur cet espace.

2. Pour A et B probabilités sur cet espace, on pose d(A, B) = maxscg A(S)B(S5).
Montrer que d(A, B) = 3 > [A({z}) — B({z})|.
c. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans E de lois respectives A et B. Montrer que P(X #Y') > d(A, B).
d. Les deux lois A et B étant fixées, montrer qu'on peut construire X et Y de facon a assurer I'égalité dans I'inégalité précédente.
Exercice 151 [ENS PLSR 2025 # 151] Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a
valeurs dans [0, n]. On pose p, = P(X = k) et g = P(Y = k) pour tout k € [0, n, et d(p, ¢) = maxgco,]P(X € §)—P(Y € 5).

1. Montrer que d(p, q) > 0. Que dire si d(p,q) =07

2. Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Comparer E(p(X)) et p(E(X)).

3. On suppose de plus qu’il existe au moins deux éléments k de [0,n] tels que py > 0. On suppose de plus que ¢ strictement
convexe, c’est-a-dire telle que V(x,y) € R?, Vt €

10,1[ = #y = o((1 — )z + ty) < (1 — t)p(x) + to(y). Montrer que E(o(X)) > o(E(X)).
1. On suppose que : Vk € [0,n], pr > 0 et gy > 0. On pose H(p,q) = > ,_,pxIn (2—’:)

Montrer que H(p, ¢) > 0. Que dire si H(p,q) =07?
Exercice 152 [ENS L 2025 # 152] On considére o = O et (7;);en+ € [0, l]N*. Pour (¢, j) € N*xN,onposep; j =rysij =i+1,1—7;

sij =1 -1 et 0 sinon.On admet I'existence d’une famille de variables aléatoires (X,i)(Z k)eN=xN telles que
. Xéo = 1 p.s. pour tout ig € N*,

. P (ﬂ?zl(X,ik =iy-1)) = [1/—1 Pix_1,ix POUr tout (ig, ... i) € N*F+L

On pose, pour $ijeN$ 7/ = inf{k € 0,400, X} = j} € NU {400}.

Soit b € N. Calculer, pour i € [0,b], p; = P(¢ < 7{) en fonction des vy, = Hi;l 1=ri
Exercice 153 [ENS PLSR 2025 # 153] Soient (X} )ren+ une suite de variables de Rademacher indépendantes et Xg = k € Z
(constante). On pose, pour toutn € N, S;, = Xo + -+ X,.

1. Déterminer 'espérance et la variance de .S,,.

2. Soientm € N* et ky,. ..,k € Z. Que dire de la loi de (S, )n>m conditionnée par (S1 = ki,...,Sm = kmn)?

3. Soient k, N € N* avec N > k. On considére que la marche aléatoire s’arréte dés que S,, = 0 ou S,, = N. On admet que l'arrét

est presque sir. Déterminer la probabilité pj que la marche s’arréte sur 0 en partant de k.

4. Déterminer le temps moyen d’arrét (en 0 ou IV cette fois) en partant de k.
Exercice 154 [ENS P 2025 # 154] On considére n variables aléatoires de Rademacher indépendantes (g;)1<;<,. Montrer que, pour
tout réel p > 0, il existe (c,, C,) € (RT*)? indépendant de n € N* tel que,
pour tout

(z1,...2,) €C"

1 1 1
cep (im 7)) < (BT aal”)? <G (0 |2?) 2.
Exercice 155 [ENS L 2025 # 155] Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z telles que Vn €
N, Vk € N, P(X,, = k) = P(X,, = —k) = ce ¥ ot c est a déterminer. Déterminer la loi du rayon de convergence de la série
entiére aléatoire »_ X, 2".
Exercice 156 [ENS P 2025 # 156] Soit (py)n>1 une suite d’éléments de [0,1]. Pour n € N*, on note G,, le graphe aléatoire G,, ;,
d’Erdés-Renyi, c’est-a-dire un graphe aléatoire de sommets [1,n] et une famille (Xy; ;) ){i.j}eP,([1,n)) de variables de Bernoulli i.i.d.
de paramétre p,,, avec Xy; ;3 = 1 si et seulement s’il existe une aréte reliant 4 et j. On note I,, le nombre de sommets isolés deG,,.

1. Soit € €]0, 1]. On suppose que, pour tout n € N*, p,, > (1 + €)M. Montrer que P(7,, > 1) —— 0.

n n—-+oo

2. Soit € €]0, 1[. On suppose que, pour tout n € N*, p,, < (1 — 5)% Montrer que P(,, > 1) — 1.

n—-+oo
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Exercice 157 [ENS L 2025 # 157] Montrer qu’il existe un réel c> 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit n € N*, quelle que
soit S partie non vide de U, il existe un entier naturel p < % ainsi
qu’une p-liste (21, ..., z,) d’éléments de U,, telle que |} _; 25| > %-
Exercice 158 [ENSPLSR 2025 # 158] Soitp € [0, 1/2]. On fixe une suite (X,,),,>1 de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {—1,0, 1}
ettellesque P(X; =1)=P(X; =—-1)=petP(X; =0)=p
valeurs dans
{-1,0,1}
et telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = petP(X; = 1) =1 —2p.Pourb € Z,a € ZN" et n € N*, on pose P(b,a,n) =
P (Z::l (Lka = b)
1. On suppose a = (2< sup> k-1< /sup> )< sub> kN< /sub> . Calculer P(0, a, n) pour tout n. .
a) On suppose p = 1/4 et a = (1)< sub> kN< /sub> . Calculer P(0, a, n) pour tout n. V.
b) Déterminer les valeurs de p pour lesquelles b — P(b, a, n) est maximale en 0 pour tout a € ZN".
Exercice 159 [ENS PLSR 2025 # 159] Soit n > 3. Une alpiniste dispose de n lieux possibles pour planter sa tente, lieux numérotés de
1 a n. Elle peut visiter chacun de ces lieux successivement, a partir du numéro 1, et doit décider si elle y plante sa tente. Lorsqu’elle
visite le lieu k, elle peut savoir si elle préfere ce lieu a tous les lieux précédemment visités, mais ne sait pas si elle le préfére aux lieux
non encore visités. Une fois un lieu visité, si alpiniste a refusé d’y installer sa tente elle ne pourra plus revenir sur ce lieu. L’alpiniste
a pour objectif de maximiser la probabilité d’avoir choisi celui des n lieux qui a sa préférence parmi les n lieux.
1. Déterminer une stratégie optimale pour I’alpiniste lorsque n=3.

2. Onfixe un k € [0,n — 1]. L’alpiniste suit la stratégie décrite ci-aprés : elle visite automatiquement les k+1 premiers lieux ; étant
donné ¢ € [k+1,n— 1], si'alpiniste visite le -iéme lieu alors elle I’écarte si et seulement s’il n’a pas sa préférence parmi tous les
lieux déja visités. Déterminer la probabilité p,, , pour que 'alpiniste s’installe sur le lieu ayant sa préférence parmi les n lieux.

3. On fixe un k,, maximisant p,, ;, lorsque k parcourt [0, n-1]. Etudier le comportement asymptotique de k,, quand n tend vers
+o00.
Exercice 160 [ENS L 2025 # 160] Soit (X, ),,>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discrétes. Pour t € R etn € N*, on consi-
dére la variable aléatoire f,,(t) = 1 [{k € [1,n], X}y < t}|. Montrer qu’il existe une fonction f: R — Rtelle que P (sup,cg | f5(t) — f(t)| > ¢
0 pour tout réel € > 0.

Exercice 161 [ENS L 2025 # 161] Pour deux variables aléatoires réelles bornées X et Y, sur des espaces probabilisés a priori distincts,
on note X <. Y pour signifier que E(f(X)) < E(f(Y)) pour toute fonction convexe f: R — R. On se donne, sur un espace
probabilisé, deux suites (M, X1, Xs,...) et (IV,Y7,Ya,...) de variables aléatoires indépendantes bornées vérifiant les conditions
suivantes :

« les X,,, ou n € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« les Y,,, oun € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« M et N sont a valeurs dans N :

« M ﬁcNetXl <ec Yl.
On pose S = Ziwzl XpetT = ijyzl Y).. Montrer que S <. T
Exercice 162 [ENS L 2025 # 162] Soient E une partie bornée et au plus dénombrable de R, et £ et £ deux lois de probabilité sur
E. Déterminer, en fonction de ces lois, la plus petite constante K, telle que, pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires réelles a

valeurs dans F telles que X ~ LetY ~ £, on ait I'inégalité E(XY) < K ».

Exercice 163 [ENS SR 2025 # 163] On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X1, ..., X,,)7 un vecteur aléatoire
tel que E (|| X||?) < 400. On note C(X) = (Cov(X;, X;)) la matrice de covariance.

1<i,j<n
1. Que dire de C(X) si les X; sont indépendantes ? -
2. Soientv € R" et Y = (v, X). Exprimer V(Y) en fonction de C(X).
3. On suppose les X; centrées. Soient A € M,,(R) et Z = AX. Exprimer E(||Z||?) en fonction de C(X).
4. Caractériser les A € M,,(R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que A = C(X).
5. Soit H un hyperplan de R™.
Montrer que P(X € H) = 1 si et seulement si H+ C Ker(C(X)).
Exercice 164 [ENS SR 2025 # 164] Soit & > 0. On considére I'équation différentielle () : (v = —x, 2’ = a?y) avec (z,y) : R — R2.
1. Si(xg,y0) € R? est fixé, justifier I'existence et I'unicité d’une solution de () vérifiant 2:(0) = zq et y(0) = yo. Pour cette solution,
onpose I(t) = y2(t) et J(t) = a2>(t).
2. Montrer que les applications 7"+ + fOT I(t)dtetT — + foT J(t)dt admettent une
limite finie en +oo0.

1. Soit N € N*. On considére deux variables aléatoires z¢, yp indépendantes a valeurs dans %Z telles que, pour tout k € Z,
P (zo= %) =P (yo = %) = wexp (—(k/N)?).
a) Justifier I'existence de vy € R pour lequel ces conditions définissent la loi des deux variables aléatoires.

b) On fixe t et on considére, pour N € N*, la variable aléatoire fn(t) = I(t) + J(t) (les fonctions I et J sont associées aux
variables aléatoires x et y9). Montrer que E (e*f N (t)) possede une limite quand N — +-o0.

16



II) ENS PSI AUTRE

1) Algebre
Exercice 165 [ENS PSI 2025 # 165] 1. Soit A = (a; j)1<i,j<n € My (R) telle que Vi, j € [1,n,a,; = 2,a;; = —1si|i — j| =
1,&1'7]' =0si |Z—]| > 2.
a) Montrer que, pour tout x € R, Az > 0 = x > 0 ou > 0 signifie que toutes les coordonnées sont positives ou nulles.
b) En déduire que A est inversible.
2. Soit A € M, (R) telle que Vi € [1,n], |ai | > >, 4, |ai ;]

a) Montrer que A est inversible.

b) Soit I et F' les matrices de taille n définies pare; ; = a; ;sij > i,e;;, =0sij<iet f;; = —a;;sij <4, fi; =O0si
j > i. Montrer que, si (u,v) € (R™)? vérifie Ev = Fu, alors ||v||c0 < ||t]]oo-

¢) Montrer qu’il existe k €]0, 1] tel que Yu,v € R", Ev = Fu = ||v]|co < k|t]co-

d) Soient b € R™, xg € R™ et (x1) la suite définie par Vk € N, Ex41 = Fxy, + b. Montrer que la suite (x) est bien définie
et que la suite (x) converge. Déterminer sa limite.

Exercice 166 [ENS PSI 2025 # 166] Soit f: <(cl Z) € Mz(R) — <(Ci Z) Spectre de f? Diagonalisabilité sur R? sur C?
Exercice 167 [ENS PSI 2025 # 167] 1. Soit A € C. La suite (A\¥),cn peut-elle étre dense dans C?
. 2 3
2. Soit A = <0 1/2)"

a) Pour X € C2 Ia suite (AkX)kGN peut-elle étre dense dans C2 ?

b) Soient A € M,,(C), X € C™. La suite (A* X)xen peut-elle étre dense dans C™ ?

3. Soit A € M,,(R) qui n’admet pas de valeur propre réelle.
a) Montrer qu’il existe P € GL,,(R),a > 0,0 € R tels que :

acos) —asinf x *
asinf acosf x *

A=P 0 0 * x| p-1
0 0 ¥ eee %

b) Soient A € M,,,(R), X € R™. La suite (A* X)ien peut-elle étre dense dans R™ ?

Exercice 168 [ENS PSI 2025 # 168] On dit que P = (p; ;) € M, (R) est une matrice de permutation s’il existe une permutation o de
Iensemble [1,n] telle que V(4,j) € [1,n]?, pi; = 0;,(j). On dit que H € M,,(R) est une H-matrice si tous ses coefficients valent
41 et si ses colonnes forment une famille orthogonale pour le produit scalaire canonique.

1. Soit P une matrice de permutation. Montrer que P est orthogonale et que P7" est une matrice de permutation.
2. Soit M € M,,({—1,1}).Montrer que M est une H-matrice si et seulement si M7 M = nlI,,.

c. Soient D € M,,({—1,1}) une matrice diagonale, M une H-matrice de taille n, et P une matrice de permutation de taille n.
Montrer que DM, M7, MD et PM sont des H-matrices. On suppose dans les derniéres questions qu’il existe une H-matrice de
taille n > 3.

d. Montrer qu’il existe une H-matrice S = (s; ;) € M, (R) n’ayant que des 1 en premiére ligne.
3. Montrer que Vi, j € [2,n] aveci # j,onay ,_,(six +1)(sjx +1) =n.
4. En déduire que n est un multiple de 4. On écrit n=4k avec k € N*.

g) Montrer qu’il existe une H-matrice de taille n dont les trois premiéres lignes sont présentées en quatre blocs de taille £ de la forme
suivante :

(
Exercice 169 [ENS PSI 2025 # 169] Le produit scalaire canonique de R™ est noté (z,y) = 2T'y. Soit A € M,,(R).
1. Montrer qu’il existe un unique (A", A7) € S,,(R) x A, (R) tel que A = AT + A~.
2. Montrer que pour tout z € R", (Az,z) = (AT z, z).

On note A1,..., ¢ les valeurs propres de A" et E1,..., Ey les sous-espaces propres associés. On suppose de plus que A et A™
commutent.

1. Montrer que Vz € E;, Axr € F; et A~z € E;.

2. Soient i € Sp(A) et F), le sous-espace propre associé. Montrer qu’il existe j tel que ;1 = Aj et F), C Ej.
3. Soit i € [1,/]. On suppose dim(E;) = 1. Montrer que A; € Sp(A) et E; C Ker(A™).

4. Montrer que si A est diagonalisable alors A est symétrique.

Exercice 170 [ENS PSI 2025 # 170] Soit A € M,,(R). Soitu : M € M,,(R) — AMAT.
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1. On suppose A diagonalisable.
a) Montrer que u est diagonalisable.

b) Montrer que tr(u) = [tr(A)]>.
¢) Montrer que S,,(R) est stable par u. On note ug 'endomorphisme induit par u sur

Sn(R)
. Montrer que tr(us) = 1 (tr(A?) + [tr(A4)]?).

1. On suppose désormais que A™ = I,, pour un entier m > 1.
a) Montrer que A est diagonalisable sur C.

b) Montrer qu’il existe des entiers s tels que 7 +2s < n et des entiers k1 < --- < k; tels que tr(A) = r+23__, cos (%T”T)
c¢) Montrer que {A¥ k € N} est fini.

d) Onpose N = Card({A*, k € N}). Montrer que tr(u) = % Zi\il tr(AF).

Exercice 171 [# 171] 1. Soit f: R — R une fonction k-lipschitzienne, avec k > 0.
a) Montrer que f est continue.

b) On suppose k < 1. Montrer que f admet un unique point fixe.
¢) Donner un exemple de fonction 1-lipschitzienne de R dans R qui n’a pas de point fixe.

2. On considére £ = R? muni d’une norme N. Soit f: RY — R? une fonction 1lipschitzienne. Soit {2 I'ensemble des vecteurs x
de E tels que la suite (f™(x)),en est bornée. Montrer que ) = () ou ) = F.

3. On suppose E = C et f(z) = az + b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit 1-lipschitzienne. En supposant
cette condition réalisée, donner une condition nécessaire et suffisante pour que 2 = E.

Exercice 172 [ENS PSI 2025 # 172] Soit (E, || ||) un R -espace vectoriel normé de dimension 2 muni d’une base (e1, e2) vérifiant la
pI’OpI‘iété () 2V(>\1, )\2) € R2, )\161 + )\262” = |||>\1||61 + H)\QH@QH

1. Rappeler la définition d’un espace euclidien.

2. Donner un exemple d’espace vectoriel normé et d’une base ou la propriété () est vérifiée.

3. Donner un exemple d’espace vectoriel normé et d’une base ou la propriété () n’est pas vérifiée.

4. On veut montrer le résultat () : pour tout (aq, g, 81, 82) € R4, si |a1| < |B1] et |aa| < |Ba] alors ||arer + ages|] < ||Brer +
Baes]]. On fixe A € R et on définit la fonction f () = ||ner + Aea]|.

« Montrer que f <%) < 1f(w) + Lf(W) pour tout (u, 1) € R%
« En déduire que f est convexe.
+ Montrer que f est une fonction croissante sur R*. iv) En déduire la validité de 'implication ().

Exercice 173 [ENS PSI 2025 # 173] Nature, suivant a € R, de la série Z(—l)”ﬁ(&fl)z

Exercice 174 [ENS PSI 2025 # 174] Pourn € N*,onpose H, = Yi_; t et S, =1 30 et
1. Montrer que (H,, In(n 4 1)) converge. On note sa limite ~.
2. Déterminer un équivalent de .S,,.
3. Donner un développement asymptotique a deux termes de S,,.
Exercice 175 [ENS PSI 2025 # 175] Soit E = C*°(R,R). Si f € E, on note D(f) 'application z € R — f(x + 1) f(z).

1. Montrer que D induit un endomorphisme de R,,[X] (on identifie un polyndme et la fonction polynomiale associée). Quel est
son noyau? son image ?

2. Soient f € E,n € N* etz > 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]z, z + n[ tel que D™ (f)(z) = £ (c).
1. Soit A € R. On suppose : Vn € N*, n* € N. Montrer que A € N.
Exercice 176 [ENS PSI 2025 # 176] Soit GG I’ensemble des fonctions de R dans R de la forme
+oo

T ag + Z(ak cos(2kmx) + b sin(2k7mx))
k=1

avec (ay,) et (b,) sommables. Soit F' 'ensemble des f € C°(R,R) 1-périodiques.
1. Si f € G, montrer que les ay, et b, sont uniquement déterminés par f.

Sia € Rest fixé, on pose, pour f € F,T(f): x — f(x +a)f(x).
1. Sia € Z,que vaut T? ¢) Si a € Q, décrire Ker(T).
2. Sia = /2, décrire Ker(T).
3. Oue vaut Im(T'|g) pour a = v/2?
Exercice 177 [ENS PSI 2025 # 177] Soit f: I — R convexe, ou I est un intervalle de R de longueur non nulle.
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1. Soitt € I.Pour tout z € I\ {t}, on pose A¢(x) = f(xi{(t).
a) Montrer que A; est croissante sur I \ {¢}.
b) Justifier 'existence de f’(t*) = lim, s+ A¢(z). iii) On pose a; : = + f(t) + f'(t7)(xz — t). Montrer que f(z) =
sup;er as ().
2. On dit que f est log-convexe lorsque f > 0 sur I et Inof convexe
a) Montrer que si f est log-convexe, alors elle est convexe.

b) Soit f € C?(R,R**). Montrer que f est log-convexe si et seulement si, pour tout « € R,z + e** f(z) est convexe. iii)
Montrer que la somme de deux fonctions log-convexes est log-convexe.

3. Onposel' : z — f;roo t*~te~tdt.
a) Justifier que I" est définie, de classe C2, et strictement positive sur RT*,
b) Montrer que I est log-convexe.
c) Soientn € N* et x € R™*. Montrer : ['(x + n) = I'(x) Z;S(a: +k)etT'(n+1) =nl

d) Montrer que In(n) < 11n (%) <lIn(n+1).

Exercice 178 [ENS PSI 2025 # 178] 1. Soit une fonction f € C°(R*,R) décroissante, positive, et intégrable sur RT. Montrer que
f(x) = o(1/x) quand = — +o0.

2. Montrer qu’il existe une fonction g: RT™ — R continue, positive et intégrable qui n’est pas négligeable devant 1/x en +oc.
Exercice 179 [ENS PSI 2025 # 179] Soit f: R™ — R continue, strictement décroissante et intégrable sur R*. On pose, pour n € N*,
foix €RT — f(z™).

1. Montrer que Vo € RT, f(z) > 0 et que lim, o, f = 0.

2. Soit a € [0, 1]. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [0,a]. Cette suite est-elle uniformément convergente sur [0, 1]?

3. Soit b €]1, +o0[. Mémes questions pour les intervalles [b, +o0o[ et |1, +o0].

4. Soit a € R™. La suite de terme général u,, = fj;f fn(t)dt est-elle convergente ?

Exercice 180 [ENS PSI 2025 # 180] Soient (a,b) € R? avec a < b et I = [ab]. Soit f: I — I continue. La notation f™ désigne
fofo---of(nfois).

On suppose qu'il existe w € I tel que Vz € I, f(z) — w quand n — +o0.

Montrer que, pour tout k € N*, w est I'unique point fixe de f*.

Montrer que f(I) # I.

Montrer que N,,>1 f™(I) = {w}.

Montrer que la suite (/™) converge uniformément vers la fonction constante égale a w.

Lol S

Exercice 181 [ENS PSI 2025 # 181] Pour n > 1, on note b,, le nombre de partitions d’'un ensemble de cardinal n.
On pose
bo=1
et B> 3000 bugn,
réflexive (Vo € E,x ~ x),

1. Montrer que b,, est le nombre de relations d’équivalence sur un ensemble de cardinal n. Cette notion étant hors-programme,
nous en donnons la définition. Une relation ~ sur I'en-

semble F est dite d’équivalence lorsque c’est une relation : symétrique (V(x,y) € E?,xz ~ y = y ~ x), - transitive (V(x,y,2) €
E3 x~yety~z=1x~2).

1. Calculer bg, b1, bs.

2. Montrer que, pour tout . € N, bpy1 = >, (}) b

3. Montrer que B est dérivable sur un intervalle ouvert non vide, en déduire une équation différentielle vérifiée par B puis la

résoudre.
4. Montrer que, pour toutn € N, b,, = % ;::6 %
Exercice 182 [ENS PSI 2025 # 182] 1. Calculer [ —20=1 g On donne Zn o L=

2. Soient z € [0,1] et a,b € R avec 0 < a < b. Montrer que I’équation y®y® = 2?2 d’inconnue y admet deux solutions, sauf pour
une valeur xg de x que I’on déterminera.

3. Soit f : [0,1] — R définie par f(x) = g et, pour & # x0, f(x) est 'unique solution différente de = de I'équation y® — y* =
2% — 2°. Montrer que f est décroissante et continue.
4. Soit z €]0, 1. Montrer que I’équation x°~¢ = 1= £~ admet une unique solution ¢ €

1—tb
]0,1[. On la note g(x).

1. Calculer I = fo ln(f ) dz. On utilisera le changement de variable ¢ = g(x).

Exercice 183 [ENS PSI 2025 # 183] Soient A € M,,(R) symétrique définie positive, B € M,, ,(R), v € R". Soit J : z € R”
LA
5 (A, z)(v, ).

1. Calculer le gradient de J et montrer que Vz,h € R™, J(z + h) — J(z) = (VJ (), h) + $(Ah, h).

19



2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
« il existe x € Ker(B) tel que Vz € Ker(B), J(z) > J(z);
« il existe # € Ker(B) tel que V.J(z) € Ker(B)*;

Az + BTy =
« le systéme (S) : {Bx + 0 y=rv
xr =

3. Montrer que si Ker(B) = {0} alors (S) admet au moins une solution.
4. Montrer que (S) admet au plus une solution si et seulement si Ker(BT) = {0}.
5. Montrer qu’il existe a > 0, 3 > 0 tels que Vo € R™, J(x) > a||z||?B||z||.
6. En déduire que (S) admet au moins une solution.
Exercice 184 [ENS PSI 2025 # 184] Soit (F, {,)) un espace préhilbertien.
1. a) Montrer que la fonction z + ||z est de classe C! sur E \ {0}. Calculer sa différentielle.
b) Soient H un sous-espace vectoriel de ' eta € E.

Soit z € H tel que ||z — a|| = infycp ||y — al|. Montrer que z —a € H.

1. a) Soienta,b € Eety:ax € E — ||zal| + ||xb||. Calculer la différentielle de ¢ 1a ou elle existe, et déterminer les points ou
celle-ci s’annule.

b) ) Déterminer les extrema de ¢ sur F.
2. Soit p: (7,y) € R2 > /(1 — )2 + y2 + /22 + (1 — y)2. Déterminer les extrema de p.
3. Soient A, B et C trois points du plan formant un triangle aigu. Soit ¥ : M — AM + BM + CM.
a) Montrer que ¥ admet un minimum en un point O tel que, pour tout couple (M, N) € {A, B,C}? de points distincts,
I’angle non orienté (5]\—>4 , ON ) vaut 2T
b) Que se passe-t-il si A, B et C' forment un triangle équilatéral ?

¢) Que peut-on conclure dans le cas général ?

2) Probabilités
Exercice 185 [ENS PSI 2025 # 185] 1. Soient N boules rouges et M boules noires dans une urne. Combien y a-t-il de suites de
tirages successifs sans remise d’une boule jusqu’a vider I'urne ?

On considére désormais une urne contenant n> 2 boules rouges et 2N-n> 2 boules noires. On effectue des tirages successifs sans
remises de deux boules a la fois jusqu’a vider I'urne. On note X le nombre de tirages ayant donné deux boules rouges.

1. On suppose n > N. Déterminer P(X > 1).

2. Majorer X.
On suppose n pair et on note A 'événement « les 5 premiers tirages sont constitués de deux boules rouges » et B I'événement « les
5 — 1 premiers tirages sont constitués de deux boules rouges et les deux tirages suivants d’une boule rouge et d'une boule noire ».
Sont-ils équiprobables ?

1. Soit un entier k < N. Déterminer P(X = k).

2. Déterminer E(X).

3. On suppose que n = |AN | avec A < 1. Montrer que E(X) ~ /\TzN.
. 1/p
Exercice 186 [ENS PSI 2025 # 186] 1. Soit 2 = C°([0,1],R). Pour p € N* et f € E, on note || f||, = (jol |f\1’) .

« Montrer que ||||2 et ||||4 sont des normes sur F.
« Montrer que || - || > || - ||2-
« Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies par $V x€[0,1/2n],\ f,(x)=0,$
Vo € [1/n,1], fn(z) = 2= '/* et f, estaffine sur [1/2n, 1/n]. Comparer ||f,||2 et || fn||4. Qu’en déduit-on?
2. Soit (X},)n>1 une suite 4.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1,1}.

Pour
a:(an)nzleRN ,n>1

etp > 2, onnote N, ,(a) = (E (|3, aka|p))1/p.
« Calculer N, »(a).
» Calculer N} ,(a) en fonction de Ny, 5(a).

Exercice 187 [ENS PSI 2025 # 187] Soit .S,, ’'ensemble des permutations de [1, n], que 'on munit de la probabilité uniforme.
1. Pour k,¢ € [1,n] avec k # /¢, on note 7,y € S, la transposition définie par 71, ¢(k) = ¢, 70(f) = ket Vj € [1,n] \

{k’ f}, Tk,f(j) =7
« Pour o € S, expliciter 0 o 73, 4 © oL
« Déterminer tous les o € S, telsque Vae € S;,, coa = aoo.

2. Pouro € §;,,onnote Z, ={a €S, coa=aoo}.
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« Montrer que Z,, est stable par composition et passage a 'inverse.
« Pour o # id, montrer que 2|Z,| < |S,|.

3. On tire indépendamment et avec remise deux éléments o et 7 de .S,,.
« Montrer que Vn > 3,p, = P(coT=700) < 1—72
« Déterminer ps.

4. Pouro € §,,, onnote C, = {aocoo oz_l, a€ Sy}
« Montrer que Vo € S, |C| = |Z -
« Montrer que Vo, 7 € S,,,Cy = Cr ouC, N Cr = ().

Exercice 188 [ENS PSI 2025 # 188] Soit n > 2. On se place dans N? et on considére le rectangle [0, n] x [0, 2]. On appelle recouvrement

de [0, ] x [0, 2] tout ensemble fini formé de rectangles translatés de [0, 1] x [0, 2] (rectangles verticaux) et de [0, 2] x [0, 1] (rectangles
horizontaux) qui recouvrent [0, n] x [0, 2] sans que leurs intérieurs ne se chevauchent.

On note u,, le nombre de recouvrements de [0,n] x [0, 2]. On munit I'ensemble des recouvrements de [0, 7] x [0, 2] de la probabilité
uniforme.

1. Calculer w1, u2, us. Montrer que, pour tout n € N*, Uy 42 = Up41 + Up. En déduire une expression de u,,.

2. On note P; ,, la probabilité qu’il y ait un rectangle vertical tout a gauche.

Calculer P ,, et montrer que (P ,,) admet une limite L.

¢. On note V,, le nombre de rectangles verticaux. Calculer E(V,,).Ind. On pourra écrire V,, = Z?:l Ui n ou U, est I'indicatrice de
Iévénement : « il y a un

rectangle vertical en position ¢ ».

E(V N

n—-+00

Ind. Découper la somme entre [1,/n], [\/n,n — /] et [n — \/n,n].

1. Onnote V; j ,, 'événement : « il y a un rectangle vertical en ¢ et en j ». Calculer E(V; ; ).

d. Montrer que

2. Calculer V(V,,), puis en donner un équivalent quand n — +oc.

Exercice 189 [ENS PSI 2025 # 189] Soient m,n € N*. Soit A,,, , = {a1,...,am,b1,...,b,} ottles a;, b; sont des éléments distincts.
Soit H,, ,, 'ensemble des bijections f de A, ,, sur [1, m + n] telles que, pour tout (¢, j) € [1,m], i < j implique f(a;) < f(a;) et,
pour tout (4,5) € [1,n]? i < j implique f(b ) f(b;).

1. Calculer le cardinal de H,, .

Soit fr, » suivant la loi uniforme sur H,, ,,.

1. Calculer P(fp, n(am) =1).

2. Pour ¢, k € N*, montrer que P(fcp n(@en) = (¢ + 1)n — k) admet une limite quand n tend vers +o0.
3. Calculer P(fom.n(am) = 1).
4

. Soit t > 0. donner un équivalent de P( f2,, 25 (ar) = 2n+ |ty/n]). Ind. Commencer avec ¢ = 0 et utiliser I'équivalent de Stirling
lorsque t — +o00.

Exercice 190 [ENS PSI 2025 # 190] Soit I un intervalle de R.
1. Soit (A1,...,An) € [0,1]™ tel que Ay + -+ + A, = 1. Soit f: I — R convexe.
« Montrer que, pour tout (z1,...,%,) € I",ona f (D i Niz;) < oy Nif ().

« On suppose f de classe C? sur I avec f” > 0. Montrer que, si les \; sont dans ]0,1[ et les x; sont distincts, 'inégalité du i)
est stricte.

2. Soient ) un ensemble fini, P; et P, des probabilités sur 2. On pose

TV(P1,Py) = sup [Py(A)—Py(A)|et Ni(P1,Py) = > [P1({w}) — Pa({w})|
AeP(Q) weN

« Montrer que TV (P, Ps) = %Nl (P1,Ps)
« Montrer que TV (P1,P3) = 3 o max(P1({w}), Po({w}))1
+ Montrer que

1—TV2(P,Py) > (Z VP1({w}) Pz({w})>

weR

3. On garde les hypothése de la question b) et on suppose que, pour tout w € €2, la condition Py({w}) = 0 implique P; ({w}) = 0.
Onpose D(P1,P2) =) o Pi({w})In (Pl({w})) avec la convention 01n 0 = 0.

Py({w})
« Montrer que D(P1,P3) >0

+ Montrer que (Zweﬂ \/Pl({w})PQ({w}))2 > ¢~ D(P1.P2),
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« Conclure.
Exercice 191 [ENS PSI 2025 # 191] Soientn > 2etp € {1,...,n}. Soit A € M, ,(R) telle que AT A est inversible. On pose
P=A(ATA)~1AT.
On considére des variables aléatoires 7.i.d. (zx)1<k<n d’espérance nulle et ayant un moment d’ordre 4. On pose 0 = /V(z1) et
Z=(z1...2,)T.
On considére une matrice colonne Xy € M, 1(R).Onpose Y = AXg+Zet X = (ATA)"*ATY.Onposeenfin T = [|A(X — Xo)||?,
ot || || est la norme euclidienne usuelle sur M, ; (R).

1. Montrer que rg(A) = p.

2. Montrer que P est un projecteur orthogonal de rang p. Déterminer son image et son noyau.
3. Montrer que T' = ZT PZ.

4. On note P, ; les coefficients de P. On pose T} = Z?:l P iz2etTy, =2 Zl§i<j§n P; jziz;.

Exprimer E(T}), E(T3) et E(T1T%) en fonction de o et p.
1. Déterminer E(T7) et E(T3).

2. En déduire 'espérance et la variance de 7.
Exercice 192 [ENS PSI 2025 # 192] Soit Y une variable aléatoire. On dit que Y est k-divisible (k € N*) s’il existe un vecteur aléatoire

(X1,...,Xx)oules X, sont i.i.d. tel que Y ~ (X7 + --- + X,;). On dit que Y est infiniment divisible si elle est k-divisible pour tout
k € N*.
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendante suivant les lois de Poisson de paramétres respectifs A et . Donner la loi
de X+Y. En déduire que si Y ~ P(\) alors Y est infiniment divisible.
2. Soit Y une variable aléatoire. On suppose qu’il existe A> 0 tel que P(Y € [—A, A]) = 1 et que Y est k-divisible pour un certain
k€ N*.OnadoncY ~ (X1 + -+ + Xj) ot les X; sont i.i.d.
« Montrer que, pour tout 4, P(X; € [-A/k, A/k]) = 1.
« Montrer que, pour tout s € [1, k], V(X;) < (%) ? En déduire une majoration de V(Y).
« Que peut-on dire si la variable aléatoire Y vérifie P(Y € [— A, A]) = 1 et qu’elle est infiniment divisible ?
3. Soient p €]0, 1] et Y une variable aléatoire suivant B(\). Si k& > 2, montrer que Y n’est pas k divisible.
4. Soient p €]0,1[, n € N* et Y une variable aléatoire suivant 5(n, p). Pour quelles valeurs de k& € N* la variable aléatoire Y’
est-elle k-divisible ?

Exercice 193 [ENS PSI 2025 # 193] On dit que le spectre d’une matrice est simple lorsque toutes les valeurs propres de la matrice
A b
bT

¢ € R.L’objectif des deux premiéres questions est d’établir une démonstration de la proposition suivante : si le spectre de M n’est pas
simple, alors b est orthogonal a un des vecteurs propres Soit A une valeur propre non simple de M.

sont simples. Soit n € N. Posons M = ( € M,+1(R), avec A € M, (R), b € R™ considéré comme un vecteur colonne et

1. Montrer que I'on dispose de v € R™, un vecteur propre de M, associé a la valeur propre A, tel que v, 41 = 0.

2. Montrer que \ est aussi valeur propre de A et conclure.

Notons
2 0 0 X
10 1 X5 X5
N=1o x5 21 x,|¢M®
X1 Xo X3 Xy

ou les X; sont des variables aléatoires indé-

1. On note B I'événement : « le spectre de N est simple ». Montrer que P(B) > 3p32p?.

Exercice 194 [ENS PSI 2025 # 194] Soit (X,,),>1 une suite ¢.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1, 1}.

Pour

n € N*

,soient S, = > ¢ XpetY, =>,_, 2{’: ot a > 3/4.

1.« Pour (i, ],k ¢) € [1,n]* calculer E(X;X; X, X).
« En déduire E(S3).

+ Soit (zk)k>1 une suite de réels > 0 et By p = Upepn,np) (1Kl = @)

Montrer que

k2
P(B,,) <3 Y -
ke[n,ntp] K

Exprimer Y,, en fonction des Sj.
« Montrer que (Y;,) converge presque slirement.
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Exercice 195 [ENS PSI 2025 # 195] 1. Soit f € C1(RT*,R) convexe.
« Soit ty € RT*. Montrer qu’il existe g affine telle que V¢ € R™ : f(t) > g(t) et f(to) = g(to).
« Soit Z une variable aléatoire réelle telle que Z et f(Z) sont d’espérance finie. Montrer que f(E(Z)) < E(f(2)).

2. Pour X variable aléatoire réelle et t € R, on pose si possible ¥ x (t) = In(E(e'X)). Calculer ¥ x lorsque X suit la loi de Poisson
de parametre \.

3. Pour X variable aléatoire discréte réelle et § € R, on pose ® x (0) = sup,cg+ (t0¥ x (2)).
« Montrer que ®x est positive et convexe sur son ensemble de définition.
« Montrer que ®x est définie en p = E(X) et que ®x () = 0.
» Montrer que ®x est décroissante pour 6 < p et croissante pour 6 > p.
4. On suppose que X ~ P()).
o Calculer ®x.
« Donner un majorant de P(X > 2)).

III) ENS PC AUTRE

Exercice 196 [ENS PC 2025 # 196] Pour n € N*, calculer le module de EZ;S exp (%)

Exercice 197 [ENS PC 2025 # 197] Soit A = (a; ;)1<i,j<n € Mn(R). Montrer : tr(A?) < Y, _, i<n aj ;. Cas d’égalité ?
Exercice 198 [ENS PC 2025 # 198] Soient

(5] 0 O
D= 0

0

0 0 «
0 0 1
0 --- 0 0

et F=|. . e ML(R).

0 --- 0 0

Pour k € N, calculer (D + F)k
Exercice 199 [ENS PC 2025 # 199] Soit ¢ € L(M,,(R),R) telle que : V(A, B) € M, (R)?, o(AB) = ¢(BA). Montrer qu’il existe
B € Rtel que p = S tr.
Exercice 200 [ENS PC 2025 # 200] Soit (Ay,...,A,) € M, (R)™. Existe-t-il nécessairement (e1,...,&,) € {—1,1}" tel que :
o (1 20di)’) = S0y tr (42)2
Exercice 201 [ENS PC 2025 # 201] Soit R : K[X] — K[X] définie par R(0) = 0 et, pour tout polyndéme P € K[X] de degré n, R(P) =
X"P(1).

1. L’application R est-elle linéaire ? bijective ?

2. Trouver tous les polynomes P tels que R(P’) = R(P)’.
Exercice 202 [ENS PC 2025 # 202] Soient M et N € M5(C) telle que M? = N? = 0 et MN + NM = I,. Montrer qu’il existe
P € GLy(C) telle que M = PEy 3P~ ' et N = PE, 1 P~1.
Exercice 203 [ENS PC 2025 # 203] Soit (A1, ..., Ay) € GL,(R)™ tel que, V(i,5) € [1,m]?, A;4; € {A1,..., Ay, }. Montrer que
|det(A;)| = 1 pour tout j € [1,m)].
Exercice 204 [ENS PC 2025 # 204] Soit N € M,,(R) nilpotente. On pose fy : t — Z;:S thNF.

1. Montrer que fy est bien définie sur R.
2. Montrer que si fyy s’annule alors N = 0.
Exercice 205 [ENS PC 2025 # 205] Soient A, B € S3(R) et C' € M5 (R). On note, pour X,Y € M3 (R), [X, Y] = XY - YX. Montrer
que [[4, B]%,C] = 0.
Exercice 206 [ENS PC 2025 # 206] Soit A € M,,(R). On note E = {AM, M € M, (R)}. Déterminer la dimension de E.
Exercice 207 [ENS PC 2025 # 207] 1. Soient A, B, C des espaces vectoriels. On note A fﬁl B f—2> C'lorsque f1 € L(A,B), f2 €
L(B,C) et Im(f1) = Ker(fz2). Que peut-on dire si A = {0}? si C = {0} ?b) Soient A, B, C, D, E, F des espaces vectoriels.
On suppose que
ou hj et h3 sont des isomorphismes et ou hy o f1 = g1 0 hy et hg o fo = g2 0 ho. Montrer que ho est un isomorphisme.
Exercice 208 [ENS PC 2025 # 208] Soit n € N*. Montrer qu’il existe k € N* et Py, ..., P des éléments de R[X] qui ne sont pas des
mondmes tels que VA € GL,,(R),3i € [1,k], P;(A) € GL,(R).
Exercice 209 [ENS PC 2025 # 209] Soient A et B € M,,(R), avecrg A = petrg B = ¢. Déterminer les valeurs possibles de rg(AB).

Exercice 210 [ENSPC 2025 # 210] Soit (A4, B) € M,,(R)? sans valeur propre complexe commune. Montrer que ® : M — AM —M B
est un automorphisme de M, (R).
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Exercice 211 [ENS PC 2025 # 211] On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soient A € M,, ,(R) avecn > p > rg(A)
et b € R™. Déterminer les z € RP tels que || Azb|| = minycrs [|Ayb||.

Exercice 212 [ENS PC 2025 # 212] Soient E un espace euclidien et p,q € L(FE) deux projecteurs orthogonaux qui commutent.
Montrer que p o g est un projecteur orthogonal.

A
Exercice 213 [ENS PC 2025 # 213] Soient A € S,,(R), a € Retxz € R". On pose M = %7‘%-

Onnote \; < --- < )\, les valeurs propres de A et p; < -+ <y, < 41 les valeurs propres de M. Montrer que p11 < Ay < -+ <
P < An < flngte

Exercice 214 [ENS PC 2025 # 214] Soitn € N*. Lorsque (4, B) € S,,(R)%, onnote A < Bsi B—A € S}(R).Onpose ® : A +— AT A
définie sur M, (R). Montrer que ® est convexe, c’est-a-dire : V(A4, B) € M,,(R)2, VA € [0,1], ® (1 = \)A+AB) < (1-\)®(A) +
AD(B).

1) Analyse
Exercice 215 [ENS PC 2025 # 215] Caractériser les matrices M € Mo(R) pour lesquellesil existe X € R? tel que lim,,—, 4 o0 [|M" X || =
+o00.

Exercice 216 [ENS PC 2025 # 216] Soit d € N*. Pour toutes matrices A et B dans M 4(R) on définit [A,B] = AB BA. Soient A et B
dans M4(R). Soit (F},)nen la suite de matrices définie par Fy = B et, pour tout p € N, F,,11 = [A, F}].

1. Montrer que, pour tout n > 0, il existe des réels co.n, C1,n, - - - , Cn,n tels que

n
Fo=Y cinA"'BA’
i=0

.b) Soit A € §4(R). Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour que la suite (F,) tende vers la matrice nulle, et
ce quelle que soit la matrice B a partir de laquelle la suite (F},) a été construite.
Exercice 217 [ENS PC 2025 # 217] Soit  €]0, 1. Soit (z,,)n>1 € (RT)N telle que Vn € N, 41 < @, + 2177, Montrer qu’il existe
d> 0 tel que, pour tout n € N, z,, < dn'/".
Exercice 218 [ENS PC 2025 # 218] Soient (x,,) et (y,,) deux suites réelles.

1. Onpose:Vn € Ny, = Tp41 — . Si Yy, — 0, la suite (x,,) converge-t-elle nécessairement ?

2. Onpose:Vn € Ny, = xpq1 — %xn Montrer que, si y, — 0, alors z,, — 0.
Exercice 219 [ENS PC 2025 # 219] Soient a € R et (2, N) (n, N)en2 une suite double réelle.
On suppose que, pour tout N € N, lim,, 1 o T,y = . Montrer qu’'il existe (N,,),en € NN croissante telle que lim,, 1 oo TN, =
Exercice 220 [ENS PC 2025 # 220] Soit (u,,) € (RT*)N telle que > u,, diverge.

1. Montrer que Z 5z converge.

Un
(u1 - +tun

1. Montrer que ) diverge.

rES——
c. Soit (z,,) € (RJ:*) . On suppose, que pour toute (y,,) € (R**)N, 1a convergence de > y2 implique celle de > x,,9,,. Montrer
que > 2 converge.
Exercice 221 [ENS PC 2025 # 221] Soienta > 0 et f € C°([0, +00[,R) telle que Vx € R, |f(z) — 1| <
Montrer qu’il existe g € C°([0, +0o[R) telle que Vz € R, f(z) = g(x)g(x + a).
Exercice 222 [ENS PC 2025 # 222] 1. Déterminer les fonctions f: RT* — R continues telles que, pour tous z,y € R™™, f(xy) =
f(x) + f(y).
2. Déterminer les fonctions f: RT™ — R continues telles que, pour tous =,y € R™™, f(xy) = f(x) f(y).
Exercice 223 [ENS PC 2025 # 223] Soit f € C%(R,R™) telle que f” est bornée sur R. Montrer qu’il existe C' € R tel que, pour tout
z €R, (f'(2))* < Cf(a).
Exercice 224 [ENS PC 2025 # 224] Soit f € C%(R,R). On suppose que f, f’ et f” sont bornées sur R. Montrer que lim. _,0 Sup, cg M
0.

Exercice 225 [ENS PC 2025 # 225] Soit f € C°(R,R) qui tend vers 0 en —co et en +0o et telle que la famille de fonctions (f,z
fle+1),z— f(x+2)) estliée. Que dire de {?

Exercice 226 [ENS PC 2025 # 227] Soient

_1
1+xz2°

a,beR

aveca < bet f € C}(R,R™) intégrable.
On suppose the
a,beR
aveca < b € f € C (R,R") integrable.
On suppose que :
Vz € [a,b], f'(z) >1

_(ba)')
5 !

. Peut-on avoir [ f
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Exercice 227 [ENS PC 2025 # 228] Trouver toutes les
fec([0,1],R™)

telles que fol f= fol % =1.
Exercice 228 [ENS PC 2025 # 229] Soient

a<b
deux réels.
1. Soit ¢ € C%([a, b]),R) telle que |¢'| > 1et” > 0.
2. Soit
¢ € C%([a,b]),R

) telle que |¢’| > 1 et ¢” > 0. Montrer que, pour tout A > 0,

b 4
[, cos(Ap(x)) dx‘ <%
b. Montrer que, pour tout

€ C*(a,b],R)

et pour tout a > 0, si |¢'| > a et ¢” > 0 alors

b
4
A dr| < —

/a cos(Ap(z)) dz| < Y
. ¢. Soit ¢ € C?([a, b],R) telle que " > 1.
Montrer que, pour tout

A>0
, ’f; cos(Ap(x))dz| < %.
d. Soit
¢ € C*([a,b],R)

,ou k € N*, telle que ga(k) > 1.

Trouver C' > 0 et o > 0 tels que VA > 0, < /\%

/ab cos(Ap(x))dx

Exercice 229 [ENS PC 2025 # 230] Soit E un sous-espace vectoriel de dimension 4 de C°(R,R). On note L>°(R,R) I’espace des
fonctions bornées et L?(R, R) I'espace des fonctions de carré intégrable.

I’espace des fonctions bornées et
L*(R,R)
I'espace des fonctions de carré intégrable.
1. On suppose qu’il existe un sous espace vectoriel G de E constitué de fonctions bornées
sur
Rt
tel que E = Vect(x — e”) + Vect(z — e™*) + G et que la seule fonction dans G qui soit de carré intégrable sur R est la fonction
nulle. Montrer que £ N L*(R,R) = {0}.

1. On suppose que F vérifie les hypothéses de la question a) et qu’on dispose de deux sousespaces F; et I de E tels que dim
Fy; = dim F, = 2, que toutes les fonctions de F; sont bornées sur R™, et que la seule fonction de F5 bornée sur R™ est la
fonction nulle. Montrer que dim(F N L>*(R,R)) = 1.

Exercice 230 [ENS PC 2025 # 231] On définit (f,,)nen par :

O fult+1)

Vr €R, fo(z) =e "etVn e N, Ve eR, fn+1(x):/ et dt

1+

1. Montrer que (f,,)nen est bien définie.
2. Montrer que Y f,, converge sur un intervalle [z, +00[, ol z¢ est judicieusement choisi.

Exercice 231 [ENS PC 2025 # 232] 1. Soient f une fonction développable en série entiére sur R et J une partie finie
On suppose que f)(0) =0sii ¢ Jet f)(1) = 0sii € J. Que dire de f?
1. La propriété est-elle encore vérifiée si .J est une partie infinie de N?

Exercice 232 [ENS PC 2025 # 233] Pour a > 0, on pose f(a) = O+°o m
1. Justifier la définition de f(a).
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2. Montrer que f(a) = O (122).

a

Exercice 233 [ENS PC 2025 # 234] Montrer que V¢ € R, fjoooo cos(tz) exp(—a?)dz = /mexp (—12?).

Exercice 234 [ENS PC 2025 # 235] Pour n € N, donner un équivalent de A,,(t) = fol sin?(zt) " ~2 dx lorsque t — +o0.
Exercice 235 [ENS PC 2025 # 236] Soit h € C°([0, 1],R) telle que h(0) =h(1) =0 et f : € R h(z)1j0,1)(z). Soit g: y € R+
S e =yl (2)de.

1. Montrer que g est deux fois dérivable et que Vo € R, ¢”(x) = 2f ().

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit bornée.
Exercice 236 [ENS PC 2025 # 237] Soit h € C!(R,R) telle que Vo € R, |h(x)| < fm et |[W/(z)| < ZL-H%IZ Montrer la convergence
de fjoo fjoo o(z,y) dx dy ot p(z,y) = Mz)=h(y) o o # vy, et

o0 0o T—y
Exercice 237 [ENS PC 2025 # 238] Soit, pour
r€R

 flx) = f0+oo e~ Y cos(zy) dy.
1. Calculer explicitement f.
2. Montrer que, pour tout k& € N, la dérivée k-iéme de f est bornée par k!.
3. En quels points z y a-t-il égalité entre k! et | f(¥) ()| ?
Exercice 238 [ENS PC 2025 # 239] 1. Donner les solutions de I'équation différentielle : "« = cos(2t).
2. Soient c> 0 et f: R — R une fonction continue telle que f(t)=0 pour tout ¢ vérifiant |t| > c.
Montrer qu’il existe une unique solution de I’équation différentielle x” : = f(t) vérifiant lim; , 4 2(¢) = 0.
o(z,y) = W (z) sinon.

2) Géomeétrie
Exercice 239 [ENS PC 2025 # 240] Soit f: # € R — ax?® + bx + ¢, avec (a,b,c) € R¥eta >0.Onpose E = {(z,y) € R%,y > f(z)}
etC = {(z, f(z)) : € R}. Soient v un vecteur non nul du plan, X € Fet A = {X + Mv : A € R}. Montrer que A N C est non vide.
Exercice 240 [ENS PC 2025 # 241] 1. Soit ABC un « vrai » triangle tel que ABC soit aigu (et non droit).Montrer que : AC? <
AB? + BC?.
2. Soient ey, e et e3 des vecteurs non nuls orthogonaux de R®. On pose : d; = {te1;t > 0}, da = {tea;t > 0}, ds = {tes;t > 0}.
Montrer que tout triangle A; A3 As, ou A; € d;, est aigu, c’est-a-dire que ses trois angles sont aigus.

3) Probabilités
Exercice 241 [ENS PC 2025 # 242] Deux joueurs de tennis sont de méme niveau. Ils disputent un match. Quelle est la probabilité que
le match se termine par un tie-break ?

Exercice 242 [ENS PC 2025 # 243] On lance n fois une piéce avec une probabilité p d’obtenir face. On pose A,, : « on n’obtient jamais
deux faces de suite ». Donner un équivalent de P(A4,,).

Exercice 243 [ENS PC 2025 # 244] On considére une urne contenant initialement n+1 boules : n blanches et une rouge. On tire une
par une des boules dans I'urne. Si on tire la boule rouge, on s’arréte, sinon on a une chance sur deux de remette la boule et continuer,
une chance sur deux de s’arréter. On pose X, le nombre de boules tirées lorsque 'on s’arréte. Donner E(X),).

Exercice 244 [ENS PC 2025 # 245] Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. On lance N fois une
piéce équilibrée. Quelle est la probabilité qu'on obtienne un nombre pair de face ?

Exercice 245 [ENS PC 2025 # 246] Soit S,, I’ensemble des permutations de [1, n] muni de la probabilité uniforme.
1. Donner la loi de la variable aléatoire K qui donne la taille du cycle contenant 1.
2. Déterminer I'espérance et la variance du nombre N de cycles.

Exercice 246 [ENS PC 2025 # 247] Soit o une permutation aléatoire de [1, 2n] suivant la loi uniforme.

On pose
n—1
Y = o(2i) — o(2i + 1)
i=0
. Calculer E(Y").

Exercice 247 [ENS PC 2025 # 248] Soient Y, Z deux variables aléatoires & valeurs dans [0, n]. Montrer que si, pour tous P, Q € R[X]

de degré n, E(P(Y)|Q(Z)) = E(P(Y))|E(Q(Z)), alors Y et Z sont indépendantes.

Exercice 248 [ENS PC 2025 # 249] Soit d € N*. Soient Ay, ..., Ay des variables aléatoires indépendantes. On suppose que, pour tout

k € N*, Ay, suitlaloi géométrique de parameétre 1/(k+1). Onnote P ="} _, A, X* et R la variable aléatoire la loi telle que, conditionnelleme
Calculer E(R).

Exercice 249 [ENS PC 2025 # 250] Soit a > 0. Soit f une fonction de classe C? sur R telle que f”” > 2a. Soit X une variable aléatoire

a valeurs réelles et admettant une variance. Montrer que E(f (X)) f(E(X)) > aV(X).
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Exercice 250 [ENS PC 2025 # 251] Un mobile se déplace sur I’axe des réels. Soit ¢ > 0. Son mouvement est décrit par une fonction
x dérivable sur tous les intervalles [n, n+1] et y vérifiant 2’ (t) = ex(t), admettant en chaque n € N* une limite finie 4 gauche z(n ™)
et une limite finie a droite z(n™), et telle que x(0) = 0.

Soit T € N. A chaque instant ¢ = n € [0,7], on lance une piéce équilibrée. Si on fait Pile z(n*) = z(n~) + n, si on fait Face
x(n™) = x(n~) — n, avec la convention (0~ ) = 0. Montrer qu’il existe € > 0 assez grand tel que, pour tout 7' € N, x reste de signe
constant sur [0, T].

Exercice 251 [ENS PC 2025 # 252] Soient n € N* et X ~ U([1,n]*). On note X = (X3, X,). On pose Yy = 0 et, pour k €
[0,n — 1], Yit1(w) = Yi(w) + 2 51 X7 (w) < ket Xo(w) > Y, (w), et Yiq1(w) =0 Y, (w) + 1 sinon.
1. Justifier que Y} est bien définie pour 0 < k < n.

2. Déterminer la limite de (%)

Exercice 252 [ENS PC 2025 # 253] Soient n et d dans N*. On note [—n, n]? I'ensemble des vecteurs de R? dont les composantes sont

des entiers compris entre -n et n. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—n,n]%.

1. Déterminer E(|| X ||1) et en trouver un équivalent lorsque n — +o0.
2. Déterminer E(]| X || ) et en trouver un équivalent lorsque n — +o0.

Exercice 253 [ENS PC 2025 # 254] Soient d € N* et (Xi,...,X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans [1,d].
On note pr, = P(X; = k). Soit Ny, la variable aléatoire égale au nombre de fois que la valeur k est obtenue. Donner la matrice
(Cov(N;, Nj))1<i,j<n et préciser son rang.

Exercice 254 [ENS PC 2025 # 255] 1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1, 1}.

Montrer que, pour touty € R, E (eVX) < e/,

Soit (X,,)pn>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1,1}. Soient (¢, ),>1 € RN". Pour N € N*, on pose
Y= X1+ - +envXn.

1. Montrer que, pour tout ¢ > 0, E(e!¥V) < e’ (cl+-+c%)/2.
S
¢) Soit A > 0. Montrer que P(|Yy| > \) < 2¢ 2T+ reR)
d) Montrer que N0 P(|X; +--- + Xn| > N3/4) N::oo 0.

IV) XMP XENS
1) Algebre
Exercice 255 [X MP 2025 # 256] Pour quels entiers n € N* le nombre réel cos (%’T) est-il rationnel ?

Exercice 256 [X MP 2025 # 257] On étudie I'équation 22 + 3> = N(1 + zy) d’inconnue (x,y) € Z?, ou N € N.

1. Traiter les cas =y, N = 0, N = 1.- b) On suppose N > 2 et on se donne (x,y) solution avec x # y. Montrer qu’on peut se
ramener a z > y > 0. Montrer qu’il existe z € Z tel que (y, z) soit solution et tel que y > z.
En déduire que N est un carré parfait.
1. On considére maintenant I’équation 2% + y> = —N(1 + 2y) dans Z2. En adaptant la méthode précédente, trouver tous les
couples solutions.
Exercice 257 [X MP 2025 # 258] Soient a € N aveca > 2 et P = X? + X + a. On suppose que, pour tout n € [0,a — 1], P(n) est
premier. Soit k € [1,a — 2].
1. Montrer que si k+1 est un carré alors P(a+k) n’est pas premier.
2. Montrer que si P(a+k) n’est pas premier alors k+1 est un carré.
Exercice 258 [X MP 2025 # 259] 1. Soit f: R — R de classe C! et 1-périodique. On suppose qu’il existe a € R\ Q et y € R tels
que:Vz € R,Vn € N,>°)_, f(z + ka) <> }_, f(y + ka). Montrer que f est constante.
2. Soient p un nombre premier et n € N*. Déterminer la valuation p-adique de n!.
m 2]k
3. Soient m, k € N*. Montrer que 1_[7;17((321;))

J

eN.

j=1
Exercice 259 [X MP 2025 # 260] Soit n € N*. Pour une partie I de [1, n], on appelle composante de I tout sous-ensemble maximal
de I formé d’entiers consécutifs. On note c(I) le nombre de composantes de I.

1. Une permutation o € S, est dite i-adaptée lorsque, pour tout ¢ € I, les entiers (i) et (i + 1) sont consécutifs. Dénombrer les
permutations I-adaptées en fonction de |1 et c(I).

2. Soient ¢ € N* et p € [1, n]. Dénombrer les parties I de [1, n] telles que [I] = p et ¢(I) = c.

Exercice 260 [X MP 2025 # 261] Soient (an)n>0 €t (by)n>0 deux suites d’entiers relatifs. On dit que les deux séries entiéres

Z:Z% 2" et Z;z% %z" sont congrues modulo m si a,, = b,, mod m pour tout n > 0. On note alors E::()) Sazt = Z:i% %z”
mod m.
1. Soit b ier. M oqprl=yee 2 o
. p un nombre premier. Montrer que (e =30 o=y mod p.

2. Soit m > 4 un entier non premier.

Montrer que m divise (m-1)!, et que (¢* — 1)™"! =0 mod m.
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Exercice 261 [X MP 2025 # 262] Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsque H # G et aucun sous-groupe
de G n’est compris strictement entre H et G. Soit n > 2.

1. Montrer que {o € S,,, £(0) = 1} est un sous-groupe maximal de S,,.

2. Soit k € [1,n]. Montrer que {0 € S,,, o(k) = k} est un sous-groupe maximal de S,,.

3. On suppose que G est fini, et on se donne un sous-groupe H de G tel que % soit un nombre premier. Montrer que H est

maximal.

Exercice 262 [X MP 2025 # 263] Soit ¢ un morphisme de groupes de ZN dans Z nul sur I'ensemble Z(N) des suites presque nulles.
Montrer que ¢ est nul.

Exercice 263 [X MP 2025 # 264] On pose

12+ 5¢
o =
13

1. Montrer que « n’est pas une racine de 'unité.
2. Le nombre « est-il racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans Q? dans Z?
3. Soit o € C tel que « soit racine d’un polyndme unitaire a coefficients entiers dont toutes les racines complexes sont de module
1. Montrer que « est racine de l'unité.
Exercice 264 [X MP 2025 # 265] 1. Soient P, Q € C[X] premiers entre eux, z € C une racine de A = P? + Q. Est-ce que z est
racine de B = P'? + Q"?? Que dire si z est racine multiple de A?
a) Montrer que, si P € R[X], P s’écrit U? +V?avecU etV dans R[X] si et seulement si
Vo € R, P(xz) > 0.
1. Montrer que tout P € C[X] s’écrit U2 4+ V2 avec U et V dans C[X] si et seulement s c) Montrer que tout P € C[X] s’écrit
U? + V2 avec U et V dans C[X].
2. Est-ce que tout polynéme P € C[X] peut s’écrire U3 + V3 avec U et V dans C[X]? Ind. Montrera que le plus petit facteur
premier p de P(a+k) est supérieur ou égal a a, puis que P(a+k-p)=p.
Exercice 265 [X MP 2025 # 266] On admet le résultat suivant. Soient ¢ € C, U un voisinage de ¢ dans C, f: U — C développable

en série entiére au voisinage de c et telle que f(z) = O((z — ¢)¥). Alors il existe 7 > 0 et 21,...,22, € U distincts tels que :
Vi e [1,2k], f(z;) € Ret|c—z| =

1. Soient A, B € R[X] \ {0}. On suppose que les polyndmes non nuls de Vect(A, B) sont scindés dans R[X]. Montrer qu’entre

deux racines de A (au sens large) se trouve au moins une racine de B.

2. Démontrer le résultat admis.
Exercice 266 [X MP 2025 # 267] Soient F' € R(X), A={z € Q,F(z) e Q}et A ={x € Z F(z) € Z}.

1. On suppose A infini. Montrer que F' € Q(X).

2. On suppose A’ infini. Que peut-on dire de F?

Exercice 267 [X MP 2025 # 268] Soit f = >_;'_, cxX* un polyndme de degré n a coefficients entiers et dont toutes les racines
complexes appartiennent & Q*. On pose H = max(|col, . .., |cnl)-

1. Montrer que pour le complexe i on a | f(i)|? < H? ("72 +n+ 1).
2. Montrer que [f(i)|< sup> 2< /sup> 2< sup> n< /sup>.
a) En déduire que sin 10 alors n 5 log< sub> 2< /sub> (H).

Exercice 268 [X MP 2025 # 269] Soient A, B € M,,(R) de rang 1 telles que Tr(A) = Tr(B). Montrer que A et B sont semblables.
Exercice 269 [X MP 2025 # 270] Soient A et B appartenant & M, (R), on note k = dim Ker(AB). Quelles sont les valeurs possibles
pour la dimension de Ker(BA)?
Exercice 270 [X MP 2025 # 271] Soientn € N* et C,, = {—1,1}". Onpose H = {f € L(R"), f(C),,) = C,}.Montrer que H est un
groupe pour la loi de composition et déterminer son cardinal.
Exercice 271 [X MP 2025 # 272] Soient X,Y € My(K) ot K est un sous-corps de C. Montrer que la matrice A = XY + Y X —
tr(X)Y —tr(YV)X + (tr(X) tr(Y) — tr(XY))I; est nulle.
Exercice 272 [X MP 2025 # 273] Soientn € N*, P et  dans C[X] tels que P soit scindé a racines simples, deg P = n et deg Q < n.
On admet qu’il existe une matrice B = (bi,j)Ogi,jgnfl telle que, pour tout (z,y) € C? avec z # y, on ait

P(x)Q(y) — Py)Q(x) 3

= bija'y’
z—y

0<i,j<n—1

Montrer que dim Ker B = |[{z € C, P(z) = Q(z) = 0}|.
Exercice 273 [X MP 2025 # 274] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u et v dans L(E), c=uov — v ou, on
suppose rgc = 1.

1. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de c est égale a I, 1 .
2. Montrer que pour tout ¥ € N, u*(Im ¢) C Kerec.
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3. Montrer que X, n’est pas irréductible dans K[ X].
4. Soitu € L(F), F un sous-espace vectoriel de E non trivial tel que u(F') C F'. Montrer que X, n’est pas irréductible dans K[ X].
Etudier la réciproque.
Exercice 274 [X MP 2025 # 275] On fixe un entier n > 1 et, pour k € [1, n], on note R, 'ensemble des matrices de rang k de M,,(R).
1. Montrer que R; = {XY 7T (X,Y) € (R*\ {0})2}.
2. Montrer que R est I'ensemble des matrices de la forme X;Y;" + X,V avec (X1, X») et (Y7, Y3) couples libres de vecteurs
de R™.
3. Soit M € R;. Décrire I'ensemble des couples (X,Y) € (R")? tels que M = XY,
4. Soit ¢ € L(M,,(R)) conservant le rang.
Soient X1, Xo, Yy dans R™ \ {0} et P, P, Q1, Q2 dans R™ tels que o(X1Y') = PiQT et o(X2Yy) = P,QL, avec (P, P,) libre.
Montrer qu’il existe A € GL,,(R) et Qo € R™ \ {0} tels que VX € R™, ¢ (XY) = AXQ{.
Exercice 275 [X MP 2025 # 276] Soitn € N avecn > 2. Pour k € [0,n], on pose N (k) = {N = (n; ;)1<ij<n € Mn(C) : Vi,j €
,n),i>j—k = N,; =0}etT(k)={I,+N;N e N(k)}
1. Montrer que, pour tout k € [0, n], T(k) est un sous groupe de GL,,(C).
2. Construire pour, k € [0,n — 1], un morphisme de groupes ¢y, : T(k) — G(k) ou G(k)est un groupe abélien bien choisi tel que
Ker(p(k)) =T(k+1).
3. Pour un groupe G, on note D(G) le sous-groupe engendré par {ghg='h~!;g,h € G}. Montrer que T(0) est résoluble i.e. qu’il
existe ¢ € N tel que DY(T(0)) = {I,,}.
Exercice 276 [X MP 2025 # 277] 1. Soit D € M,,(C) une matrice diagonale a coefficients diagonaux distincts. Montrer que I’en-
semble des X € M,,(C) telles que X2 = D est fini non vide, déterminer son cardinal.
2. Soit N € M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe X € M,,(C) telle que X2 = I,, + N.
Exercice 277 [X MP 2025 # 278] Pour A € M,,(C) on pose R(A) = {M € M,,(C), M? = A}.

1. Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R(,,) non semblables deux & deux

a deux.

1. On suppose A diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déterminer le cardinal de

2. Est-il vrai que, si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont?

3. Toute matrice A de M,,(C) admet-elle une racine carrée ?

4. On pose U,, = {I, + N, N nilpotente}. Montrer que toute matrice A de U,, admet une unique racine carrée dans U,,.
Exercice 278 [X MP 2025 # 279] Pour n € N*, on pose
R(A).

TA=sup{r € N;JA;,..., A, € M, (C),Vi, A7 = I, et Vi # j, A;A; = —A; A}

1. Sin est impair, montrer que ZA(n) = 1.
2. Soient s,t € N. Montrer que ZA(2°(2t + 1)) = 2s + 1.

Exercice 279 [X MP 2025 # 280] 1. Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante

sur A pour qu’il existe z € R™ tel que (z, Az, ..., A" 1) soit une base de R™.
2. Soient
b1, bg, bg R
bp 0 0
et M = 1 b2 0
0 1 b3

« A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?
« A quelle condition existe-t-il z € R tel que (z, Mz, M?z) soit une base de R3?
« On suppose que bybabz = 1. Montrer qu’il existe un unique (a1, as) € R? tel que M soit semblable a la matrice

ay; az 1
M=1 0 0
0 1 0

Exercice 280 [X MP 2025 # 281] $ $ Soient V un C -espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(V').
1. On suppose que G = GL(V). Que vaut Vect(G) ? La réciproque est-elle vraie ?
On suppose maintenant que, pour tout g € G, g id est nilpotent.

1. Quels sont les éléments diagonalisables de G?
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2. On suppose que G est fini et que Vect(G) = L(V). Quelle est la dimension de V?
3. Si G n’est plus fini mais que Vect(G) = L(V), quelle est la dimension de V?

Exercice 281 [X MP 2025 # 282] 1. Soit > a,, 2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit M € M 4(C) une matrice
complexe dont les valeurs propres sont de module strictement inférieur & R. Montrer que Y a,, M converge.

2. Existe-t-il une série entiére > a, 2™ de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
et admettant une valeur propre de module R, la série ) a,, M™ diverge?

3. Existe-t-il une série entiére > a, 2™ de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
admettant une valeur propre de module R, la série Y a,, M™ converge ?d) Soit f: z — ::8 an 2" la somme d’une série entiere
de rayon de convergence R > 0.

On pose

—+o0
f) 2 Zn(n—l)...(n—k+1)anz".
n==k

Soit M € M4(C) de polyndme caractéristique xar = [];_; (X — A\;)® ot les \; sont distincts
et de module < R et les a; dans N*.

 Montrer I'existence de P € C[X] tel que

Vi € [1,7],Vk € [0,a;1], fF)(N;) = PRI(N)).
+ On suppose que M est diagonalisable. Montrer que f(M) = P(M).
« Est-ce toujours le cas si on ne suppose plus M diagonalisable ?
Exercice 282 [X MP 2025 # 283] Soient E = C°([—1, 1], C), g une surjection continue croissante de [-1,1] sur luiméme. On considére
F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie stable par f — f o g. On note ¢ I'’endomorphisme de F' défini par ¢ : f — fog.
1. Montrer que 1 est la seule valeur propre de ¢.
2. En déduire que ¢ = idp.
3. Que peut-on dire des valeurs propres possibles de ¢ si g n’est plus supposée surjective ?
Exercice 283 [X MP 2025 # 284] Soit p un nombre premier, A et B appartenant a M, (Z). Démontrer que tr((A+ B)?) = tr(AP) +
tr(BP) (mod p).
Exercice 284 [X MP 2025 # 285] Soient n € N* et H un sous-espace vectoriel de M,,(C) stable par produit matriciel. On note
D={0e L(H):V(A, B) € H? 6(AB) =6(A)B + AS(B)}.
1. Soit C' € H. Montrer que § : A — CAAC est dans D, et exprimer simplement ¢°.
2. Soit § € D. Montrer que VA, B € H, ¢°(AB) = e’ (A)e’ (B).
3. Retrouver le résultat de la question précédente en considérant I'application f: t € R — e~ (e'?(A)e®(B)) et en calculant f.
4.

Soit € D.Pour A € C, on note H) le sous-espace caractéristique de J associé a A (éventuellement {0}). Soient A, u € C,
A€ HyetB € H, Montrer que AB € Hyy,.

Exercice 285 [X MP 2025 # 286] 1. Soient k, m,n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit (v1, ..., v,)
une famille de vecteurs unitaires de R™ tels que (v;,v;) < —1/k pour tous ¢jdistincts. Montrer que n < k + 1.

2. Montrer qu’il existe une famille (v1, ..., vg41) de vecteurs unitaires de R¥ tels que (v;,v;) = —1/k pour tous i, j distincts.
Exercice 286 [X MP 2025 # 287] Soit I/ un R -espace vectoriel de dimension finie.
1. Soit f € L(FE). Montrer que Tr(fid) = 0 et rg(fid) = 1 si et seulement s’il existe a € FE et £ € E* tel que £(a) = 0 et f = id+ La.
On dit alors que f est une transvection.
Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire telle que : Vo € E \ {0},3y € E, p(x,y) # 0etV(x,y) € E2, ¢(y,z) = —p(x,y).
Soit G = {u € GL(E) : Vz,y € E, p(u(x),u(y)) = ¢(x,y)}.
1. Montrer que G est un sous-groupe de GL(E).- ¢) Montrer que G contient les applications de la forme id +Ap(a,-) aavec A € R
eta € E.
2. Montrer que G est engendré par les transvections de la forme indiquée en c).
Exercice 287 [X MP 2025 # 288] Soientn € N et O € O, (R). Calculer ap = | det(vo)| ot 9o : A € S,(R) — OT AO.
Exercice 288 [X MP 2025 # 289] Pour M € GL,(R) tel que —1 ¢ Sp(M), on pose T'(M) = (I, M)(I, + M)~!. On note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques et BB, (R) 'ensemble des matrices M € O,,(R) telles que —1 ¢ Sp(M).
1. Montrer que T est bien définie sur A, (R) et 5, (R).
2. Si A € A, (R), montrer que T'(A4) € B, (R).
3. Si B € B, (R), montrer que T'(B) € A, (R).
4. Calculer ToT'(A) si A € A,(R).
0 =z
—x 0
6. Déduire des questions précédentes que toute matrice de A5, (R) est orthosemblable a une matrice diagonale par blocs avec des

blocs diagonaux de la forme < 0 x)

5. Soientz € Ret A = ( ) Calculer T(A).

—x 0
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Exercice 289 [X MP 2025 # 290] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
1. Soit M € S;7*(R). Montrer que I'application (z,y) € (R™)? — (M ~1z,y) définit un

produit scalaire sur R™.
1. Soient M € S;FT(R) et N € A,,(R). Montrer que MN est diagonalisable dans M., (C) a spectre inclus dans iR.
2. Soit A € M,,(R) diagonalisable dans M,,(C) a spectre inclus dans iR. Existe-t-il M €

St (R) et N € A, (R) telles que A = MN?

Exercice 290 [X MP 2025 # 291] Soit n € N*. On pose J = ([0 _OI")
1. Soit M € My, (R) telle que M? = —1I5,,. Montrer ’équivalence : MT.J € S,,,(R) < MTJM = J.
2. Onnote C = {M € My, (R), M? = —I5, et M"J € S (R)}. Montrer que, pour tout M € C, M + J € GLy,(R).
3. Pour M € C,onnote Sy; = (M +J)~' (M —.J). Montrer que Sps € Sa,(R). Montrer que VX € R*™\ {0}, ||Sy X]]2 < [|X]]2.
4. Montrer que, pour pour tout M € C, Sy J + JSy = 0.

Exercice 291 [X MP 2025 # 292] Les espaces RP sont munis de leurs normes euclidiennes canoniques. Soient d et D des entiers

> 1. Etant donné po, ..., p, € R, on dit que (po, .. ., pn) se plonge isométriquement dans QP s’il existe qo, . . . , ¢, € QP vérifiant
Ipi — pjll = llai — g5 pour tous 4, j € [0, n].
1. On suppose que (po, .. ., pn) se plonge isométriquement dans Q. Soit p une combinaison linéaire a coefficients rationnels de
Do, - - - » Pn. Montrer que (p, po, - - -, pn) se plonge isométriquement dans Q”.

2. Soient py, ..., p, € R tels que ||pip;||*> € Q pour tous 4,5 € [0,n]. Montrer que (po, ..., py) se plonge isométriquement dans
Q*?. On admettra que tout entier naturel est somme de quatre carrés d’entiers.

Exercice 292 [X MP 2025 # 293] 1. Soit A € S,,(R). Montrer que A est définie positive si et seulement si, pour tout k& € [1, n], det((a; ;)1
0

2. Onpose Ay = (t'i’j‘)lgi’jgk out € RT*. Calculer det Aj.

_ 1
3. On poseA = (m)1<i’j<n

Exercice 293 [X MP 2025 # 294] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

. Démontrer que A est symétrique définie positive.

1. Soient A € M,,(R) et F' un sous-espace vectoriel de R™. Soit (f;)1<;<) une base or-

thonormée de F'. On pose : 7p(A) = Ele (fi, Af:). Montrer que 77 (A) ne dépend pas de la
base orthonormée choisie.
Dans la suite de I'exercice, on suppose A € S,,(R) et on note Ay > --- > A, les valeurs propres de A, comptées avec multiplicité.

1. Déterminer le meilleur encadrement possible de 77 (A) en fonction de F' et de Sp(A).

2. Onpose, pourt € R, A(t) = A+ tFEy ;1. Pourt € R, onnote A;(t) > --- > A, (t) les valeurs propres de A(t). Montrer que :
VE > 0, A0 (t) > A et A > Ao(t).

3. Déterminer un équivalent simple de A (¢) quand ¢ tend vers +oc.

2) Analyse
Exercice 294 [X MP 2025 # 295] 1. Soient N; et Ny deux normes sur un R -espace vectoriel E. Montrer que si N; et N2 ont la
méme sphere unité alors Ny = Ns.
2. Onpose E = C°([0,1],R). Soit (f, g) € E?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (z,y) € R? — ||z f 4+ g/l
soit une norme sur R2.

3. Soit (&, (,)) un espace euclidien, dont on note |||| la norme. Soit p une autre norme sur E. On note S et .S, les sphéres unité
respectives pour |||| et p. Montrer que d : « € S +— sup |(z, y)| est & valeurs dans R™*, que k = sup ||y|| est un réel strictement
positif, et enfin y € S, que d est k-lipschitzienne pour la norme || - ||

4. Onnote B = {f € E, p(f) <1}et,pourxz € S,D, = {2z € E;|(z,z)| < d(x)}. Montrer que B = (g Da.
Exercice 295 [X MP 2025 # 296] Soit E un R -espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout convexe non borné contient au
moins une demi-droite. On pourra commencer par le cas d’'un convexe fermé.
Exercice 296 [X MP 2025 # 297] Pour k € N*, soit Ry, la borne inférieure de I’ensemble Ej, des r € R™* tels qu’il existe une boule
fermée de R? euclidien de rayon r contenant au moins k points de Z2.

1. Calculer Ry, pour k = 2, 3, 4.

2. Si k € N*, montrer que Ry, est le minimum de Fj.

3. Montrer que, pour k € N*, 4Ri est entier.

4. Donner un équivalent de Ry, lorsque k tend vers +o0.

Exercice 297 [X MP 2025 # 298] Soit E I'espace des fonctions continues de [0,1] dans R. On munit E' de la norme |||| . Déterminer
les formes linéaires continues ¢ sur E telles que, pour tout (f, g) € E? tel que p(fg) = 0, on ait p(f) = 0 ou ¢(g) = 0.

Exercice 298 [X MP 2025 # 299] Soit p : [0, 1] — M, (C) continue telle que, pour tout ¢, p(t)? = p(t).

1. Montrer que t > rg p(t) est constante.
2. Montrer l'existence de u € C%([0, 1], GL,,(C)) telle que V¢, p(t) = u(t)p(0)u=1(¢).
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3. On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que 'on peut choisir u de sorte que I’on ait aussi u(0) = u(1).
Exercice 299 [X MP 2025 # 300] Soit n > 2. On note B,, 'ensemble des matrices bistochastiques de M., (R) c’est-a-dire
$les M \,=\, (mjj)i<ij<n €\, Ma(R) \,\, telles que : Vi \,e\, [{I11,n,\, D ics" my; \,=\, L\, Vj\.€\, Ln}$
S mg; =1etV(i,j) € [1,n]]>,m;; > 0.Sic €S,, onnote Py = (8; »(j))1<i,j<n la
matrice de permutation associée a o ; la matrice P, est dans 15,,.

1. Montrer que B,, est une partie convexe de M, (R). Un élément M de B,, est dit extrémal lorsqu’il ne peut pas s’écrire M=(1-

t)A+tB avec
A, B éléments distincts dans B, et t €]0,1].
1. Montrer que les P, sont des points extrémaux de B3,,.
2. On fixe un élément M de B,,.
Pour une partie I de [1, n], on note F(I) = {i € [1,n] : 3j € I, m; ; > 0}.
a) Montrer que || < |F(I)].
b) Montrer qu’il existe une injection f: [1,n] — [1,n] telle que, pour tout i € [1,n], m; f¢;) > 0.
c¢) En déduire 'ensemble des points extrémaux de 3,,.
3. Montrer que 5,, est 'enveloppe convexe des P, pour o € Sy,.
Exercice 300 [X MP 2025 # 301] On munit £ = C°([—1,1],R) de la norme || - || .

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7;, € R[X] de degré n tel que V0 € R, T, (cos 0) = cos(nd).

Soit (an)n>0 € (RT)N telle que Y a,, converge.

1. Soit f: x> 3120 a, Ty ().
« Montrer que f est bien définie et continue sur [-1, 1].
« Montrer que d(f, R3»[X]) = inf pery, (x] | fPlloc = ZZEZH ag.
Ind. On pourra considérer les points x;, = cos(m(1 + k37"~ 1)) pour k € [0, 3"+1].

Exercice 301 [X MP 2025 # 302] Soient K une fonction continue de [0, 1] dans R, F I’espace des fonctions continues de [0,1] dans
R-a)Si f € E, soit Tk (f) la fonction de [0,1] dans R telle que Va € [0, 1], Tk (f)(z) = [*. K(x,y)f(y)dy. Montrer que T est un
endomorphisme continu de 'espace normé (E, || - ||o)-
1. On suppose que K est a valeurs dans R™*, que A € R™* et que 'espace propre E (T ) contient une fonction non identiquement
nulle & valeurs dans R™. Montrer que £ (T ) est de dimension 1.
Exercice 302 [X MP 2025 # 303] Soit (uy,),,>0 une suite réelle telle que w,, 11 — %+ — 0. Montrer que u,, — 0.

Exercice 303 [X MP 2025 # 304] Soient a < bréels et (u,, ), en une suite réelle telle que, pour tout ¢ € [a, b], il existe une suite (k,,)nen
d’entiers tels que tu,, — k,, — 0 quand n — 400. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0.
Exercice 304 [X MP 2025 # 305] Soient v € R** et § = 1/cv. Soit (2,,),,>0 la suite définie par zp = 1 et, pour tout n € N, 2,11 =

an+1 2
a(n+1)~n:

1. Donner un équivalent de z,, et sa valeur exacte lorsque 8 € N*.

2. Soit (x5, )n>0 une suite réelle.
« On pose, pourn € N, ,, = %—H ZZ:O xg et y, = ax, + (1 — a)py,. On suppose que y, — = € R. Montrer que x,, — .
Exercice 305 [X MP 2025 # 306] Pour n € N, on pose u,, = |[{(p, q) € N2,p% + ¢*> = n}|.
1. Déterminer la limite de la suite de terme général = >~ uy.
2. Etudier la nature de la suite (u,,).
3. Montrer que (u,,) n’est pas bornée.
Exercice 306 [X MP 2025 # 307] Soit (a,,)neN une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, a1 = an(1 — ay,).
1. On suppose que ap = 1/2. Montrer que in ~ Inn quand n — +o0.
2. On suppose ag > 1. Déterminer la limite de (a,,) puis un équivalent de a,,.
3. Donner un développement asymptotique a deux termes de a,,.
Exercice 307 [X MP 2025 # 308] 1. Pour n > 3, justifier Pexistence de z,,, y,, € Ravec0 < z,, < ¥y, solutionsde x —nlnz = 0.
2. Donner un développement asymptotique a deux termes de x,, et y,,.
Exercice 308 [X MP 2025 # 309] Construire une suite strictement croissante (p,,),>2 d’entiers avec py = 2 telle qu’il

Pn+1—1 1

existe C> 0 vérifiant, pour tout n > 2, Zk:n Ty C, et telle que la série de terme général 2= (Pr+1=pn) diverge.

k
Exercice 309 [X MP 2025 # 310] On pose o = 4 Zigzg(?gg (2;:21

de la décimale de 7 correspondante.
Exercice 310 [X MP 2025 # 311] Soient p> 0 et > 0 tels que % + % = 1 et n € N*. Montrer que, pour tout

. Montrer qu’exactement une des 16 premieres décimales de « différe

1 1
(al,...,an,bl,...,bn) S (R+)2",Zaibi < (Zaf> (Zbg>
i=1 i=1 i=1
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Exercice 311 [X MP 2025 # 312] Soit f: R™ — R™* de classe C* telle que f(x) — 0 quand z — 07 et quand  — +o00. On
suppose que, pour tout . € N*, il existe un unique z,, € R** tel que f(")(z,,) = 0.

1. Montrer que la suite (2, ),>1 est croissante.
2. Soit n € N*. Montrer que " (™) (z) — 0.

z—0t
3. On pose g(z) = f(””)
(n k)
Zk 0 On,k ack+1( 2) pour tout x> 0.

4. Montrer que, pour tout n > 0, (—1)"g(™ () > 0 pour tout z > 0.
Exercice 312 [X MP 2025 # 313] Soit f € C?(R,R). On suppose que : f2 < 1et (/)% + (f”)? < 1. Le but est de montrer par
I'absurde que g = f2 + (f’)? < 1. On suppose donc qu'’il existe t € R tel que : f(t)% + f'(¢)? > 1.
Onpose: E = {x € R;Vy € [min(t,z), max(t,z)], f(y)? + f'(y)? > 1}.

pour tout > 0. Montrer que, pour tout n > 0, il existe @y 0,...,an, € Z tels que g™ (z) =

1. Montrer que E est un intervalle ouvert.
2. Montrer que {” ne s’annule pas sur E.

3. Conclure.

Exercice 313 [X MP 2025 # 314] Si (¢r)1<k<a est une famille de fonctions de ]-1,1[ dans R, on dit que (¢x)1<k<a Vérifie (C) si
1 < P2 < 3 < g sur 0, 1] et o < Yy < 1 < 3 sur -1, 0[.
1. Montrer qu’il n’existe pas de famille (¢ )1<k<4 de fonctions polynomiales vérifiant (C). Ind. On pourra étudier la valuation de
@i — @; pour ¢ # j.
2. Existe-t-il une famille (¢ )1<k<4 de fonctions de classe C*° vérifiant (C)?
Exercice 314 [X MP 2025 # 315] Soit s : R — R telle que (x) : Vo € R, s(z + 1) = s(x) + lez et s(z) 0.

T—r—00

1. Montrer que, pour tout z € R, s(x) > 0.
2. A-t-on existence et unicité de s vérifiant () ? Déterminer les s solutions.

3. Que se passe-t-il si on remplace la condition s(x) —— 0 par la condition s(x) —— 0?
T——00 r—+00

h)—

2f

Exercice 315 [X MP 2025 # 316] 1. Soit f € C°(R,R). Montrer que f est affine si et seulement si, pour tout réel 2, on a f(erh)Jrf(hg;f

0.b) Montrer que le résultat de la question précédente peut tomber en défaut sans hypothése de continuité.
Exercice 316 [X MP 2025 # 317] Soit ' : R — R™*. On suppose qu’il existe o, > 0 tels que :

Y(z,y) € R?, aF(z)F(y) < F(z +y) < nF(z)F(y)

1. On suppose que F est de classe C! et que % est bornée. Montrer qu'’il existe ¥ € Ret H : R — R** bornée tel que :
Vax € R, F(x) = " H(x).

2. On revient au cas général. Montrer qu’il existe une unique fonction G : R — R¥* telle que
R?, G(z +y) = G(2)G(y).

Exercice 317 [X MP 2025 # 318] Soient M,m € Ravec 0 <m < M, f € C°(R,[m,M]),q € R\ {-1,0,1}. Soit () 'équation

fonctionnelle Vt € R, g(t) =1 + g((qtt))

1. On suppose m > 2 ou M < 1/2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée de ().

Ql

soit bornée et V(z,y) €

2. Montrer que les solutions bornées de () ne s’annulent pas.
Exercice 318 [X MP 2025 # 319] Soit F = R[X]. Soit ¢ € L(E).

1. Montrer qu’il existe une unique suite (G.,),>0 € EN telle que :

+oo
VP € E,o(P) = Z G, P™

1. Expliciter (Gy,) pour ¢ vérifiant : VP € E,Vx € R, o(P)(x) = [, P(t)dt

2. On suppose que, pour tout P € E eta € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) = 0. Montrer qu’il existe @ € F
tel que, pour tout P € E, ¢(P) = QP'.

3. On suppose que, pour tout P € Eeta € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) > 0. Montrer qu’il existe Q, R € E
tels que, pour tout P € F, o(P) = QP+
RP” avec R positif sur R.
1. Donner une preuve directe de I’égalité trouvée en b).

Exercice 319 [X MP 2025 # 320] Soient f: R — Ret g: R — R. On suppose qu’il existe quatre réels strictement positifs ,6’ A B
tels que ¥(z,y) € R2, |f(z)f(y)] < Alzy|® et |g(x)g(y)] < Blayl® et a + > 1.Onpose ¢ : s €]1,+o0[— S
On fixe deux réels a < b.

n= 1nS
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1. Pour une subdivision o = (o, ..., Z,) de [a,b], on pose J(c) = ZZ;S flzr)(g(xrt1) — g(zk))
g(xr)). Montrer que |J(0) f(a)(g(b)g(a))| < AB((a + B)(2(b — a))**7.

1. Montrer qu’il existe un réel I, ;(f, g) tel que, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour toute subdivision o = (zo, ..., Zy)
de [a,b], maxy, |vry12k| < 9 = |J(0)ap(f,9)] < e

Exercice 320 [X MP 2025 # 321] On note S 'ensemble des nombres complexes de module 1. Soit : [0, 1] — S une fonction continue.
Montrer qu'il existe une fonction continue 6 : [0, 1] — R telle que y(t) = €27 pour tout ¢ € [0, 1].

Exercice 321 [X MP 2025 # 322] Soit f : [0, 1] — R continue. On pose & : t € [0, 1] + inf ¢4 f(s) et g=f-2h.

1. Montrer que g est continue, positive et que g(0) = 0.
2. Montrer que si f est affine par morceaux alors ¢ ’est aussi.

3. On suppose que f atteint son minimum en 1. On pose ¢ : ¢ € [0, 1] > inf [, 17 g(s). Montrer que f = g - 2q.

Exercice 322 [X MP 2025 # 323] Soit P I'ensemble des nombres premiers. Onpose ¥ (z) = Y, cp.aen- Inpet T(z) = 3, o, o ¥ (£).

p* <=z "
1. Montrer que T'(x) = >_, ., <, In(n) = zIn(z)z + O(Inz) quand z — +oc.
2. Montrer que T'(2)2T (%) = Y07 o(=1)" 10 (£) =zIn2+ O(Inz).

Exercice 323 [X MP 2025 # 324] Soit f une bijection de classe C! de R* sur R™, de réciproque notée g.
1. Montrer que, pour z > 0, [ f(t)dt + faf(r) gt)dt = zf (x).
2. Déduire que Vz,y € R, 2y < fom f)de + foyg(t)dt.

Exercice 324 [X MP 2025 # 325] Soit f : [0,1] — R continue et strictement positive sur ]0,1[.

1/
1. Calculer limy, 4 o (fol f(a;)de> g

1/
2. Calculer lim,_,q+ (fol f(x)pdx) g

Exercice 325 [X MP 2025 # 326] Soit f la fonction 1-périodique de R dans R telle que Vz € [0, 1], f(z) = = — % Pour ¢ et j dans N¥,
calculer fol fliz) f(jx)da.

Exercice 326 [X MP 2025 # 327] Pour a, b > 0, on définit .J,, 9

_9 (%
b= 2f0 \/(QCOSQ)2+(bSin9)2.

+o0 dx

1. Montrer que Ja”b = J_ = W
2. Montrer que J, , = Jatv Vab
2

Exercice 327 [X MP 2025 # 328] Déterminer les réels a et 3 tels que f0+oo |sint|*t?dt < 400.329. [nil] a) Pour f € C°(R,R), on
note Iy = {p > 0, [ |f|P < 4+00}. Montrer que I§
Exercice 328 [X MP 2025 # 329] 1. Pour

feC’RR)
;onnote Iy = {p > 0, [ | f|P < +00}. Montrer que est un intervalle et exhiber f telle que Iy =]a, [, ]0, b[ ou ]b, +o0[ pour 0 < a < b.

, . . 1 1/p
1. Déterminer lim,, o (fa |f\p) .
Exercice 329 [X MP 2025 # 330] Soit f: R — R intégrable sur R. On pose g: * € R* > f (m — %) Montrer que g est intégrable sur
R™* et sur R™*. Exprimer ffoo g+ f0+oo g en fonction de fj;o f.
Exercice 330 [X MP 2025 # 331] On rappelle que [, e~ 2dy = /2.

22
n6x2/2 dr(e=""/?)
dx™

Pourn € N, on pose p,, : * € R+— (—1)
1. Montrer que p,, est polynomiale, préciser son degré et son coefficient dominant, et dé-
montrer que p,, est paire ou impaire.

1. Calculer [, pm(z)pn(x)efﬁﬂdz pour (m,n) € N2.
2. Soit n € N*. Calculer 'intégrale multiple

1n
— ¢ — 2 —_— 2 DR
= [ T (-

1<i<n

Ind. On pourra s’intéresser au déterminant de la matrice (p;—1(2;))1<s j<n-
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Exercice 331 [X MP 2025 # 332] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de carré intégrable sur R telle que fR fif; =
d; j pour tous ¢,j € N.Pour N € N* et z,y € R, on pose Kn(z,y) = ZZ 1 (@) fi(y). Pourp € Netzq,...,z, € R, on pose
ep(@1,.. ., ap) = det((Kn (25, 75))1<i,5<p)-
Calculer [o,- - [qn @p(21, ..., 2p)dey ... dx).
Exercice 332 [X MP 2025 # 333] 1. Soit a € RT*. Calculer les intégrales fl ln(Ht dt tf1 In( 1 In(l=t) 3¢,
2. Soit (an)n € (N*)Ntelle que I € P¢(N) — >°, - ay, soit injective, Py(N) de31gnant r ensemble des parties finies de N. Montrer
+
que Z'HO% (ll S 2
c. Smt ( n)n € (N*)N telle qu’il n’existe pas d’entier n ni de partie finie I de N \ {n} telle que a,, = >_, ; ax. Montrer que
k 1 an S 50.

Exercice 333 [X MP 2025 # 334] Soient (a,,)nen et (by)nen deux suites réelles.

On pose f, : © € R — a, cos(nz) + b, sin(nx). Montrer que si (f,)nen converge simplement sur R alors (ay,)nen et (by)nen
convergent vers 0.

Exercice 334 [X MP 2025 # 335] Pour
neN

,soit fr, :x € R\ Z — meot(mz) — Y p_ ﬁ

1. Montrer que (f,)n>0 converge simplement sur R \ Z vers une fonction f, et que 'on peut prolonger f par continuité a R.
2. Montrer que la fonction prolongée par continuité est de classe C* sur R et vérifie :

Vi € R, Af (z) = f' ( )+f (“1>

1. En déduire que f est identiquement nulle sur R.
2. On pose g: x — —“. Justifier que g est développable en série entiere au voisinage de 0 et que le développement en série
entiere de 2 — g(x) — 1 + J ne contient que des termes

pairs. On note

“+o0
x
g(x)=1- B + Zanxzn

n=1

1. Pour n € N*, donner une expression de {(2n) en fonction de a,,. Ind. On pourra considérer g(ix) pour x € R.

Exercice 335 [X MP 2025 # 336] Soit f € C°([0, 1], R).
Si

, 0N pose g; 1 T € [07 1] = lnf{f(y) +t|y —l'|,y € [07 1]}

1. Sit > 0, montrer que g; est une fonction continue.
2. Soit z € [0, 1]. Montrer que la suite (g, (z)),>0 est croissante et qu’elle converge vers
flx).
1. Montrer que (gy, ), >0 converge uniformément vers f sur [0,1].
Exercice 336 [X MP 2025 # 337] 1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7;, € Z[X] tel que : Vo € R, T, (2cos(x)) =
2 cos(nzx).
2. Pour z,y € [—2,2[ avec $x # y,$ on pose S(z,y) = Z:L_O% LT ()T (y).
« Montrer que S, (x,y) est bien défini.
« Montrer que, pour z,y € [—2,2[ avec x # y, ona S(z,y) = —21n|zy|.
Exercice 337 [X MP 2025 # 338] Soit o € R.

1. A quelle condition sur « la fonction f: z Z

n=1 n+r
2. Lorsque f est définie sur R, déterminer sa limite, puis un équivalent, en +oo.

est-elle définie sur RT ?

3. On fixe un polynéme P € R[ ] de degré d > 0, sans racine dans [1,4+00[. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
(o, d) pour que g: = +— Zl 1 m soit définie

sur R*. Dans ce cas, donner un équivalent de g en +o0.

Exercice 338 [X MP 2025 # 339] 1. On fixe un entier d > 0. Soit (¢x) k<4 une famille de nombres complexes indexée par Z<4 =
{k € Z,k < d}. On suppose qu’il existe un réel R > 0 telle que (c;z*)}, soit sommable pour tout z € C tel que |z| > R; pour un
tel z, on pose g(z) = >, cz". On suppose enfin que c1, . . ., ¢4 sont tous rationnels et que g(a) € Z pour une infinité d’entiers
a. Montrer que ¢y € Q et ¢, = 0 pour tout k < 0.

35



2. Soit s € N* et P € C[X]. On suppose que, pour tout entier n assez grand, P(n) est la puissance s-iéme d’un entier. Soient
Ty,...,Ts dans Z. Montrer qu’il existe une fonction gvérifiant les hypotheses de la question précédente (pour un certain d) et
telle que, pour tout complexe z de module assez grand, [[ P(z + 7x) = ¢(z)®. En déduire qu’il existe un polynéme @ € C[X]
telque P=Q°etVk € Z, Q(k) € Z.

Exercice 339 [X MP 2025 # 340] Soient § > 1 et P € Z[X] unitaire de degré n € N* dont 6 est racine de multiplicité 1 et dont les
autres racines complexes sont de module < 1 et dont 1/6 n’est pas racine. Soit Q = X" P(1/X).

1. Montrer que f: z — 58 est développable en série entiére au voisinage de 0 de rayon

1/6. Onnote f(z) = Z::E) b, z™ ce développement.
1. Montrer que g: z — f(z)(1 — 0z) est développable en série entiére de rayon > 1. On note g(z) = ::6 ¢n2™. Montrer que les
cn sont dans Z et que 5- fo%r ‘g(e“)|2 dt = 3% ea %
2. Démontrer que 1+ 6% = b3 + 3720 (b,0b,_1)>.
3. On suppose que P(0) > 0. Montrer que (b, )eN est croissante.
Exercice 340 [X MP 2025 # 341] 1. Onpose ug = letuy,y1 = ZZ:O UpUn—k pour tout n € N. Calculer w,,.
2. Pour n € N, on pose I,, = f_22 22"\/4 — x2dx. Prouver 'existence d’une constante
c> 0 telle que Vn € N, u,, = c I, et la déterminer.
Exercice 341 [X MP 2025 # 342] Soitm € N*. On pose ug = 4™, u; = 4™ —let,pourk € [1,m],up = -1+ 2§;kuk+1 + %muk_l
et v, = mfol W (Q+2)kF - (1 —2)F) da.
1. Montrer que, pour tout k € [1,m], vi = u.

2. Donner un équivalent de W,,, = m 01 %((1 +2)™(1 —z)™)dz.

Exercice 342 [X MP 2025 # 343] Déterminer un équivalent de O+°O (te~*)*dt quand z tend vers +o0.

Exercice 343 [X MP 2025 # 344] Soit F 'ensemble des fonctions y de classe C? de R dans R telles que, pour tout ¢ € R, 3/ (¢) +
e'y(t) = 0.Soity € E \ {0}.

1. Montrer que les zéros de y sont isolés.
2. Montrer que les zéros de y peuvent étre rangés en une suite strictement croissante (tn)nZO tendant vers +o0.
3. Donner un équivalent de ¢,,.

Exercice 344 [X MP 2025 # 345] Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

1. Soient p un projecteur de F et a € L(E) tels que ap + pa = a. Montrer que tra = 0.
2. On note P(E) I'’ensemble des projecteurs orthogonaux de E. Pour p € P(FE), décrire I'espace tangent & P(FE) en p. Quelle est

sa dimension ?
3) Géométrie
Exercice 345 [X MP 2025 # 346] Soit (u, v) une base de R2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u, v) pour qu’il existe
un polygone régulier a n cotés dont les sommets sont tous dans +.
4) Probabilités

Exercice 346 [X MP 2025 # 347] Un tiroir contient 2n chaussettes, constituant n paires. On tire successivement et aléatoirement les
chaussettes du tiroir les unes apreés les autres jusqu’a avoir tiré une paire. Quelle est I’espérance du nombre total de chaussettes tirées ?
Ind. Pour simplifier le résultat,

on pourra utiliser un raisonnement probabiliste pour établir que

(0

k=n

Exercice 347 [X MP 2025 # 348] On organise un tournoi avec une infinité (.J,,),en de joueurs. Les modalités sont les suivantes :
Jo et Jp s’affrontent, le gagnant affronte J; et ainsi de suite : le gagnant de chaque partie affronte le joueur suivant lors de la partie
suivante. On considére tous les matchs comme indépendants et on note p,, = P(.J,, remporte son premier match). Le tournoi s’arréte
lorsqu’un joueur remporte deux matchs successifs. On note 1" la variable aléatoire donnant le nombre de matchs joués jusqu’a 'arrét
du tournoi. Pour les deux premieres questions, on fixe

a €]0,1]
et on suppose que : Vn > 2, p, =1 — n%

1. Montrer que T est presque slirement finie.
2. Montrer que 7" est d’espérance finie.
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3. Dans cette question, on fixe N > 2 et la condition de victoire devient : un joueur remporte le tournoi quand il a gagné N matchs
consécutifs. Ainsi le cas précédent correspond au cas N=2. On suppose que, pour tout n € N*, p,, = p €]0, 1].
On note a,, = P(T > n) avec, pour k < N, aj, = 1. Déterminer une relation de récurrence entre les a,,.
Exercice 348 [X MP 2025 # 349] Soit n € N*. Pour o € S,,, on note || le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles a
supports disjoints (y compris les cycles de longueur 1).a) Pour k € [1,n], on pose Cy, = [{o € S, |o| = k}|.
1. Pour k € [1,n], on pose Cy, = |{o € Sp,|o| = k}|

N n
Calculer f,, ou fp, : x>, Crx
1. Soit 0y, une variable de loi uniforme sur S,,. Donner un équivalent de I’espérance de |0, |.

|Un‘

2. Montrer que 1 ) tend vers 1 en probabilités quand n — +-oc.

Exercice 349 [X MP 2025 # 350] 1. Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P()). Calculer E(X (X —
1)--- (X —p+1)) pour tout p € N*, et calculer E(1/(X + 1)) et E(1/(X + 2)).
2. Soient A un ensemble fini de cardinal n et p € N*. Une p-partition de A est une partition de X formée de p sous-ensembles
(non vides) de X. Soit B un ensemble fini de cardinal m. Dénombrer, pour une p-partition de F de A, les applications de A dans
B dont F est 'ensemble des fibres non vides (a savoir des ensembles non vides de la forme f~1{b} ou b € B).

3. En utilisant les deux questions précédentes, exprimer le nombre de partitions de A comme

Exercice 350 [X MP 2025 # 351] Soient p €]0,1[ et t> 0. Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires 4.i.d. vérifiant P(X,, =
1)=petP(X,, =—-1)=1—pet N ~ P(t) indépendante des X,,. On pose :

=0

1. Pour n € Z, calculer P(Sy = n).
2. Montrer que :

la somme d’une série numérique.

n+21

V(,y) € (RT)2 > y") = vty
’ l
neZ iEN - TL + Z)
n>0

Exercice 351 [X MP 2025 # 352] Soient p € [0,1[,m > 2et £ = /™.

1. Montrer que :

m—1
1 .
Ya,beC, Y. (Z)akb"k =~ > b+
j=0

ke[o,n]

1. Soit (X;);en~ une suite de variables aléatoires .i.d. suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. Onpose: 4,, = (m | X1+ --+X,,)
et u, = P(A,). Montrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

2. Montrer que : Vn € N*| |un%’ < e=8pan/m® oy qg=1p.
Exercice 352 [X MP 2025 # 353] Soit X une variable aléatoire discréte positive ayant un moment d’ordre 2 et telle que E(X?2) > 0.
Montrer que, pour ¢ > 0, P(XE(X) < —t) < exp (—ﬁ%)
Exercice 353 [X MP 2025 # 354] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires iid. a valeurs dans N*. On suppose
de plus que E(X?) < +o0o,etonpose S, => " X; et T, =Y | S pour n > 1.

1. Montrer que, pour tout w, (T}, (w)),>1 a une limite dans [0, +o0].
2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 et une suite strictement croissante (nk)k21

d’entiers > 1 vérifiant ng11 > 2ny et P(S,, > 2n;E(X7)) < 2% pour tout & > 1.
1. En déduire que (7},),>1 tend presque sirement vers +oc.
2. Montrer que V(T;,) < > | E (?) pour tout n > 1.

Exercice 354 [X MP 2025 # 355] On p051e (X)o=1et,pourn € N*, (X),=X(X—-1)--- (X —n+1).
1. Montrer que ((X)n)n>0 est une base de R[X].

. Pour k € N, on décompose X* = : 0 @kn(X)n. Déterminer ay o et ag,, pour n > k.

1 oo ik

2
3. En considérant une variable aléatoire Z suivant la loi de Poisson de parameétre 1, montrer que Vk € N ZZ —0 Okn =3 D i—o o1
4

. Pour 0 < n < k, on note by, ,, le nombre de fagons de ranger k objets indifférenciés dans n tiroirs non numérotés, aucun des
tiroirs n’étant vide. Montrer que by, = ag n.
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5. Soit k € N. Déterminer le nombre de facons de partitionner un ensemble a &k éléments.
Exercice 355 [X MP 2025 # 356] On cherche a prouver I'existence d’un réel C' > 0 tel que, pour toutes variables aléatoires réelles X
et Y indépendantes et de méme loi, on ait I'inégalit¢ P(|X — Y| <2) < CP(|X - Y| <1).
1. On suppose X et Y a valeurs dans Z. Montrer I'existence de C’ > 0 indépendant de X tel que P(|XY| <2) < C'P(X =Y).
2. Montrer le résultat souhaité.
3. Montrer que C’ 3.
Exercice 356 [X MP 2025 # 357] 1. Soient n € N* et p €]0, 1[. Existe-t-il deux variables aléatoires indépendantes Y7 et Ya de
méme loi telles que Y7 + Y2 ~ B(n,p)?
2. On dit qu’une variable aléatoire Z est infiniment divisible si, pour tout k € N*, il existe des variables aléatoires i.i.d. Y7,..., Y}
telles que Y7 + - - - + Y}, ~ Z, avec a priori (Y1, .., Y})) défini sur un espace probabilisé différent de celui de Z.

Donner un exemple d’une telle variable aléatoire.

1. Que dire d’une variable aléatoire Z infiniment divisible de support inclus dans [0,1] ?
2. Soient (X;);en une suite de variables aléatoires i.i.d. et N ~ P(\) indépendante des X; (avec A\ > 0). Montrer que Z =
X1 + -+ + Xy est une variable aléatoire infiniment divisible.
Exercice 357 [X MP 2025 # 358] Soient a €]0,1[ et ¢, : . — 1(1 — z)°.

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans N* telle que, pour tout z € [0,1],¢,(z) = E(xXa).b) Soit
(An)n>1 une suite d’événements de I'espace probabilisé (€2, A, P) telle que, pour tout n € N*, P(A4,) = &. On pose Y =
inf{n € N*, 14 = 1}. Montrer que Y ~ X,,.

On considére I’équation fonctionnelle : Va € [0,1], . (2) = zp(pq(z)) d’inconnue ¢ :
[0,1] = R.

1. Montrer que, pour a € [1/2, 1] cette équation admet une unique solution continue, qui est
de plus la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans V.

1. Montrer que ce n’est pas le cas pour a = 1/3.

Exercice 358 [X MP 2025 # 359] Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = 0) = 1 — L et
P(X,=n)=
racln. On pose, pour n € N*, S, = X7 +--- + X,,.

1. Soit A € RT. Déterminer la limite de (E (e‘ASTy/l)) .
n>1

2. Soit f € C°(R**,R) dérivable sur |1, +-o0[ et telle que : Vo > 1, f(z — 1) + zf'(z) = 0 et Vz € [0, 1], f(x) = 1.
Montrer qu’il existe une unique fonction f qui respecte ces conditions, qu’elle est strictement positive sur R et tend vers 0 en +oc.

1. Ondéfinit p(\) = f0+oo e~ f(t)dt, avec f lafonction de la question précédente. Mon- trer qu'’il existe k& > 0 tel que, pour tout A €

RT,lim, 10 E (e_)‘%> = e Fp(N).
Exercice 359 [X MP 2025 # 360] Soient X une variable aléatoire a support fini a valeurs dans Z2 et telle que —X ~ X, (X)x>1 une
suite 7.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de X. Pour n € N*, on pose S,, = X1 +--- + X,,.
1. Montrer que, sin € N*, E(||S,[|?) = nE(| X||?) et P(S2, = 0) = >, .72 P(Sp = )2
2. Montrer qu’il existe ¢ € R** tel que Vn € N*,P(Ss, = 0) > £.
3. Démontrer que P(3In > 1,5, =0) = 1.

V) XPSI AUTRE
1) Algebre

Exercice 360 [X PSI 2025 # 361] Soit P(X) = X''14X?5X + 1. Montrer que P admet au moins une racine complexe de module

strictement inférieur a 1.

Exercice 361 [X PSI 2025 # 362] Soit f: P € R[X]| — 1 (P (&%) + P (£)). Soit a € R. Déterminer la limite de (f™(P)(a)) quand

n tend vers +oo0.

Exercice 362 [X PSI 2025 # 363] 1. Soient E un C -espace vectoriel de dimension finie, u, h € L(F) tels que h est diagonalisable
et h ou — u o h = 2u. Montrer que u est nilpotent.

2. Soit E = C[X] et soient u, v, h les trois endomorphismes de E définis parVP € E,u(P) = X?P'+ X P,v(P) = P' et h(P) =
P+2XP.
a) Montrer que h est diagonalisable et que h o uu o h = 2u. L’endomorphisme w est-il nilpotent ?
b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E a la fois u-stable et v-stable. Montrer que F' = {0} ou F' = E.
Exercice 363 [X PSI 2025 # 364] Soient A € M,,(C) et B = (;) 61) € My, (C).
1. Montrer que VYA € C, dim(Ker(BAl,)) = dim(Ker(AA21,)).

2. A quelle condition sur A la matrice B est-elle diagonalisable ?
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Exercice 364 [X PSI2025 #365] Soit X € C". Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice X X* € M,,(C)
soit diagonalisable.

Exercice 365 [X PSI 2025 # 366] Soit A € M3(R) telle que R* = Ker((Al3)?) @ Ker(A2I3). Soit z € R?\ {0}. Trouver un équivalent
de ||A™z|).

0 1 0 1+e¢

1. Etudier la diagonalisabilité de M et IV, détailler leurs sous-espaces propres et donner une base de chacun d’eux.

Exercice 366 [X PSI 2025 # 367] On définit deux matrices M = <1 1) et N, = <1 1 > avece > 0.

2. Pourn € N,onpose X,, = M"E,Y = N'E,ou E = (i) Expliciter X,, et Y,, et étudier asymptotiquement les vecteurs Hffn\l
Yn
A

Exercice 367 [X PSI 2025 # 368] Soit A € M,,(R) \ {0} telle que AT = —A. Soient z € C* une valeur propre de A et X € C" un
vecteur propre associé. On écrit X = U + iV avec U,V € R™. Montrer que U et V sont orthogonaux.

2) Analyse

Exercice 368 [X PSI 2025 # 369] Soient E et F' deux espace vectoriels normés (de dimension quelconque) et ¢0: E — F une fonction
telle que Vo, y € E, ¥ (x) + ¢ (y) = ¥(x + y) et ¢ est bornée sur la boule ouverte unité de E. Montrer que v est linéaire et continue.

Exercice 369 [X PSI 2025 # 370] Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé avec E # {0}.

1. Soit ¢ un endomorphisme continu de E. Montrer que : sup, ”%\)IEJQEH)H < 400

2. Soient u,v deux endomorphismes continus de E tels que uv-vu= id. Montrer que E = {0}.
Exercice 370 [X PSI 2025 # 371] Soient E un R -espace vectoriel normé de dimension finie, v € L(E) et K C E un convexe non
vide. Pour n € N*, on note 5, = & ZZ;& u®.- a) Montrer que : Yn € N*, S,,(K) C K.

1. Montrer que : ¥n € N*,(S10---05,)(K) Cc " Sk(K).

2. On suppose que K est compact et que, pour tout z € E,

u(z)|] < ||z||. Montrer que : V& € [ Sn(K), u(x) = .
Exercice 371 [X PSI 2025 # 372] Soit (aj)gen une suite de réels positifs. Pour tout n € N, posons A, = > ;_; aj. Montrer
I’équivalence entre les trois propriétés suivantes :

o Ap1 = o(an),
« Ap_1 = 0(ay),
. An,1 = O(An)

Exercice 372 [X PSI 2025 # 373] Soit u une suite réelle strictement positive, croissante et tendant vers +oco. Montrer que la série
ST En=tnol diverge.

u

Exercice 373 [X PSI 2025 # 374] Soit (d,,) une suite de réels positifs telle que la série de terme général d,, diverge. Nature de
d’l’L d’ll dﬁ,

> T Traz €t > et ?

Exercice 374 [X PSI 2025 # 375] Trouver f € C*°(R,R) telle que, successivement,

« festnulle sur R~ et ne s’annule pas sur |0, +-00[;

dy
1+dy>

o festnulle sur R™ et [1, +00[ et ne s’annule pas sur ]0, 1[;

« festnulle sur R™, égale a 1 sur [1, 400 et ne s’annule pas sur 0, 1[.
Exercice 375 [X PSI 2025 # 376] Soit f € C°(R,R). Soit (%) ren telle que Yk € N, )11 = f(2x). On suppose que (£ ") | )
est bornée. Montrer que f admet un point fixe.
Exercice 376 [X PSI 2025 # 377] Soit a > 0. Pour n € N, on pose : I(a,n) = fog (a + cos(z))"dx.

1. Trouver la limite de (I(a,n))n>0.

b) Soit b €]0, w/2[. Montrer que % fb% (a+ cos(z))"de — 0.

n——+oo
1. Calculer la limite de (% . ﬁ fob(a + Cos(x))”dx).
2. En déduire un équivalent de I(a,n) quand n — +o00
Exercice 377 [X PSI 2025 # 378] Soit f € C*°(R,R) telle que f(¢) — 0 quand t — +o0. Soit () I'équation différentielle y’ + y = f{t).
1. Montrer que toute solution y de () tend vers 0 lorsque ¢t — +o0.

Z _:H)o t% avec a > 0. Soit y une solution non nulle de (). Déterminer un équivalent de y(t)

2. On suppose de plus que f(t) ~
quand ¢ — 4-o0.

Exercice 378 [X PSI 2025 # 379] Pour f € C'(RT,R**), on considére le probléme de Cauchy f' = —f2 et f(0) = 1.

1. Résoudre I’équation différentielle.

Soit h €]0,1/2[. On définit la suite (y,,) par yo = 1 et Ypr1yn = —hy>.
2. Montrer que y,, — 0.
3. Montrer que yin =1+ nh+ o(n).
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3) Probabilités
Exercice 379 [X PSI 2025 # 380] Soient n > 2 et X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].
1. Soit Y une autre variable aléatoire & valeurs dans [0,n]. Montrer que si Vk € [0, n],
E(X*) = E(Y*) alors X ~ Y.
1. Montrer qu’il existe des variables aléatoires X, Y a valeurs dans [0, n] ne suivant pas la méme loi et telles que Yk € [2,n], E(X*) =
E(YF).
Exercice 380 [X PSI2025 #381] Soiente, X et trois variables aléatoires indépendantes. On suppose que ¢ ~ 5(1/2) et que X et Y suivent

(26 —1)X Y
]0,1[. On note M = ( c v (2 — 1)X)'

1. Déterminer P(M € GL3(R)).
2. Déterminer P(M € S5 T(R)).

Exercice 381 [X PSI 2025 # 382] Soit n > 2. Soit X 'ensemble des variables aléatoires définies sur (€2, .4, P) et a valeurs dans [1, n].
Déterminer les X € &, indépendantes de toutesles Y € X.

Exercice 382 [X PSI 2025 # 383] On effectue n < N tirages sans remise dans un sac de N jetons numérotés de 1 a N. On note X la
variable aléatoire donnant le numéro du jeton du i-éme tirage et on pose Z,, = maxj<i<n X;. Calculer E(Z,).

Exercice 383 [X PSI 2025 # 384] On pose (X) une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de para- métre
p€[0,1]. Pourn € N, onpose ¥, = > i_) 2k

1. Calculer 'espérance de Y,

2. Déterminer la limite de (E(Y},))

3. Trouver o € R tel que, pour tout € > 0, on ait lim,_,o, P(|Y,a| > €) = 0.

VI) XPC AUTRE
1) Algebre

Exercice 384 [X PC 2025 # 385] Soit (P, Q) € R[X]? tel que P P’ = Q. Montrer que, si Q > 0, alors P > 0.

Exercice 385 [X PC 2025 # 386] Soit F I'ensemble des polyndmes a coefficients dans {—1,0,1} et A 'ensemble des racines des
polyndmes de E. Montrer que AN|2, +oo[= ().

Exercice 386 [X PC 2025 # 387] Soient
P=> a,X* e C[X]

k=0
etr € [0,1].
Montrer que
1 2w . n .
— ’P(re’0)|2 do = Z lax|?r?* < sup |P(e")|?
21 Jo =0 6€[0,27]

Exercice 387 [X PC 2025 # 388] Soient P € Z[X] unitaire de degré d et A1, ..., Aq ses racines. On suppose que, pour

tout
ke l,d]

5

Ak| < 1. On pose, pour tout n € N*, f(n) = Zzzl AR

1. Montrer que, pour tout n € N*, f(n) est entier.

2. Montrer qu’il existe p € N* tel que, pour tout n € N*, f(n+p) = f(n).
Exercice 388 [X PC 2025 # 389] Soient A et B dans M3 (Z). On suppose que, pour tout k& € {0, 1,2, 3,4}, A + kB est inversible et
que son inverse est a coefficients dans Z. Montrer que A + 5B est inversible et que son inverse est a coefficients dans Z.
Exercice 389 [X PC 2025 # 390] On considére la matrice A = (1;=;11 mod n)1<i,j<n € My(R). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur p € N* pour que B = ZZ;(I) A¥ soit inversible.
Exercice 390 [X PC 2025 # 391] On consideére une ferme avec 2n+1 vaches. Le fermier s’apercoit que quelle que soit la vache que

I'on retire du troupeau, il peut séparer les vaches restantes en deux groupes de n vaches, de telle sorte que les sommes des poids des
vaches de chacun des groupes sont égales. Montrer que toutes les vaches ont le méme poids.

Exercice 391 [X PC 2025 # 392] Soit A = (ai;)1<i,j<n € Mn(R), avec a;j = iy Caleuler det A.

Exercice 392 [X PC 2025 # 393] Soit A € M,,(R) telle que : VH € M,,(R), det(A + H) = det(A) + det(H). Que dire de A?
Exercice 393 [X PC 2025 # 394] Soit p € N*.

1. Soient oy, ..., oy, des réels distincts. Soient ¢y, ..., ¢, des réels non tous nuls. On pose
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p
Qx> Zcie“*m

. Montrer que ¢ s’annule au plus p — 1 fois.

1. Soient a1,..., 04, B1,..., [y des réels tels que oy < -+ < oy et B1 < --- < B,. Montrer que le déterminant de la matrice
(eo‘iﬁj) , est strictement positif.
Exercice 394 [X PC 2025 # 395] Soient A et B € M,,(C) telles que AB2B?A = B. Montrer que B est nilpotente d’ordre impair.

Exercice 395 [X PC 2025 #396] 1. Donner un exemple de matrice A € S,,(C) non diagonalisable.b) Soit M € M,,(C) et Q :
r=(r1...2,)T €C" Zl<i7j<n m; jx;x; € C. Montrer

1<i,j<

qu’il existe une unique matrice S € S,,(C) telle que Vz € C", Q(z) = 27 Sx.
c. Montrer qu'’il existe un ensemble fini 7, une famille (¢;);c; € (£(C™,C))! de formes linéaires indépendantes et une famille (c;);c; €
C/ telles que
linéaires indépendantes et une famille
(evi)ier € C!
telles que Vz € C™, Zlgi,jgn Qi jTiT5 =) ic; aili(x)?.
Ind. Commencer par traiter l'exemple Q(z) = x? + 3x122 + 623 + 423
Exercice 396 [XPC 2025 # 397] Soient F un K -espace vectoriel de dimension finie et u € £(F). Déterminer une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe v € L(E) telque uov =0etu+ v € GL(E).
Exercice 397 [X PC 2025 # 398] Soit M € M,,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour que 'application
fr Ae M,(C)— AM + M A € M,,(C) soit bijective.
Exercice 398 [X PC 2025 # 399] Soit
M e M,(C)

.On pose exp(M) = ;:CXS %k

1. Justifier que cette définition est pertinente.
2. On suppose que M s’écrit M = I,, + A ou A est nilpotente. Montrer qu’il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).

Exercice 399 [X PC 2025 # 400] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

Pour
v eR™\ {0}
T
,onpose H, =1, — QﬁT'
1. Donner une interprétation géométrique de H,,.
2. Montrer que, pour tout vecteur unitaire e € v, ona H,_|j|jc(v) = |[v]|e.

3. Soit A € GL,(R).Donner un algorithme permettant de trouver @ € O,,(R) et R € M,,(R) triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux > 0 telles que A = QR.

Exercice 400 [X PC 2025 # 401] Soient E = [1,n] et A1, ..., A, des parties distinctes de F telles qu’il existe ¢ € N* vérifiant :
V(i,7) € [1,n]? i # j,= Card(A; N A;) = c. Montrer que m < n.Ind. Considérer d’abord le cas ou il existe i tel que card(4;) = c.
Ensuite pour i € [1,m],

poser v; = € My, 1(R) et considérer G = ((v;,v;))1<i,j<m
1141‘ (TL)

Exercice 401 [X PC 2025 # 402] Soientn,p > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient F un sousespace vectoriel
de R"etb € R™.

1. Montrer que inf{||z — b||,x € E} est atteint en un unique point de E.

2. Soit A € M,, ,(R). Montrer que inf{||Axb||,x € RP} est atteint. Si z; et x5 sont deux points en lesquels le minimum est atteint,
montrer que z2z1 € Ker A.

3. Résoudre I'équation AT Az = ATb d’inconnue = € RP.

Exercice 402 [X PC 2025 # 403] Soit
H e S,(R)

.a) Montrer qu’il existe des réels distincts A1, ..., Ay et des matrices de projecteurs orthogo-
naux Py, ..., P, de R telsque : SF_ P = I,,, ,P; = 0sii #jet H=Y" \P.

1. Soit R € S (R) tel que tr(R) = 1. On pose p; = tr(RP;) pour 1 < i < k.

Montrer que (p1, ..., px) est une loi de probabilité sur {1,2, ..., k}.

41



Exercice 403 [X PC 2025 # 404] Soient A, B € S;7(R). Montrer que det'/™ (A 4+ B) > det'/"(A) + det'/™(B).

Exercice 404 [X PC 2025 # 405] Soient M, ..., M, € M,(R) telles que Y. | M M; = I,.

Pour X € M,(R), onpose L(X) =>"  MI XM,.

On écrit M > N pour signifier M — N € S;7(R). Montrer que L(X7X) > L(XT)L(X).

Exercice 405 [X PC 2025 # 406] Soient d € N* ainsi que A € S;(R). On définit la suite (A, )nen par Ag = A et, pour n €
N, A,41 = A, + A2 Donner un équivalent de tr A,, lorsque n — +oo.

Exercice 406 [X PC 2025 # 407] 1. Soit (ug,...,ur) € (R™)*. Montrer que I'on peut renuméroter les u; pour qu’il existe o €
[1, k] tel que la famille (uy, ..., uq) soit libre et u; € Vect(u1,...,uq) = FE
pour tout j € [a + 1, k].
1. Soit U = (u1] - [ua) € My, o(R). Montrer que UT U est inversible.

c. Soient
B>a+1
<uﬁ> u1>
et B = . Montrer que la solution de UTU X = B donne
<U5, ua>
les coordonnées de ug dans la base (u1, ..., uq) de E.

d. Soit (vy,...,v;) € (R™)* telle que : V(i,5) € [1,k]°, (ui,uj) = (v4,v;). Montrer qu’il existe W € O, (R) telle que : Vi €
[1, k], Wov; = u;.

Exercice 407 [X PC 2025 # 408] 1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € S;7(R) si et seulement s’il existe k € N* et

B € My »(R) tels que A = BTB.

Soient n > 2 et £ un endomorphisme de M,,(R). Soit k € N*.

A171 RN Al,k
Pour A € My, (R) que 'on écrit A = ot chaque bloc est une matrice de M., (R), on définit £, par £;(A) =
Ak,l . Ak,k
L(A11) ... L(A1x)
L(Ak1) ... L(Agk)

On dit que £ est C'P. (complétement positif) lorsque, pour tout k € N* et tout A € S/, (R), L1.(4) € S,.(R).

1. Montrer que £ : M € M, (R) = MT € M,,(R) n’est pas C'P.
c. Soit £ € L(M,,(R)) complétement positif. En regardant le cas k=2, montrer que, pour tout M € M, (R), L(MT) = L(M)T.

Exercice 408 [X PC 2025 # 409] Soient S, T € S, (R) telles que, pour tout X € R™ \ {0}, X7(S + T)X > 0.
Montrer qu’il existe une base (eq,...,e,) de R™ telle que, pour tout ¢ € {1,...,n}, la famille (Se;, Te;) soit liée. Ind. Considérer

B:(X,Y)—» XT(S+T)YetM=(S+T)"'8S.
2) Analyse

Exercice 409 [X PC 2025 # 410] Soit A = {M € M, (R);V(i,5) € [1,n]*,m; ; € [0,1]*}.
On pose o = sup ;¢ 4 (det M).

1. Montrer que « est un maximum.

b. Montrer que ce maximum est atteint en des matrices M a coefficients dans {—1, 1} telles que det M > 0.

Exercice 410 [X PC 2025 # 411] Pour
Ae M,R)

k
, on pose exp(A) = ;:;XS %.

1. Montrer que exp(A) est bien définie. Soit (A, B) € M,,(R)2.
1. Montrer que, si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

c. Montrer que
. A B AV
kglfoo (exp (%) exp (k) exp (%)) = exp(A + B)

Exercice 411 [X PC 2025 # 412] On munit
1
E= {f e c°([0,1], R>,/ ft)dt = 0}
0
de la norme ||||o. Si f € E, onpose A(f) : x € [0,1] = [T f(t)dt + [, tf(t)dt.
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1. Trouver C' > 0 tel que Vf € E,

A(Hlloe < Cllflloo-

b. Déterminer la constante C' optimale.
Exercice 412 [X PC 2025 # 413] Soit A C R%. On pose

Conv(A) = {ZAixi ;neN', (21,...,2,) €A™, (M., X)) € RT)™, D N = 1}
=1

i=1
On suppose de plus que, pour tout (z,y) € A2, il existe v : [0,1] — A continue telle que v(0) = z et v(1) = y. Montrer que

Conv(A4) = U(q,p)eazla,b].
Exercice 413 [X PC 2025 # 414] Soit E un espace vectoriel normé. On dit que (u,,) € EN vérifie la propriété C'si: Ve > 0, IN €
N, ¥p > N, ¥g > N, |Ju, — uql| < €. On dit que E vérifie la propriété B si toute suite de E vérifiant C' est convergente. On admet
que R vérifie la propriété B. On
pose
N — {(un) e RN; Z [un| < +oo}
neN

. On munit /! de la norme définie par ||u|[; = 0

+oo
Dl
n=0
. Montrer que (¢!, |||1) vérifie la propriété B.
Exercice 414 [X PC 2025 # 415] On munit /! = {u € RN, ::,3 |un| < +o0ight} de la norme définie par ||ul|; = Z:é |t ]

et

¢ ={uecRN:3IM cR,Vn €N, |u,| <M}

de la norme définie par ||u||o = {u € RN : IM € R,Vn € N, |u,| < M}

Sup,en |Un . Enfin, pour (u,v) € £ x £°°, on pose ¢, (u) = :,rioo Up V.-

1. Montrer que pour tout v € £>°, ,, est bien définie sur /1.
On note Dy1 'ensemble des formes linéaires sur ¢! qui sont continues.

0yl = Inf{C > 0:Vu € 1, |p,(u)| < C|lul}.

1. Montrer que pour tout v € £°°, ¢, € Dy1. On pose, pour v € £>°,
¢. Montrer que |||| est une norme.
2. Calculer ||, || pour v € £°°.
d. Calculer ||¢, || pour v € £°°. Les question précédentes montrent que I’application 7" de £°° dans Dy1, qui & v associe ,, est
une application linéaire et une isométrie
est une application linéaire et une isométrie.
1. Montrer que 7T est bijective.
Exercice 415 [X PC 2025 # 416] 1. Soit M € My(C). Montrer qu’il existe un unique (N, D) € M5(C)? tel que :
« M=D+N,
+ D est diagonalisable,
« N est nilpotente, iv) ND = DN.
2. Quels sont les points de continuité de M + (D, N)?

2
Exercice 416 [X PC 2025 # 417] Pour toutn > 1, on pose v,, = > - L. Déterminer la limite de (nv,,).

n=1 n2+4+k2"

Exercice 417 [X PC 2025 # 418] On définit (u,,) par ug,u; € R™ etVn € N, up12 = /Uni1 + 1/Un. Montrer que (u,,) converge.

Exercice 418 [X PC 2025 # 419] Soient (a,,) € (RT*)Net, pourn € N, t,, = \/ao + \/al 4+ 1/ .

1. Montrer que, si lim,, o SUPg>, {W} > In 2, alors (t,,) diverge.

2. Montrer que, silim, 4 o SUPy~., {%} < In 2, alors (t,,) converge.

Exercice 419 [X PC 2025 # 420] Soit f: RT™ — R™* strictement croissante, continue et telle que f(t) — 400 quand ¢ — +oo.

-1
Montrer que les séries de termes généraux ﬁ et £ n2(")

sont de méme nature.

Exercice 420 [X PC 2025 # 421] Soit (u,) € (R™*)N. Pour n € N on pose S, = Y_j_, ux. Montrer que ) u, converge si et
seulement si ) , g converge.

Exercice 421 [X PC 2025 # 422] Soient (¢;)ien € {0, 1}Net f: x> Zj:g c;z’. Montrer que, si f (%) = 2, alors f (}) estirrationnel.
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Exercice 422 [X PC 2025 # 423] Soit
n € N*

.Montrer : V(z1,...,2,) € R", > 12 VT =z <35 123 1V T+ ).

Exercice 423 [X PC 2025 # 424] Soit f: x € R* — e~ /2 Montrer que f admet un prolongement de classe C*> sur R.

Exercice 424 [X PC 2025 # 425] Soit G : [0, 1] — R telle que G(0)=G(1)=0, G est continue en 1 et dérivable en 0, G’(0) > 0 et, pour
tout z € [0, 1], ona G(z) = max,cjo,](G(y) + G(z — y)).
Montrer que G est nulle.
1. Montrer I,, — +o0.
Exercice 425 [X PC 2025 # 426] $$ Montrer que: >  _, IHTP > Inx + O(1). Ind. Considérer In(n!).
Exercice 426 [XPC 2025 # 427] Soient f : [0,1] — R continue, g : [0, 1] — R continue a valeurs positives telle fol g=letp:R—=R

de classe C? telle que ¢ > 0.
1 1
d d
o ([ @) < [ etrwnatais

Exercice 427 [X PC 2025 # 428] Soient deux réelsa < bet f,g € C° ([a,b],RT*) avec f # g.

On suppose
b b
fr= )

Montrer :

.Pour n € N, on pose I,, = fb o

a gm

1. Montrer que (In)i‘éN est strictement croissante.

Exercice 428 [X PC 2025 # 429] Soiff € C%(]0,1],R™) telle que f(0) = 0 et f > 0.

Montrer que fo x)?%dr < f (v)2dx.
Exercice 429 [X PC 2025 # 430] Sment K :[0,1> — R** et f,g: [0,1] — R™* continues telles que : Vo € [0,1], f(z) =
fol K(z,2)g(2)dz et g(x fo f(2)dz. Montrer que f=g.

Exercice 430 [X PC 2025 # 431] Sment L! (resp. L?) I'ensemble des fonctions continues de R dans C intégrables (resp. de carré
intégrable). Soit f € C}(R,C) telle que = — = f(x) et x — x f'(x) sont dans L2

1. Montrer que f € L2N L.

1. Montrer lim,_, 4, f(x) = 0. Montrer que x — xf2(x) est dans L?

Exercice 431 [X PC 2025 # 432] Soit E I'ensemble des f € C%(R,R) telles que = — (1 + 22)|f(z)], z — (1 + 2?)|f'(z)]| et
x +— (1 + 2?)|f" ()| soient bornées sur R. Pour t € Ret f € C}(R,R), on pose A;(f): z — f'(x) + txf(x) et A} (f) : ©
—f'(x) + b f(x).

1. Si f € E, montrer que [, A7 (A:(f))f >
Ind. Montrer, pour (f, g) € E?, que [5 A¢(f)g f fA (9).

1. Soit f € E telle que [, f> = 1. Montrer que (f 22 f2(x)d ) (fj;o f’2(x)dx) > 1
Exercice 432 [X PC 2025 # 433] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de classe C* définies de R dans R.

()()

On suppose que sup,,cn (SupzeR ) = c € Ret lim,,_, { o SUp,¢cg | fn(x)] = 0. Montrer que lim,,_, 4 o SUp,cg | f1 (2)| =
0 et hmn—H-OO SUPger |fn( )| =0.
+oo 4(—1)"

Exercice 433 [X PC 2025 # 434] On admet que Z:g 4= g—g. Soit g: x — %2 + D on1 2 cos(nx).

1. Montrer que g est définie sur R.

2. Calculer [~ g(z)?dx.

3. Calculer [ (z%g(x ))2dgc.

4. Expliciter g et tracer son graphe.
Exercice 434 [X PC 2025 # 435] Soit f € C*(R,R). Soit (f,,) la suite de fonctions définie par fo = f et, pour tout n € N et tout
v ER, fon(x fo tfn(t)

1. Montrer que l'application 1" qui a f associe Z _o Jn est un endomorphisme de C*°(R,R).

2. Exprimer T(f) a aide de f.

3. L’application T’ est-elle injective ? surjective ?

Exercice 435 [X PC 2025 # 436] Soit f: t +— (1 —t)' =1/, Cette fonction est-elle développable en série entiére ? Si oui déterminer le
rayon de convergence et le signe des coefficients de ce développement en série entiére.
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Exercice 436 [X PC 2025 # 437] Donner le développement en série entiére de f(z) = ﬁ et son rayon de convergence. Montrer
que les coefficients sont entiers. Pouvait-on le prévoir ?

n

Exercice 437 [X PC 2025 # 438] On pose f: z — Zn 0 snt=Ty7z- Montrer que f n’est pas le quotient de deux polynomes.
. (=nk _
Exercice 438 [X PC 2025 # 439] 1. Donner le développement en série entiére de arctan et montrer : Z 50 2 T — -

2. Pour n € N*, on pose S, = 4ZZ 1 2k+)1 Montrer : ‘ﬂ'S Dn < ﬁ

3. Montrer que, pour n = 5 x 10°, 7 et S, ont leurs 16 premiéres décimales communes, sauf pour la 6e.

Exercice 439 [X PC 2025 # 440] 1. Soit f € C[X] non constant. Soit r > 0. On suppose que f n’ a pas de racine de module 7. On
note N,.(f) le nombre de racines de f (comptées avec multiplicité) situées dans le disque de centre 0 et de rayon r. Montrer que

21 re* 7
N (f) =5 J;((mm))?“@ odo.

2. Soitr > 0. Soient f et g dans C[X] tels que, pour tout z de module r, [g(z)] < |f(z)|. Montrer que f et f+g ont le méme nombre de
racines comptées avec multiplicité dans le disque de centre 0 et de rayon r.

3. Application : montrer que X85X3 + X + 2 posséde 3 racines comptées avec multiplicité dans le disque unité.

Exercice 440 [X PC 2025 # 441] Soit A : C — SL3(C). On suppose que les coordonnées de A sont sommes de séries entiéres de
rayon +oo et que A(R) C SO2(R). Montrer qu’il existe ¢ : C — C somme d’une série entiere de rayon +oo telle que Vz € C, A(z) =
(st sl

sin(p(z2))  cos(p(2))
Exercice 441 [X PC 2025 # 442] Soit 7 : [a,b] — C une fonction continue. On suppose qu’il existe une subdivision a = ag < a1 <

- < ap, = b telle que, pour tout k € {0 ,n— 1} la restriction -y, de  au segment [a, ai1] est de classe C. Soit f: C — C
continue. On définit [ f(z)dz = 37/ f aJ“ j(t)dt. Siy(a) = (b) et f est développable en série entiére sur C, montrer
que [; f(z)dz = 0.
Exercice 442 [X PC 2025 # 443] 1. Montrer que, pour > 0, ¢~%" fo+oo It = +°° ze=® (1% g,

2. En déduire la valeur de +°o et dt.

3. Calculer fo cos(t?)dt.

Exercice 443 [X PC 2025 # 444] 1. Montrer que V¢ € [0, 1], OQW %d& = 0.b) En déduire que
1 27 0
VzeC, — In|e” — z|df = max(0,1n |z|)
2T 0

Ind. Considérer la fonction

2
f: t'—>/ In (|2 — te'|) do
0

Exercice 444 [X PC 2025 # 445] Pour z € R, on note 27 = max(z, 0). Soit f: E€ER— fj;o (Mf e dx.

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Pour N € Netz € R, montrer que

i: =zk: XN: (1 Nj+1) e = Nlﬂ (Sir;i(njv(;l)x)y

_ j=—N

c.Pour N € Net k € Z montrer que :

L/W L (sin((N+D0)\° ey (IR
o7 ) 2N +2\ sin(2) - 2N +2

. , . ;s 1 (7 1 sin((N+1)x) 2 ikx 1 (7 1 sin((N+1)x) 2 ikx
d. Montrer que, uniformément en k € Z, la suite de terme generalﬂ f_ﬂ SNT3 ( Sn(E) ) e~ »de_ﬁf_ﬂ e ( s ) o—ike

tend vers

~ +
tduire - — l¢]
lorsque N — 4o00. En déduire : V€ € R, f(§) =7 (1 - 7)
Exercice 445 [X PC 2025 # 446] Soit n € N*. Soit A € M,,(R).
1. Justifier Pexistence de exp(A) = Z::é Ak—f Ind. Montrer l’existence d’une norme || ||

sur M, (K) pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que YA, B € M,,(R), ||[AB| < ¢[|A||||B||-
1. Soit M : R — M, (R),t — exp(tA). Montrer que M est de classe C! sur R et calculer
M’(t) pour tout ¢ € R.
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1. Soit p € N*. Soient u : R — RP? continue et B € M,, ,(R). Trouver toutes les fonctions X : R — R™ dérivables telles que
Vt € R, X'(t) = AX(t) + Bu(t).

2. Existe-t-il P € R[X] telle que exp(A) = P(A)?
Exercice 446 [X PC 2025 # 447] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient A € ST (R) et b € R™. On pose :
Vo € R, J(z) = +(Az, z) (b, x).

1. Montrer que J est strictement convexe : Vo # y € R*, VA € ]0,1[, J(Az + (1 — N)y) < AJ(z) + (1 — X)J (y).

2. Montrer que lim 400 J(2) = +00.

3. Montrer que J atteint son minimum en 'unique point x vérifiant Azy = b.
Exercice 447 [X PC 2025 # 448] Soit n > 2. On pose ¥ = {(a1,...,a,) €R™; Y. ja; =0et Y1, a? = 1}.Maximiser S, =
aiag + asaz + - - - + ap_1a, + anaq lorsque (aq, ..., a,) décrit .

3) Probabilités

Exercice 448 [X PC 2025 # 449] Soit A > 0. Pour n € N*, soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, A/n). Soit Y

une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A. Montrer que, pour tout k € N, P(X,, = k) —+> P(X =k).
n—-+00

Exercice 449 [X PC 2025 # 450] Soit (a,, )nen+ une suite croissante d’entiers naturels non nuls. On tire des dés équilibrés, le n-iéme dé
admettant a,, faces numérotées de 1 a a,,. On effectue les tirages tant que la suite des résultats est croissante. On note p la probabilité
de faire une infinité de tirages. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,,)nen+ pour que p soit non nul.

Exercice 450 [X PC 2025 # 451] On définit pour
A e M,(R)

A_ +o00 Ak
2 €= 2 k=0 &

1. Montrer que e est bien défini.

Ind. On pourra montrer qu’il existe une norme || - || et une constante C > 0 telles que, pour tout A, B € M,,(R), ||AB|| < C||A]|||B||.
On note

0 1 1 0
,K—<1 O)etH—(O 1).

1. Calculer, pour s,t € R, f(s,t) = Tr(Re!(sf+yH)),

1
:—I
R 512

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans un sous-ensemble fini de R2. On note g(s,t) = E(e!X+Y)),
c. Montrer que

m m
VS1,.vySmy t1y-v-stm €R, Zzg(sk—w,tk—w) >0
k=1+¢=1

0

1. Onprend s3 = s3 =t = t3 = %’T et to = s1 = 0. Montrer que f ne vérifie pas ().
2. Soient H € S,(R),R € S;(R) tel que TrR = 1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire réelle X telle que Vs €
R, Tr(Re™ ) = BE(e!sX)
Exercice 451 [X PC 2025 # 452] Pour n € N*, soit S,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale 5(n, p).
1. Soient n € N* et s > 0. Calculer E(e*7).
2. Montrer que, pour tout réel a,

P (% 20) <o (“nswp s -G+ (1))

n 5>0

c. Montrer qu’il existe une fonction H € C°(R™* R™*) ne dépendant pas de n telle que

S

Pn _p’ > 5) < exp(—nH(e))

Ve > 0, P(
n

Exercice 452 [X PC 2025 # 453] Une suite (Y,,) de variables aléatoires a valeurs dans N est dite transiente si, pour toute partie
bornée A de N,ona ) .\ P(Y, € A) < +00.Soient o > 0 et (X},),,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que,
pour tout ¢ € N* on ait X; ~ P (%) On pose Y,, = X7 + - -+ + X,,. Montrer que (Y,,) est transiente.

Exercice 453 [X PC 2025 # 454] Une suite (S,,) de variables aléatoires a valeurs dans N est dite transiente si, pour toute partie
bornée AdeN,ona}, \P(S, € A) < +o0.Soit (X,)n>1 une suite i.i.d. de variables

aléatoires telle que P(X; = 1) = pet P(X; = —1) = 1 — p, avec p €0, 1[. On pose S,, = X1 + -+ + X,,. Montrer que (5S,,) est
transiente si et seulement si p # 1/2.
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Exercice 454 [X PC 2025 # 455] Soit (X})r>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que P(Xj = 1) = pet

P(Xk:—].):].—p
.Onpose S, =>;_; Xp, T =inf{n e N*, S, =1} et f,, = P(T = n).

1. Montrer que f1 =petqueVn > 2, f, = (1 —p) >} fr—1Sfn—k-

2. Onpose F : © — E (2717 o). Montrer que F(z) = pz + (1 — p)F(z)%x.
Exercice 455 [X PC 2025 # 456] On considére un marcheur qui peut se situer sur n sites numérotés de 1 a n. A chaque étape, il a une
probabilité p; ; de sauter du site numéro 7 au site numéro j.
Pour k& € N, on note X}, la variable aléatoire donnant le site occupé par le marcheur a I’étape £ et 1, ; = P (le marcheur esten i a
I’étape k). L’application uy, : @ € [1,n] — pg,; estlaloi de X.

1. Donner les lois de X et X5 et fonction de uq et des p; ;.

2. Pour f: [1,n] = R, donner E(f(X)).
On pose, pour f € RIL™, application T(f) : [1,n] — R définie par : T(f)(i) = E(f(X1)) lorsque la suite (X,,) vérifie g = 1.
On dit que la marche aléatoire est déterministe si: Vi € [1,n], 3j; € [1,n], p;j;; = 1.

1. Interpréter cette derniére définition.

2. Montrer que la marche est déterministe si et seulement si : V(f, g) € (RI™)2, T(fg) = T(F)T(g).
Exercice 456 [X PC 2025 # 457] Soit n > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
Soit X = (X1,...,X,)T un vecteur aléatoire a valeurs dans R”. On suppose que X est a valeurs dans {Vi,...,V,,} avec, pour
kell,m],P(X =V;) =pr >0.

1. On dit que X est centrée lorsque E(X) = 0. Montrer que, si X est centrée, alors rg(V7, ..., V) < m.

2. On dit que X est centrée-réduite lorsque E(X) = 0 et que la matrice de covariance (Cov(X;, X;))1<i j<n est égale a I,.
Montrer que si X est centrée-réduite alors m > n.

3. On suppose que m = n + 1. Montrer que X est centrée-réduite si et seulement si, pour tous i # i (V;,V;) = —1 et pour tout i n
=1
tous ¢ # j, (Vi, V;) = —1 et, pour tout 4, p; = m
VII) De Christophe XENS

Exercice 457 [ENS 25, ULSR] Une randonneuse doit choisir un emplacement pour poser sa tente. Elle dispose de N emplacements
distincts numérotés, qu’elle parcourt a partir du premier. Elle ne peut pas revenir en arriére, et lorsqu’elle est au niveau d’'un em-
placement, elle peut le comparer aux emplacements qu’elle a déja vu. On suppose que tous les emplacements ont autant de chance
d’étre le meilleur. L’objectif est de s’arréter au niveau du meilleur emplacement. But de ’exercice : trouver une stratégie maximisant
les chances de réussite.

1. Traiter le cas N = 3.

2. (Question donnée aprés avoir fini Q1) On considére la stratégie suivante : la randonneuse parcourt les k premiers emplacements
sans s’arréter, et a partir du k + 1-iéme, elle s’arréte des qu’elle en trouve un meilleur que les précédents. Quel est le meilleur &
(asymptotiquement) ?

Exercice 458 [ENS 25, SR] Soit M = ( 4 C ) ou A e M,(C),B e M(C)etC € M,, ;(C). On écrit

0 B
M <* ‘I)A,B(C)>

e =
*

1. Rappeler la valeur de chacune des étoiles.
2. Montrer que ® 4 p est linéaire.
3. On suppose A, B diagonalisables. Montrer que ® 4 est diagonalisable.

Exercice 459 [ENS SR 25] Montrer le caractére C sur R? de la fonction définie par

x

R
etVz, f(z,z) = €”

Vo £y, fz,y) = -

Exercice 460 [X 2025] Soit @ > 0. On définit

+1
zo=1letVn € N, zp41 = an )z”

a(n+1

n
1. Montrer que Z Zi ~ QNZy.
i=0
1

n
T Z x;. On suppose que ax,, + (1 — )y, — x. Montrer que x,, — .
n

=0

2. Soit (x,,) € RN. Onnote 1, =
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Exercice 461 [ENS 2025, MPI] Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. Soit K une partie de £ non vide, bornée et dont
la frontiére est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide. Question supplémentaire : et si on remplace I'hypothése "préhilbertien”
par "normé"?

Exercice 462 [ENS 2025, MPI] Dans S, (R), on définit la relation d’ordre strict >: A > B <= A — B € S;/"(R). Montrer que
Iapplication A — A~! est décroissante sur S;" 7 (R).

Exercice 463 [X 2025] Soitd € N*. Onnote f: z — Z cx2", et on suppose que f est définie sur le complémentaire d’un
k<dkez
disque centré en 0. On suppose également que ¢y, ..., cq € Q et qu’il existe une infinité de z € Z tels que f(z) € Z.

1. Montrer que ¢y € Q.
2. Montrer que Vk < 0, ¢, = 0.
3. Autres questions non abordées.
Exercice 464 [X 2025] Quels sont les entiers n € N* tels que cos (27“) €Q?
Exercice 465 [ENS SR 2025] Soit n € N*. Onnote E = {A € S}/ (R),rg(4) = 1}.
1. Montrer que A € E <= 3U € R*\ {0}, A =UU".
2. Soit a € CY (R*, E). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
« Ju e C°(RT,R"\ {0}),Vz > 0,a(z) = u(z)u(x)”
« 32 € CY(RT,R"\ {0}),Vx > 0, z(z)Ta(z)z(x) >0
3. On suppose vraies les propriéts de la question 2. Soient b < ¢ dans R et 4, j € [1, n]. On suppose que a; ;(z) > Oeta; ;(z) > 0
pour tout x € [b, ¢]. Montrer que

Vx € [b,c], 2(z)Ta(z)z(z) > 0
3z € CO([b,d],R"\ {0}),{ 2(b) =e;
z(c) = *e;
Exercice 466 On note A = {(a,) € RN,Vn € N, na, 41 = (n+ 1)a, }.
1. Etudier A.
2. Trouver les solutions sur |—1,1[de  (H): z(z — 1)y" + 32y +y =0

Exercice 467 [ENS 2025] Soient @ € N*, ppremier impair. On dit qu'une partie D C Z/p“Z est f génératrice pour f: Z/p“Zx
Z/p*Z — Z/p“Z si

Yy e Z/p*Z,3In>2,3dy,...,dp, € D,y : f(f (... [f(d1,ds),d3)...,dy)

1. Avec f : (z,y) — = — y, dénombrer les parties D C Z/p*Z qui sont f-génératrices et de cardinal minimal.
2. Avec f : (x,y) — xy, montrer qu’il n’existe aucune partie f-génératrice de cardinal 1.

3. Avec f : (x,y) — xy, montrer qu’il existe au moins une partie f-génératrice de cardinal 2. On admettra que le groupe des
inversibles de Z/p®Z est cyclique.

Exercice 468 [ENS25, SR] Pour f,g € E = C°([-1,1],R), onnote (f | g) = fil fg.

Pour tout entier naturel n, on pose L, = (X — 1) et P, = o L%n).
1. Rappeler pourquoi (.|.) est un produit scalaire.
2. Montrer que pour tout n, P, est un polyndme de degré n. Montrer que les P; sont deux a deux orthogonaux.

3. Montrer que P, est scindé simple a racines dans | — 1, 1].
4. Ecrire P, sous la forme > ;_, a(X — 1)"~%(X + 1). Montrer que (X — 1)"P (%) est un polyndéme.
5. Etudier la rationnalité des racines de P,

Exercice 469 [X 2025] Soit ) (a,2") une série entiére de rayon R > 0 et de somme f. Soeint p € N* et M € M, (C) telle que
VA € Sp(M),|\| < R.

1. Montrer que > (a, M™) converge.

2. Peut-on trouver une suite (a,,) telle que le résultat soit vrai pour toute matrice M € M,,(C) telle que VA € Sp(M), || < R.
Exercice 470 [X 2025] On note B,,(R) I'ensemble des matrices M € O, (R) telles que det(M) = 1 et —1 ¢ Sp(M ). On note

T: M~ (I, — M) (I, + M)!

1. Montrer que T est bien définie sur 4, (R) et que T' (A, (R)) C B,(R).
2. Montrer que T'(B,(R)) C A, (R).

0 — tan(f)
tan(6) 0
Exercice 471 [ENS 2025] On dit qu'une matrice est de Bordaud si ses coefficients diagonaux sont exactement ses valeurs propres
comptées avec multiplicité.

3. On prend n = 2. Soit M = < ) avec |0| < 5. Que dire de T'(M) et T?(M)?
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1. Montrer que A est semblable a une matrice de Bordaud si et seulement si A est trigonalisable dans R.
2. Existe-t-il une matrice symétrique dans C, non diagonalisable, qui est de Bordaud ?
3. Caractériser les matrices A qui sont normales, i.e. AT A = AAT, et de Bordaud.
Exercice 472 [ENS 2025] 1. Soitn € N. Soient A, B diagonalisables qui commutent. Montrer que A et B sont codiagonalisables.
2. Soit @ : S;TT(R) x O, (R) — GL,(R) telle que ®(H, Q) = H(Q. Montrer que ® est une bijection.
3. Montrer que ®~! est continue.

Exercice 473 [X 2025] Trouver deux dés non biaisés tels que la probabilité de la somme soit la méme que pour deux dés usuels. Les
valeurs des faces sont des entiers naturels, pas forcément distincts et les dés peuvent étre différents.

Exercice 474 Ci-dessous, version alternative du méme exercice Soient f, g: R — R deux fonctions telles que :
o Tlexiste o, 5 > Otelsque o+ 3 > 1;
- llexiste A, B > Otelsque: Vz,y €R, |[f(z)— f(y)| < Alz—y|*, |9(x) —g(y)| < Blz —y|”.

Soit S = {xg,x1,...,xn} avec xg < 1 < -+ < Tp,a = Zg, b = x,,. On définit :

n—1

Is(f,9) = Z [ (@) (g (zit1) — g (1))
=0

1. Montrer que:$ |Js(f,g) — f(a)(g(b) — g(a))| < A BJ2(b-a)|**? {(a+3)$, oui ¢ désigne la fonction zéta de Riemann.

2. Montrer qu’il existe une unique valeur I € R telle que :

Ve > 0,30 >0, si max |x,41 — x| <6 =|Js(f,9) —I| <¢e
0<i<n
Exercice 475 Soient f et g deux fonctions définies sur R vérifiant :

Va,y € [a,b], [f(x) — f(y)| < Alz —y|*
lg(z) = g(y)| < Blz —y|?

Soient a < b et S = () une subdivision de [a, b] de cardinal n. On note :

Js(F,9) = 3 1 (o0) (g (zn) — g (24)
k=0

Montrer qu’il existe un indice 7 entre 1 et n — 1 tel que ;41 — z;—1 < %.

Soit un tel ¢, et S = S\ {;}. Exprimer simplement puis majorer |Js(f,g) — Js/ ([, 9)|-

Montrer que $ | Js(f,9) — f(a)(g(b) — g(a))| < AB(2(b-a)**” ((a+B)$.
Montrer qu’il existe un réel I tel que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute subdivision S de [a, b] de pas inférieur

ad,

Ll O e

|JS(f7g) _I| <e
Exercice 476 [X 2025] Soit ¢ : R[X] — R[X] une application linéaire.

+oo
1. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (g, ),,~ tels que pour tout P € R[X], onait: ¢(P)= Z gn - P™.
n=0

X
2. Déterminer les polyndmes g,, dans le cas particulier ot (P)(X) = / P(t)dt.
0

Exercice 477 [X 2025] On pose uy = % et Vn, uy = tp—1(1 — tup—1).
1. Etudier la limite de (uy,).
2. Montrer que u,, ~ %
3. Montrer que i —n ~ In(n).
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