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I) ENS MP XENS
1) Algebre
Exercice 1 [ENS L 2025 # 1] Soit n € N*. Un chemin auto-évitant de longueur n de Z? est une suite injective de points aq, . . ., a,, de

Z? telle que ag = (0,0) et, pour tout 4, ||a;4+1a;|| = 1 pour la norme euclidienne canonique de R?. On note A,, le nombre de chemins

auto-évitants de longueur n.

1. Montrer que, pour tous m,n € N*, A1, < A Ap.

2. Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour n assez grand, (24 ¢)" < A, < (3—¢)™.

3. Montrer que (C/TH) converge.
Exercice 2 [ENS SR 2025 # 2] Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour x,y,s,t € S, la conditionz +y = s + ¢
implique que {z,y} = {s,t}.

1. Les ensembles {1, 3,6} et {1, 3,6, 10,15} sont-ils directs?
Trouvez un ensemble infini direct.

Montrer qu’il existe B > 0 telle que pour tout n € N*, pour tout ensemble direct .S inclus dans [0, n], on ait |S| < Bnl/2,

Ll

Montrer qu'il existe A > 0 telle que pour tout n € N* il existe un ensemble direct S inclus dans [0, n] tel que An'/3 < |S|.
Indication : On pourra rajouter des éléments un a un a un ensemble de [0, n].
5. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S + .5 = N?
6. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S+S?
7. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que S+ 5 = Z?
Exercice 3 [ENS L 2025 # 3] Soit (u,,) définie par ug = 4, u1 = ug = 0, us = 3 et Vn € N, 14 = Uy, + Upy1. Montrer que, pour
tout nombre premier p, p divise u,.
Exercice 4 [ENS SR 2025 # 4] On considére la suite (F},),>0 définie par Fy = 0, F} = 1 et F, 9 = F,,41 + F,, pour tout n > 0.
1. Exprimer F,, en fonction de n.
2. Montrer que Fp,y, = F,Fy11 + F,_1 F, pour tout (p,q) € N* x N.
3. Calculer F;,, A F), pour tous m,n > 0.
Exercice 5 [ENS L 2025 # 5] On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d,, = O(n®) pour tout € > 0.
Exercice 6 [ENS PLSR 2025 # 6] 1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3 [4].
2. Soient p un nombre premier et n > 2. Soit k = %. a) Montrer que k = 1[p|. b) Soit d € N*. Montrer que si d divise k alors
d = 1[p].
3. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.
Exercice 7 [ENS SR 2025 # 7] 1. Quels sont les éléments inversibles de Z/nZ?
2. Soit n > 3. On considére sa décomposition en facteurs premiers : n = p{* ... p%" ot les p; sont premiers distincts et supérieurs
a 3, les o; dans N*.
On admet que, pour tout 4, (Z/pf*Z)* est cyclique.
Montrer que la proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)* est supérieure ou égale a 1 — %
3. Déterminer le nombre de solutions de 2% = 1 dans Z/nZ.
4. Caractériser les éléments x € (Z/nZ)* d’ordre r = 2/ pair tel que 2 # —1.
Exercice 8 [ENS PLSR 2025 # 8] Soient p un nombre premier impair, « € N*, ¢ = p® et f : (Z/qZ)? — Z/qZ une fonction. Une
partie D de Z/qZ est dite f-génératrice si:Vy € Z/qZ,In > 2,3dy,...,d, € D,y = f(... f(f(d1,d2),d3),...dy).
1. On considere le cas ot f : (x,y) — = — y. Déterminer les parties f-génératrices de cardinal minimal et calculer leur nombre.
2. E Dans la suite de I’exercice, on considére le cas ou f : (z,y) — xy.
3. Montrer qu’il n’existe pas de partie f-génératrice de cardinal 1.
4. On admet que le groupe (Z/qZ)* est cyclique. Montrer qu’il existe une partie f-génératrice de cardinal 2.
5. Caractériser les parties f-génératrices de cardinal 2.
Exercice 9 [ENS L 2025 # 9] Dénombrer les morphismes de (Z/4Z,+) dans le groupe des automorphismes de (Z/13Z, +).

Exercice 10 [ENS P 2025 # 10] Soit A un anneau tel que tout élément de a € A est nilpotent ou idempotent, c’est-a-dire tel que

CLQZCL.

1. Montrer que tout élément de A est idempotent.



2. Montrer que A est commutatif.
3. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n € N* tel que A soit isomorphe a (Z/2Z)".
Exercice 11 [ENS PLSR 2025 # 11] On note Z[iv/2] = {a + ibv/2; (a,b) € Z2}.
1. Rappeler la démonstration du fait que les idéaux de Z sont principaux.
2. Montrer que Z[i1/2] est un sous-anneau de C dont les idéaux sont principaux.
3. Déterminer les inversibles de Z[i\/2].
4. Trouver les (z,y) € Z? tels que 2% + 2 = y3.
Exercice 12 [ENS PLSR 2025 # 12] Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque n - = # 0 pour tout n € N* et
tout $x € A\ \0\$. Un ordre de groupe sur (A, +) est une relation d’ordre totale < sur 'ensemble A telle que V(z,y,2) € A3, z <
y=>r+z<y+z
1. Montrer que si (4, +) posséde un ordre de groupe alors il est sans torsion.
2. Montrer que (Z"™, +) posséde un ordre de groupe pour tout n € N*.
3. Soit n € N*. Montrer que tout sous-groupe de Z" est isomorphe & Z™ pour un m € [0, n].
Exercice 13 [ENS PLSR 2025 # 13] Soitr € N*, r > 2.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle (ax(n))x>o telle que n = 3.7 ax, - (n)r* avec,
Vk € N, agr(n) € [0, —1].
2. Montrer que (ag,-(1))n>1 est périodique et trouver sa période.
3. Montrer que (ag,(n"))n>1 est périodique a partir d’un certain rang.
Exercice 14 [ENS PLSR 2025 # 14] On pose S = {(z,y,2) € N3 : 2 <y < z,2% + y? + 2% = 3ayz}.
1. Déterminer les éléments de S vérifiant x = y ou y = 2.
2. Montrer qu’une infinité d’éléments de S vérifient x = 1.
3. Onpose [: (z,y,2) — (y,2,3yz —z) et g: (z,y,2) — (z,2,3zz — y).
Montrer S est 'ensemble des images de (1,1, 1) par toutes les composées de f et g.
Exercice 15 [ENS PLSR 2025 # 15] 1. Soit A un anneau commutatif. Rappeler la définition d’un idéal de A.
2. Unidéal I de A dit maximal si A est le seul idéal J de Atelque I C J C A.
Montrer qu’un idéal maximal de A ne contient pas d’élément inversible.
3. On pose U = F({0,1}, R). Donner les idéaux maximaux de U.
4. Onpose V = C°([0,1],R). Donner les idéaux maximaux de V.
Exercice 16 [ENS PLSR 2025 # 16] Soit A un anneau commutatif.
Pour n € N*, onnote 33,,(A) = {¢? + - + 2, (c1,...,¢,) € A"}

1. Montrer que X5(A) est stable par multiplication.
2. Est-ce que X5(A) est stable par multiplication quel que soit 'anneau A envisagé ?

3. On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est une puissance de 2. Soient ¢y, ..., ¢, dans A et
s = > p_, Ci. Montrer qu’il existe une matrice M € M,,(A) dont la premiére ligne est (c1 - --c,) et qui vérifie M M7 =
MTM = sI,.

4. En déduire que Yon (A) est stable par multiplication.

Exercice 17 [ENS SR 2025 # 17] Soit (A, 4, X) un anneau intégre (donc commutatif). On suppose que A est euclidien, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction ¢: A\ {0} — N vérifiant les deux conditions suivantes :

« V(a,b) € Ax (A\{0}),3(q,7) € A%, a =bg + 1 et (r = 0out(r) < t(b)).
« Y(a,b) € A\ (A\ {0})2 t(ab) > t(a).
« Montrer que Z et R[X] sont euclidiens, tout comme n’importe quel corps K.
« Montrer que tout idéal de A est principal.
« On suppose que ¢(14) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sont les v € A\ {0} tels que t(u)=0.
« E On suppose dans toute la suite de I’exercice que dans ’hypothese (i) il y a en plus unicité du couple (g,r) solution.
« Montrer que ¢(a + b) < max(t(a), (b)) quels que soienta € A\ {0} etb € A\ {0} tels que a + b # 0.
« Montrer que A* U {0} est un sous-corps de A.
« Montrer que A est un corps ou est isomorphe & K[ X] pour un corps K.
Exercice 18 [ENS PLSR 2025 # 18] Soit p un nombre premier. On note Z, I'ensemble des suites (z,,)»>1 telles que, pour tout n € N*,
x,, appartienne a 'anneau Z/p"Z et que z,, soit 'image de x,,,1 par I'unique morphisme d’anneaux de Z/p"*1Z dans Z/p"Z.
1. Montrer que I’addition et la multiplication coordonnée par coordonnée font de Z, un anneau contenant un sous-anneau iso-
morphe a Z.
2. Montrer que Z,, est intégre.
3. Déterminer les inversibles de Z,,.

4. Soit P € Z[X]. On suppose qu’il existe z € Z tel que p divise P(x) et que p ne divise pas P’(x). Montrer que P admet une
racine y dans Z,, telle que y; = = dans Z/pZ.



Exercice 19 [ENS P 2025 # 19] On considére P = X" — a1 X" ! + aa X" 2 + ... + (—1)"a,, € R[X], scindé sur R et de racines

ai n—1 2 _ 2n
n ’ < n ay n—192-

réelles x1, ..., x,. Montrer que, pour tout 1 < k < n,

Tk —
Exercice 20 [ENS 2025 # 20] Soient f, g € Q[X] tels que f(Q) = g(Q). Montrer que deg f = deg g.

Exercice 21 [ENS 2025 # 21] Soient n,m € N* avec m < n. Soit P, ,, I'ensemble des polynémes complexes de degré n dont 0 est
racine d’ordre m et dont les autres racines sont de module > 1. Déterminer inf{|z| ; z € C*, 3P € P, ,,, P'(z) = 0}.

Exercice 22 [ENS SR 2025 # 22] Soit I = {P € C[X]| : ¥n € Z, P(n) € Z}. On pose Hy = 1 et, pour n € N* H,, =
A Xt D) pour P e C[X], onpose A(P) = P(X + 1) — P(X) et D,,(P) = A™(P)(0).

Montrer que (H,,),>0 est une base de C[X].

Montrer que, pour tout n, H,, € I.

sV2 Montrer que, pour tout n € N*, A(H,,) = H,,_1.

sV2 Montrer que I C Q[X].

Montrer que I = {}_" ja;H; ; n € N, (ag,...,a,) € Z"}.

Soient Py, P, € I tels que, pour tout n € Z, P;(n) soit premier avec P2(n). Montrer qu’il existe Uy, Uz € I tels que U1 P +
Us Py = 1.

A o
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1. Montrer que Cy est un sous-groupe infini de GLy(Z).

2. Montrer que Cgy = Z[H]| N GLo(Z), ou Z[H] = {aI + yH, (z,y) € Z*}.

3. Montrer que Cy est isomorphe & (Z/2Z) x Z et en donner un systéme de générateurs.
Exercice 24 [ENS L 2025 # 24] Soient A et B dans M,,(R) telles que AB = BA. Soit k € N*. Déterminer le signe de det(A* + B¥).
Exercice 25 [ENS SR 2025 # 25] Soient f € C®°(R,R**) et zq,...,7,_1 des réels > 0. On souhaite montrer que :

Exercice 23 [ENS PLSR 2025 # 23] Soit H = ( ) Onnote Cy = {M € GLy(Z), MH = HM}.

det (G5 (@) = f@pBee @ T -,
£ 0<i,j<n 0<ici
I t<g<n
1. a) Soit (p;)o<j<n une famille de polynoémes de R[X] telle que, pour tout j, p; est de degré j et de coefficient dominant d;.
Montrer que det(p;(x;))o<i,j<n = do X -+ X dp—1 [[(zj — ;).
b) Montrer que, pour tout 2 € R et tout j € N, il existe p; € R[X]| de degré j et de coefficient dominant f'(z)7 tel que :
Vz €R, L5 (f(2)?) = f(2)*7p,(2).
c) Démontrer le résultat annoncé. Que dire dans des cas particuliers ?
2. Soit f 1 x — Z:ico an,x" la somme d’une série entiére de rayon de convergence non nul.
Pour tous i, j € N*, on note ¢; ; le coefficient en 7 de f?. Calculer det((c; j)1<i j<n)-
Exercice 26 [ENS L 2025 # 26] Soit A € GL3(R). Montrer que A est semblable & A~ si et seulement s’il existe B, C' € M3(R) telles
que A= BC,B%*=(C? =I.
Exercice 27 [ENS P 2025 # 27] Soit n > 2. On note R,, I'ensemble des matrices M de GL,,(C) telles que M M appartient a C* [,,.
On définit une relation d’équivalence ~ sur M,,(C) en posant A ~ B s’il existe M € GL,(C) et A\ € C* tels que A = A\MBM .

Justifier que ~ induit une relation d’équivalence sur R,,. Déterminer les classes d’équivalence sur R,,.

Indication : Considérer f: X > AX.

Exercice 28 [ENS P 2025 # 28] On note GG,, I'ensemble des sous-espaces vectoriels de R™. Soit ¢ : G;, — R une application telle que
YV,W € G, DVNW) 4+ O(V+W) < (V) + &(W) et D({0}) > 0. Montrer qu’il existe un unique V € G,, de dimension

maximale tel que inf o) _ 2(Vo)
X qu VEG\{(0)} dimV dim V)

Exercice 29 [ENS PLSR 2025 # 29] Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et H un groupe fini.

1. Montrer que 'ensemble F des morphismes de groupes de G vers H est fini.
2. Soit 1) un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que Ker(¢)) C (. Ker(i).
3. sOnpose G = {M € Ms(Z),det(M) =1}.

a) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

, (11 (10 (0 1
b) MontrerqueGestengendreparS—(0 1),T—(1 1) etU—(1 0).

c) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.

Exercice 30 [ENS PLSR 2025 # 30] Soit A € M(Z) telle que det(A) = 1ettr(A) =~ > 2.Pourk € Zet U € My 1(Z), on pose
Ak U
wor- (4 0).
1. Montrer que I'ensemble G4 = {(k,U);k € Z,U € M3 1(Z)} est un groupe pour la loi de multiplication matricielle. Est-il
abélien?
t0
ot
0

@

2. Montrer l'existence d’un morphisme injectif de groupes de G 4 dans le groupe S = , (t,z,y) €R3

o O
—e 8



3. Soit D 4 le sous-groupe de G4 engendré par les éléments ghg~1h~! ot (g, h) € G4. Montrer que D4 = {(0, (I — A)U),U €

Mz,1(2)}-
Exercice 31 [ENS L 2025 # 31] 1. Soient r € N* et (Fi,...,F,) € C(X)". On pose M, = (Fj(i*l))lgi,jgr € M, (C(X)).
Montrer que la famille (F1, ..., F}) est liée si et seulement si la matrice M, n’est pas inversible.

2. Soient n € N* et A = (A; j)1<ij<n € Mu(C(X)).Pour p € N, on note AP = (Agf})) la matrice des dérivées p-éme des
coefficients de A.
Montrer que les matrices A®) pour p € N commutent deux a deux si et seulement s’il existe r € N*, (F}, ..., F,) € (C(X))"
et des matrices C1, ..., C, € M,,(C) commutant deux & deux telles que A = F;Cy + --- + F,.C,.

Exercice 32 [ENS SR 2025 # 32] Soit S = (J;n41—;) € My (R).

1. Justifier la diagonalisabilité de S et donner ses valeurs propres.

2. Donner une base orthonormale de vecteurs propres de S.

3. Caractériser les sous-espaces de R™ stables par S.

Exercice 33 [ENS SR 2025 # 33] 1. Soit M € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N € M,,(C) est
suffisamment proche de M, alors N admet n valeurs propres distinctes.

1

2. Soient A = (8 0 et B € My(C). A quelle condition la matrice A + B admet-elle deux valeurs propres distinctes pour tout

€ > 0 assez petit?
3. Méme question en demandant que A + £B soit diagonalisable pour tout € > 0 assez petit.

Exercice 34 [ENS L 2025 # 34] Soient K un corps et A € My (K). On suppose que x 4 est irréductible et qu’il existe B € GLo(K)
telle que B! AB commute avec A, mais que B ne commute pas avec A. Montrer que B? est scalaire.

Exercice 35 [ENS L 2025 # 35] Soient A, B dans M,,(C) telles que rg(AB — BA) = 1. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
Exercice 36 [ENS PLSR 2025 # 36] Soient A, B € M3(R) telles que rg(A) =rg(B) =1letIm A =Im B.

0 0

2. Pour P,Q € GL2(R),onpose Up g : M — PMQ.Onposer: M+ MT.Soit U € L(M3(R)) qui conserve le rang. Montrer
qu’il existe P, € GLy(R) tellesque ¥V = Upgou¥ =Upgor.

1. Montrer qu’il existe P, @ € GL2(R) telles que A = P (1 O) QetB=P (a ﬂ) Q.

Exercice 37 [ENS PLSR 2025 # 37] THEOREME DE SIMILITUDE DE RoTH Soient n,k € N*, M = (61 g avec A € M, (C),

B € My(C),C € M,, 1(C). Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables et il existe X € M,, ;(C)
telle que C = AX — XB.
Exercice 38 [ENS PLSR 2025 # 38] Soit K un sous-corps de C. On dit qu'une matrice M = (m; ;)1<i j<n de M, (K) est de Bourdaud
si XM = H(X — mm-).

1. Montrer qu’une matrice de M,,(K) est semblable sur K & une matrice de Bourdaud si et seulement si elle est trigonalisable sur

K.

2. Montrer qu’une matrice de S,,(R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

3. Est-il vrai que toute matrice de Bourdaud de M,,(C) est diagonalisable ?

4. On dit que A est normale si AT A = AAT. Déterminer les matrices réelles normales et de Bourdaud.

A C) avec A € M,(R), B € My(R), C € M, ,(R). On pose

Exercice 39 [ENS SR 2025 # 39] Soient n,k € N*, M = (O B

eM — My ¢a,8(0)
M, Ms )

Déterminer My, My, Ms.

Montrer que @ 4 p est linéaire.

Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors ¢ 4, g I'est aussi, et préciser son spectre.

x

Soit f : R? = R telle que f(x,y) = &< six # y, et f(z, ) = e*. Montrer que fest de classe C.

zy
On suppose que ¢ 4 p est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont distinctes. Montrer que A et B sont diagonali-
sables.
Exercice 40 [ENS SR 2025 # 40] Si A, B € M, (C), onpose [A, B] = AB — BA. Soit A = {M € M5(C),tr(M) = 0}.
1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M (C) stable par [,].
2. Calculerles [A, B] pourles A, B € {X,Y,H} ou X = (8 (1)) Y = <(1) 8) et H = ((1) 01>.

3. Soit p : A — M,,(C) linéaire telle que, pour tous A, B € A, p([A, B]) = [p(A), p(B)]. Montrer que p(H) admet une valeur
propre .

Montrer que p(X)(Ey(p(H))) C Ker(p(H) — (o + 2)1,).
Montrer que p(Y') (Eo(p(H))) C Ker (p(H)(02)1,,).

4. On suppose que, si V' est un sous-espace de C" stable par tous les p(A), pour A € A, alors V = C" ou V = {0}. Déterminer
les p possibles.

MBS e



Exercice 41 [ENS U 2025 # 41] Soient k un corps de caractéristique nulle, E' un k-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
On écrit m, = [[; P,"*, le polyndme minimal de u, ot les P; sont irréductibles distincts et les n; dans N*. On pose f = P; X --- X P,.
On définit une suite en posant uy = u et, pour n € N, Uy 41 = up, — f(un)f (un) L.

1. Montrer que (u,,) est bien définie.

2. Montrer que (uy,) est stationnaire de valeur ultime d € £(F) ou d est un polyndme en u, u — d est nilpotent et d est annulé par

f

Exercice 42 [ENS L 2025 # 42] Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GL2(C) tel que Vect(G) = M2 (C). Si Gy
et G5 conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?

Exercice 43 [ENS L 2025 # 43] On dit que la propriété MT'(n,K) est vraie si, pour tout couple (A, B) de matrices de M,,(K) telles
que, pour tout A € K, A + AB soit diagonalisable, A et B commutent.

Montrer que, si A et B sont dans M, (K), diagonalisables et commutent, alors, pour tout A € K, A + \B est diagonalisable.
On suppose que n > 2. La propriété M T (n,R) est-elle vraie ?

Montrer que MT(2,C) est vraie.

On suppose que n > 2. La propriété MT'(n, Fy) est-elle vraie ?

M e

Soit p > 3 un nombre premier. La propriété MT'(2,F,) est-elle vraie?

Exercice 44 [ENS L 2025 # 44] Quelle est 'image de I'application f : M € My(C) — Z::é (é;i)ln), M2t

Exercice 45 [ENS SR 2025 # 45] 1. Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA. Justifier que e85 = e4eB,

2. Soient A € M,,(C) et P € GL,(C). Montrer que ¢?AP™" = peAp—1,

3. Pour A € M,,(C) convenable, on pose log A = >, (_1,);71 (AIL,)*. Pour quelles matrices log A est-il défini? Montrer les

égalités exp(log A) = A et log(exp A) = A. Pour chaque égalité, déterminer les matrices A qui la satisfont.

k
4. Montrer que, si A, B € M,(C), (e%e%) — eAtB

k—+oco
Exercice 46 [ENS PLSR 2025 # 46] Soient (ay,)n>0 € CNet f: 2 — ZI:()) a, 2™ de rayon de convergence égal a +oc.
1. Pour M € M,,(C), justifier la définition de f*(M) = IZOB apMPF.
2. Montrer que f* est continue.
3. On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de 'ensemble des matrices diagonalisables sur lui-méme.

4. On suppose que, pour tout A € C, il existe z € C tel que f(z) = A et f/(z) # 0. Montrer que f* est une surjection de M,,(C)
sur lui-méme.

Exercice 47 [ENS L 2025 # 47] Soit d € N*. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Déterminer les n € N* pour

lesquels il existe un ensemble F,, C R? de cardinal n tel que, pour toute partie G' de F},, il existe w € R?\ {0} et b € R tels que

G={zeF,, (w,z)+b>0}

0 —w
0

Montrer qu’il existe w1, ..., w, € Ret P € O, (R) tel que, pour tout t € R,

Exercice 48 [ENS P 2025 # 48] Pour w € R, on pose R(w) = ) Soit ¢ : R = O,,(R) un morphisme de groupes continu.

etR(w1) e 0
ot)=P 0 Pt
: et g
0 . 0 I_o,

Exercice 49 [ENS L 2025 # 49] Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs d’un espace euclidien. Montrer que v o u est
diagonalisable.

Exercice 50 [ENS P 2025 # 50] Déterminer 'ensemble des symétries linéaires sur S, (R) qui fixent un hyperplan et stabilisent
I'ensemble S;F*(R).

Exercice 51 [ENS P 2025 # 51] Soit H = (H; j)1<ij<n € S;7T(R). On suppose que, pour tous i # j, H; ; < 0.Si (i, 7) € [1,n]°, on
dit que i et j sont connectés s’il existe m € N*, k1,..., kp, € [1,n] telsque ky = i, k,, = jet,pourtout £ € [1,m — 1], Hy, x,,, # 0.
Montrer que ¢ et j sont connectés si et seulement si H;jl > 0,ou H ifjl est le coefficient d’indice (i,j) de H .

Exercice 52 [ENS PLSR 2025 # 52] On considére n € N* et (A, B) € A,(R)% On pose C = AB et on s’intéresse aux valeurs
propres réelles de C'.

1. Donner un exemple de n, A et B tels que x¢ n’admette aucune racine réelle.

2. On suppose A inversible. On note ¢ : (C2")? — C définie par p(X,Y) = XT A~1Y. Montrer que les sous-espaces caractéris-
tiques F\(C') de C sont deux a deux g-orthogonaux, i.e. pour tous A et p distincts dans Sp(C), V(X,Y) € Fi\(C) x F,(C),
(X, Y)=0.

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 53 [ENS PLSR 2025 # 53] On munit R? de sa structure canonique d’espace euclidien orienté, et on note B sa base canonique.



1. Montrer que, pour tout u € R3, il existe un unique endomorphisme z,, de R3 tel que V(z,y) € (R3)?, detg (u, z,y) = (zu(z), y),
et montrer qu’alors z,, = —z,,.

2. Soient u € R® unitaire et # € R. On munit le plan {u}* de l'orientation dont les bases directes sont les bases (x,y) de {u}*
telles que (x,y,u) soit une base directe de R®. On note 7, ¢ la rotation de R? fixant u et induisant sur {u}* la rotation d’angle de
mesure §. On note enfin p,, la projection orthogonale sur Ru. Exprimer tr(r, ¢) en fonction de 6, et montrer que r,, g = (cos ).
id +(1 — cos0). p, + (sin ). z,,.

3. Soient u,v des vecteurs unitaires de R*. On pose 7 = arccos ((u,v)). Soit (p,1) € R?. Justifier que 7, o 7, 4 est une ro-
tation, et montrer qu’elle s’écrit 7, 9 pour un vecteur unitaire w et un réel 6 vérifiant | cos(6/2)| = |cos(p/2) cos(¢/2) —
cos(7) sin(p/2) sin(y/2)].

Exercice 54 [ENS PLSR 2025 # 54] 1. Soient A, B € M, (R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer qu’il existe P €
GL,(R) telle que PAP~! et PBP~! soient diagonales.

2. Montrer que I'application ® : (S, 0) € S,/ T(R) x O, (R) — SO € GL,,(R) est bien définie et bijective, et que ®~! est continue.

3. Soit M € GL,(R). Montrer qu’il existe une unique suite de matrices (My)ien telle que My = M et Vk € N, My =
M (I, + (M My)™1), et étudier sa convergence.

Exercice 55 [ENS PLSR 2025 # 55] On pose V' = {1,2,...,n} et ' = P3(V) I'ensemble des paires de V. Soient £ C F et
n, ={j €V, {i,j} € E}| pouri € V. On définit la matrice L = (¢; ;) € M,,(R) par ¢; ; = n; sii=j-1si{i,j} € E et 0 sinon. On
note A\; < -+ < A\, les valeurs propres (avec multiplicité) de L.

1. Montrer que A\; = 0.

. T
2. Montrer que A2 = miny¢cy(1,....1)} 4\ {0} %

3. Pour S C V, onnote 0S = {{i,j}, {i,j} € Faveci € Setj ¢ S}.

[05]

Montrer que Az <min gcvy KR

2
0<|S|<2
Exercice 56 [ENS P 2025 # 56] Pour A,B € S,(R) onnote A > B lorsque A — B € S (R).Si A € ST (R), on écrit A =
PDiag(A1,...,\)P tavec P € O,(R) etles \; > 0, et on pose, pour 7 € R, A” = PDiag(\},...,\")P~!; cette définition ne
dépend pas de I’écriture de A sous la forme précédente.

1. Montrer que M — M ~! est décroissante sur S; T (R).
2. Est-ce que M ~— M? est croissante sur S, +(R)?
3. Montrer que M +— M?" est convexe sur S;" T (R) lorsque € [—1,0]. Ceci signifie que, pour tous 4, B € S;/*(R) et tout
tel0,1, A+ (1 —1t)B)" <tA"+ (1 —1t)B".
Exercice 57 [ENS PLSR 2025 # 57] On dit d’'une norme N sur M4(R) qu’elle est invariante orthogonalement lorsque VM €
Ma(R),V(P,Q) € O4(R)> , N (M) = N(PMQ).
1. Donner un exemple d’une telle norme.
2. Soit A € My4(R), montrer qu’il existe (P, Q) € O4(R)? tel que A = PDQ ou D = Diag(oy,...,0.,0,...,0) avec Vi €
[1,r],0: > 0.
3. On se donne une norme N invariante orthogonalement sur M4(R). On note T'(A) = sup{||AX]||, | X|| = 1} ou || - || désigne
la norme euclidienne canonique. Montrer qu’il existe o > 0 tel que VA € M4(R),rg(A) =1 = T(A) = aN(A).

Exercice 58 [ENS SR 2025 # 58] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opérateur qui lui est
subordonnée.

1. Soit A € S,.(R).
+ Que dire des valeurs propres et des espaces propres de A?

On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

« Soient z € R™ \ {0}, o € Ret y = Azax. Montrer que min;;<, |A;a| < ‘”L”

B3N

1. Soient A € M,,(R) diagonalisable, P € GL,,(R) telle que P~' AP soit diagonale, A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de
A. Soient enfin B € M,,(R) et « une valeur propre de A + B. Montrer que mini<;<, |\it| < ||P|[op||P ™ opl| Bllop-

Exercice 59 [ENS N1 2025 # 59] Soient S € S;F " (R) et A € A, (R). Montrer que SA est diagonalisable sur C.
Exercice 60 [ENS P 2025 # 60] Soit n € N*. On appelle forme quadratique sur R™ toute application g : R™ — R telle qu’il existe
(@i j)1<ij<n € My (R) telle que ¢(x) = Zlgi,jgn a; jTiT; pour tout x = Zlgi,jgn a; ;2% (T1,...,%,) € R™. Soit G un sous-
groupe fini de GL,, (R) tels que {0} et R™ sont les seuls sous-espaces de R™ stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes
quadratiques invariantes par G constituent une droite vectorielle.
Exercice 61 [ENS SR 2025 # 61] Soit n > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit H € S,,(R). On pose Vg :
(r,y) € R")2 2T HyetQy : 2 € R" — 2T Hu.

1. Soit H € S,,(R). Exprimer la norme d’opérateur de H al’aide de Q.

2. Soient m,n € N*. On munit R™ et R™ de leur structure euclidienne canonique. Si A € M,, ,(R), comment déterminer la

norme d’opérateur de A pour ces normes?

3. Soient .J, K deux ensembles finis non vides, (a;;)(jmesxx € (RT)7*%. On suppose qu’il existe Cy et Cs tels que : Vj €
J’ZkeK aj k < CietVk e K, ZjEJ aj k < C5.0n



ordonne J et K et on note A la matrice des a; . Montrer que ||A||o, < v/C1Co.
1. Pour n € N*, J = K = [1, n], on pose, pour 1 < j k < n, a}fk = ﬁ sij # k, et a;{k = 0 sinon. On note enfin

Am = (a?k> € M, (R). Déterminer la limite de (|| A™||op)n>1-
M1 k<n =

Exercice 62 [ENS PLSR 2025 # 62] L’espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique et M,,(R) de la norme subordonnée
notée ||||op- Si M € GL, (R), on définit le conditionnement de M comme le réel cond (M) = || M||op||M ~*|[op-
1. Calculer cond(M) dans le cas ou M est symétrique définie positive.
2. Montrer que, pour toute matrice M € GL,(R), cond(M) > 1 et cond(MT) = cond(M).
3. Que dire des matrices M € GL,,(R) telles que cond(M) =17
4. Pour A et B dans S;It, montrer que Cond(A + B) < maxz(Cond(A), Cond(B)).
Exercice 63 [ENS SR 2025 # 63] On note E I'ensemble des matrices de S;"(R) de rang 1.
1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € FE si et seulement s’il existe U € M,, 1 (R) tel que
A=UUT. Soita € C°(RT, E).
1. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :
() il existe u : RY — M,, 1(R) continue telle que V¢ € R*, a(t) = u(t)u(t)”; (8) il existe z : RT — M, 1(R) continue telle que
vt € RT, z(t)Ta(t)z(t) > 0.
1. Soient 0 < b < c. On suppose qu'il existe (i,5) € [1,n]* avec i # j tel que, pour tout ¢ € [b,c],a;;(t) > 0eta; (t) > 0.
Montrer qu’il existe 2 : [b, ¢] — M, 1(R) continue telle que V¢ € [b,c], 2(t)Ta(t)z(t) > 0 et, en outre, z(b) = e;, 2(c) = +e;
(les ey, sont les
vecteurs de la base canonique).
1. En considérant I'ensemble des d > 0 tels qu'existe z : [0,d] — M,, 1(R) continue vérifiant V¢t € [0,d], z(t)Ta(t)z(t) > 0 et
2(d) = +e;, montrer que a vérifie la propriété (o).
Exercice 64 [ENS SR 2025 # 64] Soientn > 2, a:[0,1] — S;F(R) continue et A = fol a(t)dt.
1. Montrer que A appartient a S, (R).
2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A=0. Exprimer Ker(A).

3. Montrer que M = (ﬁ) L<ij<n est dans S (R).

4. On suppose a a valeurs dans I’ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner une condition pour que A soit une
matrice de projecteur orthogonal.

5. S0itT': 2 € RT™ f0+oo e "~ 1dt. Soient 0 < o < f3.
I'2a) T(a+B)
(a+pB) I(28)

1. En déduire que In(T") est convexe

Montrer que (F ) est dans S 1 (R).

Exercice 65 [ENS P 2025 # 65] Soit (O,,)n>0 une suite d’ouverts non majorés de R™*. Montrer qu’il existe z € R™* tels que, pour
tout n € N, I'ensemble O,, N zN soit infini.

Exercice 66 [ENS L 2025 # 66] Soit £ un ensemble non vide. Soit d : E? — R vérifiant, pour tous x,y,z € E :
* d(a@y) = d(y, x),
e d(z,y) =0 2=y,
* d(mv y) < max(d(xv Z)v d(zv y))

Ainsi d est une distance sur E. Pour x € E etr € RT, on note B(z,r) = {y € E,d(z,y) < r} la boule fermée de centre z et de
rayon . On suppose que, pour tout « € FE et tous r, r’ vérifiant 0 < < r’, on a B(x,r) C B(x,r’). Enfin, on suppose qu’il existe une
suite d’éléments de E dense dans (E.d). Montrer qu’il existe une suite (z,)n>0 d’éléments de E et une suite (7,,)n>0 d’éléments de
RT* telles que : Vn € N, B(2p+1,Tnt1) C B(2zn,7n) et (N,en B(zn, ) = 0.

Exercice 67 [ENS PLSR 2025 # 67] On note F I'ensemble des fonctions lipschitziennes 1-périodiques de R dans R.
1. Pour a €]0,1] et f € E, on pose

/(@) = Fw)]

flla = sup |f(x)| + sup
1 l]a IGRI ()| S e

Démontrer que |||, est une norme sur E.

1. Onnote F' = ENC!(R,R). Démontrer que F' est un fermé de E pour la norme || - ||;.

Exercice 68 [ENSP 2025 # 68] Soient E ’espace des suites réelles (), >0 nulles a partir d’un certain rang, et I’ € L(E). On suppose
T continu pour la norme || ||; et pour la norme || ||. Montrer que 7" est continu pour la norme || ||2.

Exercice 69 [ENS SR 2025 # 69] Soit E = C°([0,1],R).

1. La forme linéaire ¢ : f — f(0) est-elle continue pour || - || ? pour || - ||1 ? Dans chaque cas calculer I'adhérence de Ker ¢.



2. Soitp : f fo x) cos(2mz)dx. Montrer que ¢ est continue pour || - ||1 et calculer sa norme subordonnée.
Exercice 70 [ENS L 2025 # 70] Soit E = C°([0, 1], R).

Sia = (an)n>o0 € [0,1]N, on pose, pour f,g € E, (f,g) Z it an 9(an)

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ( , ), soit un produit scalaire sur E. On note alors || ||, la norme
associée.

2. Sia,b € [0, 1]N vérifient les hypothéses de a), donner une condition nécessaire et suffisante pour que ||||, et |||, soient équiva-
lentes.
Exercice 71 [ENS N1 2025 # 71] Soientn > 2 et f € C°(R™,R) telle que, pour tout z € R, f~1({z}) est compact.
1. Montrer que f admet un extremum global.

Exercice 72 [ENS P 2025 # 72] Soient (F, (,)) un espace préhilbertien de dimension infinie et K une partie bornée de E dont la
frontiere est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide dans E.

Peut-on généraliser le résultat a n’importe quel espace vectoriel normé de dimension infinie ?

Exercice 73 [ENS P 2025 # 73] Pour z, y réels et £ > 0, on dit que x = y s’il existe k € Z tel que |z —y — k| < . Soient A1, Ay deux
réels non nuls. Montrer que L ¢ Q si et seulement si, pour tout (a1, az) € [0, 1])? et tout & > 0, il existe z € R tel que 2\; ~. a et
I)\Q e 9.

Exercice 74 [ENS P 2025 # 74] Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2 et C' une partie non vide, convexe et
bornée de E. Montrer que la frontiere de C' est connexe par arcs.

Exercice 75 [ENS PLSR 2025 # 75] Soient E un espace vectoriel normé et f : £ — FE une application telle que f(0) = 0 et Vx,y €
E [ (@) f)ll = llzyll

On pose, pour 2,y € E, [fx) - f)] = jx - yi} | L2420 — f (52)
2. Montrer que f est linéaire si et seulement si df est identiquement nulle.

1. Montrer que Va,y € E, df (z,y) < 1| zy].

3. Trouver une fonction vérifiant les propriétés de la fonction f, non linéaire et non surjective. d) On suppose que f est surjective.
Montrer que f est linéaire.

Exercice 76 [ENS P 2025 # 76] MunTz-Szasz Soit E = C°([0, 1], R). Soit (nx )k >0 une suite strictement croissante d’entiers naturels.
Soit F' = Vect(x — ™,k > 0). A quelle condition F est-il dense dans E pour la norme ||-||, ? pour la norme ||-|| _?
Exercice 77 [ENS L 2025 # 77] Soit f € C°(R,R). On note D = {£27% +27%[0,1]; (k,¢) € Z?}. Pour tout intervalle I de D, on note
log(I) la longueur de I et on pose M;(f) = @ J; f-Onpose || f|| = sup{@ Jelf M) T e D}.

1. On suppose ||f]| finie. Soit m € N*, (I,J) € D? avec I C J tels que log(J) = 2™ log(I). Démontrer que |M;(f)M;(f)|

2m |

2™ log(I). Démontrer que |M;(f)M;(f)| < 2ml||f]||-

1. On suppose que |[f]| = 1 et Mo 1;(f) = 0.

Onnote F, = {I € D : I C [0,1], M;(f) > 5k et I maximal pour cette propriété}. On pose 2, = J;cp, I etet log(§) =
> 1er, log(Fr).

Montrer que, pour k > 1, log(€;) < 3 log(€2—1).

Exercice 78 [ENS PLSR 2025 # 78] On munit les espaces ¢%(R) et ¢2(R) de leurs normes usuelles || - ||1 et || - ||2. On pose H
{ueR?; 3, su2(1+n?) < +oo}.

1. Définir un produit scalaire sur H. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

IN

2. Quelles inclusions a-t-on entre /% (R), /2 (R) et H? Montrer que ces inclusions sont continues (i.e. les injections canoniques sont
continues).

3. Soit u € R%. Montrer que u € H si et seulement si 'application 1, : H — H définie par Vv € H, p,(v) = uxv avec (u*v),, =
Z?:l u;v; est bien définie et continue.
Exercice 79 [ENSP 2025 #79] On note /! 'ensemble des suites sommables de RN. On munit ¢! de la norme définie, pour u = (uy,)n>0,
par [|ul[; = 352 |uy,|. Soient (u*)en une suite d’éléments de ¢* et u € £*. Montrer I'équivalence entre :

« la suite (u )

- pour toute suite (¢, )nen bornée, ano @nuﬁ k—> Z:i% T
—+o0
Exercice 80 [ENS L 2025 # 80] Onnote S = {2z € C, 2| =1} etT' = {y € C°([0,1],5) ; v(0) =~(1) = 1}.

1. Soit y € ', montrer qu’il existe # : [0, 1] — R continue telle que V¢, ~(t) = e?270(%),

2. On prend 79,71 € T On note F la propriété : « il existe b € C([0,1]%,S) tel que V& € [0,1], h(z,-) € T, h(0,-) = 7o et
h(1,-) =~ ». Onpose 79 = 1 et 1 : t — 2™, Montrer que 7y et 1 ne vérifient pas F.
3. On note D le disque fermé unité de C. Existe-t-il f € C°(D, S) telle que f|s = id?



Exercice 81 [ENS PLSR 2025 # 81] 1. Soit f € C?(R,R) telle qu’il existe z* € R vérifiant f(z*) = 0 et f'(z*) # 0.

On définit par récurrence une suite () avec zg € Ret x4 = xp J{,((Z’;

)). Montrer qu’il existe £ > 0 tel que, pour = € [z*e, 2™ + ¢,
la suite () est bien définie et converge vers x*.
1. Avec f : x — €71, quelles sont les valeurs de zy € R pour lesquelles la suite ()

précédente est stationnaire ? ¢) On revient au cas général et on suppose f” > 0 et f” ne s’annule pas sur R. Pour quelles valeurs de
xo € R la suite (z) est-elle stationnaire ?

Exercice 82 [ENS L 2025 # 82] Soit f € C°([a, b], [a, b]). On suppose dans les questions a) et b) que f n’a pas de point de période 2,
c’est-a-dire que Vz € [a,b], f(x) #x = (fo f)(x) # x.
1. Soit ¢ € [a, b] tel que f(c) > c. Montrer que pour tout k € N*, f*(c) > c.
2. Soit g € [a, ], on pose pour tout n, £,+1 = f(x,). Démontrer que la suite (z,,)
converge.
1. Démontrer que la suite (x,,) converge pour tout choix de x si et seulement si f n’a pas de point de période 2.
Exercice 83 [ENS PLSR 2025 # 83] 1. Déterminer la nature des séries ) Si%, > %, > @
2. Soitz € R\ Q et @ € N*. Montrer qu’il existe p € Z et ¢ € [1, Q] tels que |qap| < é

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) de Z x N* tels que ’x%‘ < q%.

1
nsin(n)’

Exercice 84 [ENS P 2025 # 84] Soit (a,,) une suite de réels décroissante de limite nulle. Pour P C N, on note A(P) =) p a,.On
suppose A(N) = A, € R. Montrer que

1. On admet que 7 est irrationnel. Déterminer la nature de la série >

+oo
{A(P), P e P(N)} = [0, Ax] si et seulement si Vn € N, a,, < Z ag.
k=n-+1
i

Exercice 85 [ENS L 2025 # 85] 1. Pour quels réels s la somme Zn;émeN*
2. EPour n = (n1,n2) € Z? on, on note |n| = \/n? + n3.

|[n—m/|?®
2 In[Im](A+(In]—[mD)?)

Exercice 86 [ENS PLSR 2025 # 86] On note S I'ensemble des suites croissantes a termes dans N \ {0, 1}.

% est-elle finie ?

3. Pour quels réels s la somme Z(n,m)e(ZQ\{O}) est-elle finie?

1. Pour a € S, montrer que p(a) = ;5 (szo é) appartient a |0, 1].
2. Montrer que o définit une bijection de S sur |0, 1].
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € S pour que ¢(a) € Q.

Exercice 87 [ENS L 2025 # 87] Soit f : N — R** décroissante de limite nulle. Soit ¢ : N — N croissante. On suppose que, pour tout
o € R, il existe une unique suite (1;);en telle que o = Y775 f(n;) et, pour tout i € N, n;y1 > ¢(n;). Montrer que (0) = 0 et,
pour tout n € N*, f(n — 1) = ZJ;OS (¢%(n)), ot ¢" désigne I'itérée i-¢me de ¢ pour la composition des applications.
Exercice 88 [ENS P 2025 # 88] Soit f : R — R. Montrer I’équivalence entre les conditions suivantes :
+ fx) = O(x);
DY sets | (an) converge absolument pour toute série ) " . 4els Gn absolument convergente a termes
« > f(ay) converge pour toute série » | a,, absolument convergente a termes réels.
Exercice 89 [ENSP 2025 # 89] Soit f : R — R telle que > f(a,) converge pour toute série convergente »  a,, a termes réels. Montrer
qu’il existe un réel A tel que f(x) = Az pour x voisin de 0.
Exercice 90 [ENS SR 2025 # 90] 1. Soienta,b € Raveca<bet f : [a,b] — [a,b].
a) Si f est continue, montrer que f posséde un point fixe.
b) Si f est croissante, montrer que f possede un point fixe.
2. Soit f: R — R monotone. Montrer que ’ensemble dis(f) des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

3. Construire f: R — R monotone dont 'ensemble des points de discontinuité est Q.

Exercice 91 [ENS P 2025 # 91] Trouver les f : [0, 1] — R continues telles que Va € [0,1], f(z) = >/ %

n=
Exercice 92 [ENS PLSR 2025 # 92] Soit f une fonction de R dans R U {400} non identiquement égale & +0c. Pour y € R, on pose
f*(y) = sup{ay — f(x);z €R}.

1. Montrer que {z € R, f*(z) < 400} est un intervalle (éventuellement vide) sur lequel f* est convexe.

2. Montrer que, si f est dérivable et convexe sur R, alors f = f.

3. On suppose que f est de classe C? sur R, que f”> 0 sur R et que @)y 4o, Montrer que f* est dérivable sur R et que :

I |z|—+oc0
V(z,y) R y = f'(z) & 2= () (y)
Exercice 93 [ENS SR 2025 # 93] Pour f : [0,1] — R, on pose B, (f)(z) = >}, f(%) (H)a* (1 —z)n k.

1. Calculer By, (u1) et B, (u2) ol u, : @ +— ™.
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b) Montrer que, pour tout € [0,1], 57 [z£] (})a* (1 —z)"F < 2(l-g)

1. En déduire que si f est M-lipschitzienne, alors | B, (f)(z) f(x)| < % pour tout x.
Exercice 94 [ENS L 2025 # 94] Trouver toutes les fonctions f: R — R telles que :

« f est croissante, a valeurs dans [0, 1], f est continue a droite,
-+ fl@) ——0.f(2) — - LVkeN,3b eRVzeR, f(2)k = f(z + by).

Exercice 95 [ENS PLSR 2025 # 95] 1. Soient a,b € R avec |b| < 7.
Montrer qu’il existe z € C tel que z + e* = a + b.

1. Montrer que I'application z > ze” est surjective de C sur C.

Exercice 96 [ENS P 2025 # 96] Soient o > 0O et f: R — R une fonction continue telle que : Va,y € R, | f(x) + f(y) — f(z +y)| < 0.
Montrer que f est la somme d’une fonction linéaire ¢ : R — R et d’une fonction bornée par o.

Exercice 97 [ENS L 2025 # 97] Une partie E de [0, 1] est dite négligeable si, pour tout & > 0, il existe une suite (I,,),, >0 d’intervalles
de [0,1] dont la réunion contient X et dont la somme des longueurs est majorée par €. Soit f une fonction dérivable de [0,1] dans
R. On suppose qu’il existe une partie négligeable E de [0,1] telle que, pour tout « € [0,1] \ E, on ait f'(x) > 0. Montrer que f est
croissante.

Exercice 98 [ENS P 2025 # 98] Soient n € N*, (Py)re[1,n] €t (Qk)re[1,n] deux familles de polynomes réels, f la fonction de P dens
P telle que, pour tout = € P, f(z) = S__, Py(2)e?(®). Montrer que si

fonction de R dans R telle que, pour tout z € R, f(z) = >_,_; Pr(z) e?*(®). Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors f
ne possede qu’un nombre fini de zéros.

Exercice 99 [ENS P 2025 # 99] Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3. Déterminer les fonctions continues f de [0,1] dans R
telles que, pour tout k& € [1,n — fo (M F))r—k dy = &

n'

Exercice 100 [ENS P 2025 # 100] Soit (ak)/c21 une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout k& € N*, kay, < (k+1)agy1.
Montrer que foﬂ maxi<k<n (akw) de=3")_, 4+ O(1).
Exercice 101 [ENS PLSR 2025 # 101] Soit f: R — R de classe C'. On pose, pour n € N*, S,, = % Z?:_ol f (%)

1. Quelle est la limite de (Sy,)nen+ ? Déterminer la vitesse de convergence.

N0 dt’ <.

Su — [ f(1) dt‘ < §.

b. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C2. Montrer qu’il existe C' € R tel que : ¥n > 1,

c. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C°.

d. Que dire si f est 1-périodique et de classe C*°?
Exercice 102 [ENS P 2025 # 102] Soient (a,b) € R? tel que a < b, f une fonction continue de [a, b] x [—1, 1] dans R. Pour A € R, soit
f f(t,sin(At)) dt. Montrer que I()\) admet une limite que ’on déterminera lorsque A tend vers +oc.
Exerc1ce 103 [ENS SR 2025 # 103] Soient N € N* et (x1,...,7x5) € CV. Pour y € R, on note e(y) = %7V,
Soit f: t € R+ EnN:1 zpe(nt). Soient R € N* et (ty,...,t5) € RE,
1. a) Montrer que Zle |ft)]? < NR Zszl |2k |2
b) Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité précédente.
2. Pour t € R, on pose A(¢t) = inf,cz [n — t|. On suppose les t; distincts. Soit § > 0 tel que

§ < mini<;x;<r A(t; — t;). Montrer que Zle If(t)]? < (2N7+671) Zivzl |z%|?.Ind. On pourra montrer que, pour une
fonction g de classe ClsurR, poura € Reth > 0,

a+h a+h
@l < g7 [ laide+g [l

Exercice 104 [ENS PLSR 2025 # 104] On note F I’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C*° de R dans
C. Soit f € E.Pourn € Z, on pose ¢, (f) = fol e~ 2Nt £(#)dt

1. Montrer que (¢, (f))nez est sommable.

2. On suppose que f(0)=0. Montrer qu’il existe g € E telle que Vt € R, f(t) = g(t) (€™ —1).
Exercice 105 [ENS P 2025 # 105] Soient a,b> 0 et m € Z. Calculer I,,,(a,b) = erOO —ar= g pm=3 g,

Exercice 106 [ENS L 2025 # 106] Soit n > 2. Déterminer I’ensemble des matrices A € M,,(C) telles que I'intégrale [~ +OOOO A
converge.

Exercice 107 [ENS PLSR 2025 # 107] Soit f: R — R lipschitzienne. On suppose qu’il existe R > 0 tel que, pour tout x € R\ [—R, R],
f(x) = 0.

1. Montrer que e — [~ ° @dz + fj;o %x)da: admet une limite en 0.

On note vp ( I too f ("L) dx) cette limite.

oo
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1. Onnote Ty: x ffoo f(y)In |yz|dy + f;w f(y) In|yz|dy. Justifier que T’ est bien définie sur R.
2. On suppose f de classe C''. Montrer que 7 est dérivable sur R et que :

Vo €R, (Ty) (z) = vp (/_-:00 dey)

k
Exercice 108 [ENS SR 2025 # 108] 1. Pour (p, k) € N%, montrer la convergence de I, ; = fol fol ymzp dx dy et I'exprimer sous
forme de la somme d’une série numérique.

2. Onnote d,, = ppem(1, ..., n) pour n € N*. Montrer que I, ; € =Zsip>k,etl,, € ((2) + 5 Z.

3. Onpose P, = 5 D"(X"(1X)"). Montrer que P, est & coefficients entiers.
4. Montrer que I, fo fol (1= Z{) ;Z/ ) dzdy converge, et en donner une expression simplifiée.- ¢) Montrer que I,, € =(Z +
¢(2)2).

Exercice 109 [ENS L 2025 # 109] Déterminer les segments .S de R non réduits a un point tels que 'ensemble des fonctions polyno-
miales a coefficients dans Z de S dans R soit dense dans (C°(S,R), ||[|)-

Exercice 110 [ENS L 2025 # 110] On note F I’ensemble des fonctions croissantes de R dans R ayant pour limites respectives 0 et 1
en —oo et +00. Soient I, G, H € FE, avec GG et H continues.

On suppose qu’il existe quatre suites réelles a,b,c.d telles que (z — F(anx + by))n et (x — F(cpx + dy,))n convergent simplement
sur R, respectivement vers G et H. Montrer qu’il existe deux réels A > 0 et y tels que Vo € R, H(z) = G(A\x + ).

Exercice 111 [ENS L 2025 # 111] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de [0,1] dans ]0,1], convergeant simplement vers une fonction
/.

1 " i Montrer que la suite (¢,,) converge simplement

1. Pour n > 2, on pose t,, = o Qaiel

vers f.
1. On suppose que fj est a valeurs strictement positives et que, pour tout n > 1, la fonction
frn est dérivable, croissante et que f/, > ”f noou o, = Zj;ol fi- On suppose également que sup 0,,(1/2) < +o0o. Montrer que, pour
tout x € [0,1/2[, il existe C,, > 0 tel que, pour tout n > 1 n assez grand, f,(z) < e=C=",
1. On enléve ’hypothése sur 0,,(1/2). Montrer qu’il existe zo € [0, 1] tel que :
(i) Vz < 29, 3C; > 0, Ing € N*, Vn > ng, fn(z) < e‘Cw"’ (ii) Yz >z, f(x) > 2 — x0.
Exercice 112 [ENS P 2025 # 112] Soit f: z — Z = sin (4n )

nln

1. Montrer que lim,_, 4 o (inf{f(¢),t > z}) = 0.
2. Montrer que 0 < limg_, 1 (sup { hlljzl(fl)i), t> a:}) < 400.

Exercice 113 [ENS L 2025 # 113] Soit ()\,,) une suite de réels > 0 telle que Vn € N, 2), < A\,11 < 3\,,. Montrer que :

4% An C2
Vo > 0, I(c1,e2) € (RY9)?, Ve e [1/2,1], ZA% 14)
Exercice 114 [ENS SR 2025 # 114] On pose : Va: > 0,n(x) = Y52 G

1. Montrer que 7 est de classe C* sur |1, +o0|. Etudier sa limite en +oo.
2. Montrer que 7 est de classe C™ sur |0, +-00].
3. Calculer n(1).
4. Montrer que : Vz € C, |e*1| < el*I1.
5. Montrer que 7)(2) est bien définie pour tout z € C vérifiant Re z > 0.
Exercice 115 [ENS P 2025 # 115] 1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique L,, € R[X] tel que L, (1) = 1 et (1 —
X?)Ly —2XL;, +n(n+ 1)L, =0.

2. Montrer que Vz € [—1,1], Vz €] — 1,1], ﬁ =3 L ()2
Exercice 116 [ENS PLSR 2025 # 116] Soient f, g € C°([0, 1], R) telles que f(1)=g(1)=1 et, pour tout 6 [O 1[,]f(z)| < 1. On suppose

quil existe C> 0 et M € N* tels que 1 — f(1 — z) ~. Cx'/M Pour n € N, on pose u, = fo x)"dz.
r—

1. Déterminer un équivalent de u,,.

2. Montrer l'existence de C’ tel que : Vn € N*|

Ynt1 1‘ <<
Uy — n
Exercice 117 [ENS SR 2025 # 117] Soit f: z > [, cos (§ + tx) dt.

1. Montrer la définition de f sur R™
2. Soit z > 0. Montrer que Re UOJF exp( ((t+w) F(t+ie)z )) dt} — s f(2).

e—0t
Exercice 118 [ENS SR 2025 # 118] On note E I’ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R™* dans C.
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1. On convient que

V400 = +00

. Pour f continue de R™* dans C, montrer que

+oo —+oo —+oo 9
/ |f|2sup{/ ol g Ereae [ g 1}
0 0 0

+oo f(t)

1. Soit f € E. Montrer que ¢ : z € RT™* — ~dt appartient a E.

Exercice 119 [ENS P 2025 # 119] Soient K € CO([O 1] R) telle que || K || < 1et f € CY([0,1],R). Etudier I'exis- tence et I'unicité
de g € CY([0, 1], R) telle que Vz € [0, 1], fR t) dt = f(x).
Exercice 120 [ENS L 2025 # 120] Sment 04,9 E]O7 1[. Pour f : [1,400[— [0,1] continue, on pose || f|la = Sup,_,o, $*|f(s)]| et
Fo ={f € C°([1,+00[,[0,1]), I flla < +o00}.

1. Pour f € F,onpose T(f):s>1+—1—(1— %)9 +6(s —1)? fj—z(s +t— 1)L f(t)dt
Montrer que T est une application lipschitzienne de F,, dans F,, (pour || - ||o).- b) On admet que, pour tout « €]0,1 — [, T posséde
un unique point fixe f, € F,. Montrer que f, ne dépend pas de a; on le note fy. Montrer que f;roo t=9 fo(t)dt = +oo0.
Exercice 121 [ENS PLSR 2025 # 121] 1. Expliciter le terme général d’une suite (a,,),>o vérifiant la relation de ré-
currence na,+1 = (n + 1)a, pour tout n.

1. Résoudre x(x-1)y” + 3xy’ + y = 0 sur |-1,1[.
Exercice 122 [ENS PLSR 2025 # 122] Résoudre z%y” + zy’ + (2%1/4)y = 0 sur 0, 1[.

Exercice 123 [ENS P 2025 # 123] Soient (a,b) € R? avec a < b,¢ € C?([a,b],RT*) croissante. Soit y € C?([a,b], R) non nulle et
vérifiant 4" 41 (x)y = 0. Montrer que les points ou |y| admet un extremum local forment une suite finie (a1, . .., a,) (éventuellement
vide) et que la suite des valeurs (|y(a1)], ..., |y(an)|) est décroissante.

Exercice 124 [ENS PLSR 2025 # 124] Soit f € C*(R,C).

1. On suppose que [ + f' + f = 0. Montrer que f = 0.

2. Soit P = ag + a1 X + a2 X? € C[X] unitaire de degré 1 ou 2 et & racines simples dans C.
Onposedpf = 1oy ay f*). Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que, quelle que soit f € C*(R,C), dp f E) 0
implique f E) 0.

1. Soit a, b, ¢ € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que

2 +ax+by+cz =50 120
Y(z,y,2) € C}(R,C)3, Y +br+cy+azr 20 = yi‘%o
2t ex+ay+ bz =250 z 120

Exercice 125 [ENS SR 2025 # 125] Soient I un intervalle de Ret A : I — M3 (R) continue. On regarde 1’équation (1) : X'(t) =
A(t) X (t).

1. Décrire ’ensemble des solutions de (1).

2. On suppose qu’il existe P € GLy(R) et D : I — M5 (R) a valeurs dans 'ensemble des matrices diagonales telles que, pour
toutt € R, A(t) = P~1D(t)P.

Trouver une condition sur D pour que les solutions de (1) aient une limite quand ¢ — +oc.
Exercice 126 [ENS P 2025 # 126] Soitn > 2. Soit A : RT™ — M,,(R) continue. On considére les solutions de 1’équation différentielle
() 2'(t) = A(t)x(t).

1. On suppose qu'il existe P € GL,(R) et D : RT — M, (R) continue et a valeurs dans I'ensemble des matrices diagonales a
coefficients dans | — 0o, —1] telles que, pour tout ¢, A(t) = PD(t)P~. Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +00?

2. On suppose qu’il existe P : R™ — GL,,(R) continue et D € M,,(R) diagonale a coefficients dans | — oo, —1] telles que, pour
tout t, A(t) = P(t)DP~1(t). Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +o00 ?

Exercice 127 [ENS PLSR 2025 # 127] On fixe un intervalle non trivial /.- a) Soient a et b deux fonctions continues de I dans R. Soit
f une solution non nulle sur I de y” + ay’ + by = 0. Montrer que les zéros de f sont isolés : pour tout zéro ¢y de f il existe un § > 0
tel que f n’ait pas de zéro dans |tod, to + d| \ {to}-

1. Soient p;,ps deux fonctions continues de I dans R telles que V¢ € I, pi(t) > pa(t). Soient f,g € C*(I,R) \ {0} telles que
f"+p1f =0etg”’ 4 pag = 0. Soient t1 < to deux zéros de f entre lesquels f n’admet aucun autre zéro. Montrer qu’il existe
un zéro de g dans [t1, 2], ainsi que dans [t1, to].

2. Soient p,q deux fonctions continues de [0,1] dans R telles que V¢t € [0,1], ¢(t) > 0. Pour A € R, on note f la solution sur [0,1]
de I’équation différentielle y + (p(t) + Ag(t))y = 0 avec la condition initiale f3(0) = 0 et f{(0) = 1. On note N le nombre
de zéros de f). Montrer que A — N, est croissante et déterminer ses limites en —oco et +00.

3. On admet que (2, \) € [0,1] X R+ f\(x) est continue. Montrer que 'ensemble
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{A €R, fr(1) = 0} est ’ensemble des termes d’une suite réelle strictement croissante.
1. Montrer que (A, x) — fx(x) est continue sur R x [0, 1].
Exercice 128 [ENS PLSR 2025 # 128] Soit 1 € RT. On considére (E,,) : y”u(1 — y?)y’ +y = 0.
1. Résoudre (Ey).
2. Soient xq et x1 deux fonctions bornées et de classe C*° de R dans R, etw; € R.On suppose qu’il existe des fonctionsw : R — R
et e : R x R = R deux fois dérivables par rapport a la seconde variable telles que :
s w(p) =1+ wip+ o(p);
. ilexiste C : Rt — RT croissante telle que Yk € {0, 1,2}, ¥(r, 1) € Rt x R, |(02)Fe(r, )| < C(7)?;
e pourz : (1,1) € RT X R — 20(7) + px1 (1) + £(7, p), la fonction ¢ — x(w(p)t, u) est solution de (E,,) sur R* pour
voisin de 0.
Calculer alors wy et donner une expression explicite de z( et 1 en fonction de quelques constantes inconnues.
Exercice 129 [ENS L 2025 # 129] Soit A une application continue de R dans M,,(C) et X une application de classe C* de R dans
M., (C) telles que, pour tout t € R, X’(t) = A(t)X(t) X(t)A(t). Montrer que, pour tout ¢ € R, X(t) est semblable & X(0).
Exercice 130 [ENS SR 2025 # 130] Soit f: R?> — R telle que f(z,y) = e:ij siz # yet f(z,x) = e*. Montrer que f est de classe
C.

Exercice 131 [ENS P 2025 # 131] Soient d € N* et f: R? — R de classe C2. Soit L > £ > 0 des réels. On suppose qu’en tout point
de R? 1a hessienne de f a son spectre inclus dans [¢, L]. Soit 7 €]0, 2/L| ainsi qu’une suite u 4 termes dans R? vérifiant la relation de
récurrence Vn € N, up11 = u,, — 7V f(u,, ). Montrer que u converge.

Exercice 132 [ENS PLSR 2025 # 132] Soient d € N* et f : R? — R de classe C'. On suppose que f tend vers +o0 en 0o, que V f
est lipschitzienne et que les points critiques de f sont isolés dans R%. Montrer qu’il existe un réel 7 > 0 tel que, quel que soit le choix
de a € R?, 1a suite définie par 7o = a et Vn € N, z,,.1 = x, — TV f(1,,) soit convergente. On commencera par le cas ot d = 1 et
firx— %

Exercice 133 [ENS L 2025 # 133] Soit G un sous-groupe fermé de GL,, (R).

Onpose L = {A € M, (R);Vt € R, € G}.

1. Montrer que L est un sous-espace vectoriel de M., (R). Ind. Considérer (etA/ketB/k)k.

2. Montrer que V(A, B) € L?, ABBA € L.

3. Que peut-on dire de L pour G = SL,,(R)?
Exercice 134 [ENS PLSR 2025 # 134] Soit n > 2 un entier. Une application f de classe C? définie sur un ouvert O de R™, a valeurs
dans R™ vérifie la propriété P si, pour tout x € O, df, est composée d’une homothétie et d’une isométrie vectorielle.

1. On suppose que n=2 et que f vérifie P. Onnote f = (f1, f2). Montrer que f; et f5 sont harmoniques, c’est-a-dire que Af; = 0
et Afz =0.
2. Montrer que le résultat de la question a) est faux si n > 3. On pourra considérer I'application f: z € R™ \ {0} — FIER

Exercice 135 [ENS P 2025 # 135] Soit f: R?> — R de classe C2. On dit que f est harmonique si ? + giyé = 0. On dit que f

22
est homogene de degré A > 0 si, pour tous z,y € Ret tout t € R, f(tx,ty) = t*f(x,y). Soit A > 0. Déterminer les fonctions
harmoniques et homogeénes de degré \.

2) Géométrie
Exercice 136 [ENS L 2025 # 136] Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont dans N* et dont
laire est un carré parfait non nul.

Exercice 137 [ENS P 2025 # 137] Soient a, b, ¢, d dans R™*. Quelle est I’aire maximale d’un quadrilatére dont les cotés successifs ont
pour longueurs a, b, ¢, d?

Exercice 138 [ENS PLSR 2025 # 138] 1. Quelle est I’aire maximale possible pour un rectangle de périmetre 1?

2. On considére un entier n > 3 et une liste strictement croissante (61,...,0,) a termes dans [0, 27]. Déterminer la valeur
maximale possible pour le périmétre du polygone de sommets ¢?1 ... e?~ (dans cet ordre).
3. Soit 21, ..., 2z, des nombres complexes. On convient que zg = 2,. On définit 'aire algé-
brique du polygone z - - - 2, comme % ZZ;; (Re(zx) Im(2k41)—Im(2) Re(zg+1)). On fixe un réel p> 0. Parmiles listes (21, ..., 2,) €

C™ telles que le périmetre de 27 - - - z,, soit égal a p, déterminer celles qui maximisent I’aire algébrique du polygone associé.

3) Probabilités
Exercice 139 [ENS PLSR 2025 # 139] 1. Calculer la variance d’une variable de Poisson.
2. Soient @ € N* et p un nombre premier. Calculer E(X? modulo p) o X ~ P(a).

Exercice 140 [ENS SR 2025 # 140] Soient p € [0,1] et (X,,)n>0 une suite .i.d. de variables aléatoires suivant la loi Bernoulli de

1 iX, =1
parameétre p. On pose Sg = 1 et, pourn > 0, S;,41 = 35757”4_ : X" _0

1. Etudier les cas p = 0 et p = 1. On supposera que 0 < p < 1 dans toute la suite de 'exercice.
2. Donner une formule de récurrence vérifiée par la suite (E(S),))n>0, et étudier son comportement quand n — +oc.
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3. Montrer que P((S),)n>0 est bornée) = 0.
Exercice 141 [ENS SR 2025 # 141] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X{) < +00. On pose T, =
L5 | X; pour tout n > 1. Montrer que la suite (77,),>0 converge presque stirement vers E(X).

Exercice 142 [ENS L 2025 # 142] Soit (X, )n>1 (resp. (Y5,)n>1) une suite de variables aléatoires ¢.i.d & valeurs dans N. On note
T=inf{n>2; X, ¢ {X1,...,Xpn_1}}etS=inf{n >2; Y, ¢ {Y1,...,Yn_1}}. On suppose que T' ~ S. Que peut-on dire du
lien entre les suites (X,,) et (Y;,)?
Exercice 143 [ENS P 2025 # 143] Soit P I'ensemble des nombres premiers et 5 > 1. Soit (Y},),cp une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans N vérifiant P(Y, = k) = (1 — p~?)p~*# pour k € Netp € P.Onpose Z = >, _,Y,Inpet
X =expZ.

1. Donner la loi de X.

2. En déduire que Zj:f £ TEZ) = ﬁ ou u est la fonction de Mébius, définie par p(n) = 0 si n est divisible par un carré > 1, et

nepP

w(n) = (=1)™, ot m est le nombre de ses facteurs premiers, sinon.

Exercice 144 [ENS L 2025 # 144] Montrer qu'il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1 et tout (a; j)1<ij<n € {£1}", il existe

(z:)1<i<n €t (yi)1<i<n dans {£1}" tels que 3, ;. a; jz3y; > Cn/2,

Exercice 145 [ENS MP 2025 # 145] Soient 6 €]0, 1] et X une variable aléatoire a valeurs dans R* telle que P(X > 0) > 0. Montrer
2 2

que P(X > 0E(X)) > U0 B0

Exercice 146 [ENS P 2025 # 146] Soit n € N avec n > 2. Soit E,, = {ey,...,e,} un ensemble de cardinal n. Soient o1, ..., 0, des

variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur S,. Si i, j € [1,n], on pose e;e; = e, (;). Montrer que la probabilité

que (E,) soit un groupe, sachant que admet un neutre, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Exercice 147 [ENSL 2025 # 147] Soientd € N* et (e1, .. ., e4) la base canonique de Z%. Soit (X, ),,>0 une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que P(X,, = ¢;) = P(X,, = —¢;) = o; pour 1 <i < d.Onpose S, = > i | Xy et 5o = 0.
Soit T = inf{n > 0,5, = 0} et py = P(T < 4+00). On admet que py; < 1 pour d > 3. Montrer que pg — 0 lorsque d — +o0.
Exercice 148 [ENS P 2025 # 148] Soient p €]0,1/2[ et (X,,),>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que P(X,, = 1) =
1-P(X,, = —1) = p. Pour n € N*, on note S,, = X; +---+ X,,. Montrer 1’existence de ¢, Cy,Cy > 0 tels que Vu > 0, Cre™ % <
P (supn21 Sy > u) < Che™ ",
Exercice 149 [ENS PLSR 2025 # 149] 1. Soit X une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(e*X) soit finie. Démontrer que
Va > 0,P(X > a) < e *9E(es¥).

2. Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoires i.i.d. a valeurs dans [0, 1].
On pose S, = > ., X;. Démontrer que V¢ > 0, P(|S,, — E(S,)| > t) < 217/ (2n),
Exercice 150 [ENS PLSR 2025 # 150] Soit (F,P(E)) un espace probabilisable avec F' dénombrable.

1. Rappeler la définition d’une probabilité sur cet espace.

2. Pour A et B probabilités sur cet espace, on pose d(A4, B) = max A(S)B(S). Montrer que d(4, B) = 5 >_ |A({z}) — B({z})|.

3. Soient X etY deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans F de lois respectives A et B. Montrer que P(X #Y) > d(A, B).

4. Les deux lois A et B étant fixées, montrer qu’on peut construire X et Y de facon a assurer I’égalité dans I'inégalité précédente.

Exercice 151 [ENS PLSR 2025 # 151] Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a
valeurs dans [0,n]. Onpose pr, = P(X = k)etqx = P(Y = k) pour tout k € [0,n], et d(p, q) = maxgcpo,,) P(X € S)-P(Y € 9).

1. Montrer que d(p, q) > 0. Que dire si d(p,q) =07

2. Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Comparer E(p(X)) et o(E(X)).

3. On suppose de plus qu’il existe au moins deux éléments k de [0,n] tels que p > 0. On suppose de plus que ¢ strictement convexe,
c’est-a-dire telle que V(z,y) € R%, Vt €]0,1] 2 # y = o((1 — t)x + ty) < (1 — t)p(x) + tp(y). Montrer que E(p(X)) >
p(B(X)).

4. On suppose que : Vk € [0,n], pr > O et g, > 0.On pose H(p,q) =Y 1_o Pk In (%).

Montrer que H(p, ¢) > 0. Que dire si H(p,q) = 0?
Exercice 152 [ENS L 2025 # 152] On considére 79 = O et (;)ien+ € [0,1]N". Pour (i, ) € N* xN,onposep; j = r;sij = i+1,1—r;
sij =i — 1 et 0 sinon.On admet 'existence d’une famille de variables aléatoires (X ,@)(1 k)eN=xN telles que

. Xéo = 7 p.s. pour tout ig € N*,
« P (N (X =ik-1)) =ITiy Pir_1.ix pour tout (io, ..., i) € N* FL,

On pose, pour i, j € N*, T; = inf{k € [0, +o00], X} = j} € NU {+o0}.
Soit b € N. Calculer, pour i € [0,b], p; = P(7¢ < 7{) en fonction des vy, = Hle L

Exercice 153 [ENS PLSR 2025 # 153] Soient (X} )ren+ une suite de variables de Rademacher indépendantes et Xg = k € Z
(constante). On pose, pour toutn € N, S, = Xog + --- + X,,.

1. Déterminer I'espérance et la variance de S,,.
2. Soientm € N* et k1,. ..,k € Z. Que dire de laloi de (S),)n>m conditionnée par (S1 = k1,...,Sm = kn)?
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3. Soient k&, N € N* avec N > k. On considére que la marche aléatoire s’arréte dés que S,, = 0 ou S,, = N. On admet que l'arrét
est presque sir. Déterminer la probabilité pj que la marche s’arréte sur 0 en partant de k.

4. Déterminer le temps moyen d’arrét (en 0 ou IV cette fois) en partant de k.
Exercice 154 [ENS P 2025 # 154] On considére n variables aléatoires de Rademacher indépendantes (¢;)1<;<,. Montrer que, pour
tout réel p > 0, il existe (¢,, C,) € (RT*)? indépendant de n € N* tel que,

pour tout
(z1,...2,) €C"

1 1 1
o (i |2?)? < (BIZL eal”)” < G (T3 |2f)
Exercice 155 [ENS L 2025 # 155] Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z telles que Vn €
N, Vk € N, P(X,, = k) = P(X,, = —k) = ce” ¥ ot ¢ est a déterminer. Déterminer la loi du rayon de convergence de la série
entiére aléatoire »_ X, 2".
Exercice 156 [ENS P 2025 # 156] Soit (py)n>1 une suite d’éléments de [0,1]. Pour n € N*, on note G,, le graphe aléatoire G,, ;,
d’Erdés-Renyi, c’est-a-dire un graphe aléatoire de sommets [1,n] et une famille (Xy; ;) )i, j}3eP.([1,n)) de variables de Bernoulli i.i.d.
de paramétre p,,, avec Xy, ;3 = 1 si et seulement s’il existe une aréte reliant 4 et j. On note I,, le nombre de sommets isolés deG,,.

n

1. Soit £ €]0, 1[. On suppose que, pour tout n. € N*, p, > (1 + )" Montrer que P(I,, > 1) P 0.
n—-+0o0

2. Soit € €]0, 1[. On suppose que, pour tout n € N*, p,, < (1 — 5)# Montrer que P(7,, > 1) - 1.
n—-—+0oQ

Exercice 157 [ENS L 2025 # 157] Montrer qu’il existe un réel c> 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit n € N*, quelle que

soit S partie non vide de U, il existe un entier naturel p < % ainsi

qu’une p-liste (21, . ., zp) d’éléments de U,, telle que | J7_; 2z S| > %-
Exercice 158 [ENSPLSR 2025 # 158] Soitp € [0, 1/2]. On fixe une suite (X,,),,>1 de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {—1,0, 1}
ettellesque P(X; =1)=P(X; =-1)=petP(X; =0)=p
valeurs dans
{-1,0,1}

et telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = petP(X; = 1) =1 —2p.Pourb € Z,a € ZN" et n € N*, on pose P(b,a,n) =
P (Z’Z:l a’ka = b)

1. On suppose a = 2#~1. Calculer P(0, a, n) pour tout n € N.

2. On suppose p = 1/4 et a = (1)ren. Calculer P(0, a, n) pour tout n € N.

3. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles b — P(b, a,n) est maximale en 0 pour tout a € ZN".
Exercice 159 [ENS PLSR 2025 # 159] Soit n > 3. Une alpiniste dispose de n lieux possibles pour planter sa tente, lieux numérotés de
1 a n. Elle peut visiter chacun de ces lieux successivement, a partir du numéro 1, et doit décider si elle y plante sa tente. Lorsqu’elle
visite le lieu k, elle peut savoir si elle préfere ce lieu a tous les lieux précédemment visités, mais ne sait pas si elle le préfére aux lieux
non encore visités. Une fois un lieu visité, si 'alpiniste a refusé d’y installer sa tente elle ne pourra plus revenir sur ce lieu. L’alpiniste
a pour objectif de maximiser la probabilité d’avoir choisi celui des n lieux qui a sa préférence parmi les n lieux.

1. Déterminer une stratégie optimale pour I’alpiniste lorsque n=3.

2. On fixe un k € [0,n — 1]. L’alpiniste suit la stratégie décrite ci-apreés : elle visite automatiquement les k+1 premiers lieux ; étant
donné ¢ € [k + 1,n — 1], si lalpiniste visite le {-iéme lieu alors elle I’écarte si et seulement s’il n’a pas sa préférence parmi
tous les lieux déja visités. Déterminer la probabilité p,, ,, pour que Ialpiniste s’installe sur le lieu ayant sa préférence parmi les
n lieux.

3. On fixe un k,, maximisant p,, j lorsque k parcourt [0, n — 1]. Etudier le comportement asymptotique de k,, quand n tend vers
+00.

Exercice 160 [ENS L 2025 # 160] Soit (X, ),,>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discrétes. Pour ¢ € Retn € N*, on consi-
dere la variable aléatoire f,,(t) = 1 [{k € [1,n], X}y < t}|. Montrer qu’il existe une fonction f: R — Rtelle que P (sup,cg | /5 (t) — f(t)] > €
0 pour tout réel € > 0.
Exercice 161 [ENSL 2025 # 161] Pour deux variables aléatoires réelles bornées X et Y, sur des espaces probabilisés a priori distincts,
on note X <. Y pour signifier que E(f(X)) < E(f(Y)) pour toute fonction convexe f: R — R. On se donne, sur un espace
probabilisé, deux suites (M, X1, Xs,...) et (N,Y1,Ys,...) de variables aléatoires indépendantes bornées vérifiant les conditions
suivantes :

« les X,,, oun € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« lesY,, oun € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« M et N sont a valeurs dans N :

- M #C NetX1 #C Yl.
On pose S = 224:1 XpetT = Zivzl Y%:. Montrer que S <. T.
Exercice 162 [ENS L 2025 # 162] Soient E une partie bornée et au plus dénombrable de R, et £ et £’ deux lois de probabilité sur

E. Déterminer, en fonction de ces lois, la plus petite constante K,/ telle que, pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires réelles a
valeurs dans E telles que X ~ LetY ~ £, on ait I'inégalité E(XY) < K ».
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Exercice 163 [ENS SR 2025 # 163] On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X7, ..., X,,)7 un vecteur aléatoire
tel que E (|| X[|?) < +oc. On note C(X) = (Cov(X;, X;)) la matrice de covariance.

1. Que dire de C(X) si les X; sont indépendantes ?

2. Soientv € R" et Y = (v, X). Exprimer V(Y') en fonction de C(X).

3. On suppose les X; centrées. Soient A € M,,(R) et Z = AX. Exprimer E(|| Z||?) en fonction de C(X).
4. Caractériser les A € M,,(R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que A = C(X).

1<ij<n

5. Soit H un hyperplan de R™.
Montrer que P(X € H) = 1 si et seulement si H+ C Ker(C(X)).
Exercice 164 [ENS SR 2025 # 164] Soit & > 0. On consideére Iéquation différentielle () : (v = —x, 2" = a?y) avec (z,y) : R — R2.

1. Si(z0,y0) € R? est fixé, justifier 'existence et 'unicité d’une solution de () vérifiant 2(0) = x et y(0) = yo. Pour cette solution,
onpose I(t) = y2(t) et J(t) = a2?(t).

2. Montrer que les applications 1" +— % fOT I(t)dt etT — % fOT J(t)dt admettent une limite finie en 4o0.

3. Soit N € N*. On considére deux variables aléatoires x¢, o indépendantes a valeurs dans %Z telles que, pour tout k € Z,
P(zg=£)=P(yo=£) = ynexp (—(k/N)?). a) Justifier I'existence de v € R* pour lequel ces conditions définissent
la loi des deux variables aléatoires. b) On fixe ¢ et on considére, pour N € N*, la variable aléatoire fx (t) = I(t) + J(¢) (les
fonctions I et J sont associées aux variables aléatoires xq et yy). Montrer que E (e‘f N (t)) posséde une limite quand N — +00.

II) ENS PSI AUTRE
1) Algebre

Exercice 165 [ENS PSI 2025 # 165] 1. Soit A = (a; j)1<i,j<n € My (R) telle que Vi, j € [1,n},a,; = 2,a;; = —1si|i — j| =
1,a;,; = 0si|i — j| > 2. a) Montrer que, pour tout z € R”, Az > 0 = x > 0 ot > 0 signifie que toutes les coordonnées sont
positives ou nulles. b) En déduire que A est inversible.

2. Soit A € M, (R) telle que Vi € [1,n], |ai;| > >, a; ;|- a) Montrer que A est inversible. b) Soit E et I les matrices de taille
n définies pare; ; = a;j sij > i,e;; = 0sij<iet f;j = —a;;sij <i, fi; =0sij> i Montrer que, si (u,v) € (R")?
vérifie Ev = Fu, alors |[v||ec < ||t]|co. ¢) Montrer qu’il existe k €]0, 1] tel que Yu,v € R™, Ev = Fu = ||v]|oc < k||t||co- d)
Soient b € R™, xg € R™ et (z4) la suite définie par Vk € N, Ex1 = Fxi + b. Montrer que la suite (x) est bien définie et que
la suite (z) converge. Déterminer sa limite.

Exercice 166 [ENS PSI 2025 # 166] Soit f: <CCL Z) € Mz(R) — (; Z) Spectre de f? Diagonalisabilité sur R? sur C?

Exercice 167 [ENS PSI 2025 # 167] 1. Soit A € C. La suite (\¥)¢en peut-elle étre dense dans C?

. (2 3
2. Soit A = (O 1/2

suite (A¥ X)zen peut-elle étre dense dans C™ ?
3. Soit A € M,,,(R) qui n’admet pas de valeur propre réelle. a) Montrer qu’il existe P € GL,,,(R),a > 0,0 € R tels que :

>. a) Pour X € C? la suite (AkX)keN peut-elle étre dense dans C?? b) Soient A € M,,,(C), X € C™. La

acos —asinf x --- %
asinf acosf x

A=p| 0 0w ox ] pt
0 0 ek

.b) Soient A € M,,(R), X € R™. La suite (A*X)en peut-elle étre dense dans R™ ?
Exercice 168 [ENS PSI 2025 # 168] On dit que P = (p; ;) € M, (R) est une matrice de permutation s’il existe une permutation o de
Iensemble [1, ] telle que V(i, j) € [1,n]", Pij = 0i,0(j)- On dit que H € M,,(R) est une H-matrice si tous ses coefficients valent
=+1 et si ses colonnes forment une famille orthogonale pour le produit scalaire canonique.
1. Soit P une matrice de permutation. Montrer que P est orthogonale et que P7 est une matrice de permutation.
2. Soit M € M,,({—1,1}).Montrer que M est une H-matrice si et seulement si M7 M = nlI,,.

c. Soient D € M,,({—1,1}) une matrice diagonale, M une H-matrice de taille n, et P une matrice de permutation de taille n.
Montrer que DM, M7T, MD et PM sont des H-matrices. On suppose dans les derniéres questions qu’il existe une H-matrice de
taille n > 3.

d. Montrer qu’il existe une H-matrice S = (s; ;) € M, (R) n’ayant que des 1 en premiére ligne.
3. Montrer que Vi, j € [2,n] aveci # j,onay ,_ (six +1)(sjx +1) =n.
4. En déduire que n est un multiple de 4. On écrit n=4k avec k € N*.

g) Montrer qu’il existe une H-matrice de taille n dont les trois premiéres lignes sont présentées en quatre blocs de taille % de la forme
suivante :

Exercice 169 [ENS PSI 2025 # 169] Le produit scalaire canonique de R™ est noté (z,y) = xTy. Soit A € M,,(R).
1. Montrer qu’il existe un unique (A", A7) € S§,,(R) x A, (R) tel que A = AT + A~.
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2. Montrer que pour tout z € R", (Az,z) = (At z, z).

On note Ay, ..., Ay les valeurs propres de AT et Ey,..., Ey les sous-espaces propres associés. On suppose de plus que A et AT
commutent.

. Montrer que Vx € E;, Ax € E; et A~x € E;.

. Soient ;1 € Sp(A) et F), le sous-espace propre associé. Montrer qu’il existe j tel que u = A; et F,, C Ej.

. Soit i € [1,¢]. On suppose dim(FE;) = 1. Montrer que \; € Sp(A) et E; C Ker(A™).

. Montrer que si A est diagonalisable alors A est symétrique.

Exercice 170 [ENS PSI 2025 # 170] Soit A € M,,(R). Soitu : M € M, (R) — AMAT.

B W N =

1. On suppose A diagonalisable. a. Montrer que u est diagonalisable. b. Montrer que ¢r(u) = [tr(A)]2. c. Montrer que S,,(R) est
stable par u. On note ug I’endomorphisme induit par « sur

Sn(R)
. Montrer que tr(ug) = 1 (tr(A?) + [tr(A4)]?).

1. On suppose désormais que A” = I,, pour un entier m > 1.a. Montrer que A est diagonalisable sur C. b. Montrer qu’il existe des
entiers 7,5 tels que 7 +2s < n et des entiers k; < -+ < k; tels que tr(A4) = r+23"7_, cos (257). c. Montrer que {4*, k € N}

est fini. d. On pose N = Card({A*, k € N}). Montrer que tr(u) = + Zfil tr(Ak).
Exercice 171 [# 171] 1. Soit f: R — R une fonction k-lipschitzienne, avec k£ > 0. a. Montrer que f est continue. b. On suppose

k < 1. Montrer que f admet un unique point fixe. c. Donner un exemple de fonction 1-lipschitzienne de R dans R qui n’a pas de
point fixe.

2. On considére £ = R? muni d’une norme N. Soit f: R — R? une fonction 1lipschitzienne. Soit 2 'ensemble des vecteurs x
de E tels que la suite (f™(x))nen est bornée. Montrer que Q = ou Q) = F.

3. On suppose E = C et f(z) = az + b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit 1-lipschitzienne. En supposant
cette condition réalisée, donner une condition nécessaire et suffisante pour que €2 = F.

Exercice 172 [ENS PSI 2025 # 172] Soit (E, || ||) un R -espace vectoriel normé de dimension 2 muni d’une base (e1, e3) vérifiant la
propriété () : V(A1, A2) € R%, [|[Are1 + Azea]| = |[|A1]]er + || Aal|ez]]-

1. Rappeler la définition d’un espace euclidien.

2. Donner un exemple d’espace vectoriel normé et d’une base ou la propriété () est vérifiée.
3. Donner un exemple d’espace vectoriel normé et d’une base ou la propriété () n’est pas vérifiée.
4

. On veut montrer le résultat () : pour tout (o, az, B1, f2) € R, si |az| < [B1] et |az| < |B2] alors ||azer + agzeq|| < ||Brer +
Baes]]. On fixe A € R et on définit la fonction f () = ||uer + Aez]|.

« Montrer que f (%“/) < Lf(w)+ Lf(W) pour tout (u, 1) € R
« En déduire que f est convexe.
« Montrer que f est une fonction croissante sur R™. iv) En déduire la validité de I'implication ().
Exercice 173 [ENS PSI 2025 # 173] Nature, suivant a € R, de la série Z(fl)"ﬁ
Exercice 174 [ENS PSI 2025 # 174] Pour n € N*, onpose H,, = > | 1 et S, => 7", ?:1 L
1. Montrer que (H,, In(n + 1)) converge. On note sa limite ~.
2. Déterminer un équivalent de .S,,.
3. Donner un développement asymptotique a deux termes de S,.
Exercice 175 [ENS PSI 2025 # 175] Soit E = C*°(R,R). Si f € E, on note D(f) application z € R — f(x + 1) f(z).

1. Montrer que D induit un endomorphisme de R,,[X] (on identifie un polynéme et la fonction polynomiale associée). Quel est
son noyau ? son image ?
2. Soient f € E,n € N*etx > 0.
Montrer qu'il existe ¢ €]z, z + n[ tel que D*(f)(z) = £ (c).
1. Soit A € R. On suppose : Vn € N*, n* € N. Montrer que A € N.
Exercice 176 [ENS PSI 2025 # 176] Soit G ’ensemble des fonctions de R dans R de la forme

+oo
T — ag + Z(ak cos(2kmx) + by sin(2kwx))
k=1

avec (ay,) et (b,) sommables. Soit F' 'ensemble des f € C°(R,R) 1-périodiques.
1. Si f € G, montrer que les ay, et b, sont uniquement déterminés par f.

Sia € Rest fixé, on pose, pour f € F,T(f) : z — f(x +a)f(x).
1. Sia € Z, que vaut T? ¢) Si a € Q, décrire Ker(T).
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2. Sia = /2, décrire Ker(T).
3. Oue vaut Im(T'|g) pour a = v/2?
Exercice 177 [ENS PSI 2025 # 177] Soit f: I — R convexe, ou I est un intervalle de R de longueur non nulle.
1. Soitt € I. Pour tout x € I\ {t}, on pose A;(z) = %
a) Montrer que A; est croissante sur I \ {t}.
b) Justifier 'existence de f’(t*) = lim, s+ As(z). iii) On pose a; : = + f(t) + f'(t7)(x — t). Montrer que f(z) =
sup;er at ().
2. On dit que f est log-convexe lorsque f > 0 sur I et Inof convexe
a) Montrer que si f est log-convexe, alors elle est convexe.
b) Soit f € C*(R,R**). Montrer que f est log-convexe si et seulement si, pour tout & € R,z + €% f(z) est convexe. iii)
Montrer que la somme de deux fonctions log-convexes est log-convexe.
3. Onpose ' : z + f;roo t*=te~tdt.
a) Justifier que I est définie, de classe C2, et strictement positive sur RT*,
b) Montrer que I est log-convexe.
c) Soientn € N* et x € R™. Montrer : ['(x + n) = I'(x) Z;S(x +k)etT'(n+1) =nl

d) Montrer que In(n) < 11n (%) <In(n+1).

Exercice 178 [ENS PSI 2025 # 178] 1. Soit une fonction f € C°(R*,R) décroissante, positive, et intégrable sur RT. Montrer que
f(x) = o(1/x) quand = — +o0.

2. Montrer qu’il existe une fonction g: RT™ — R continue, positive et intégrable qui n’est pas négligeable devant 1/x en +oc.
Exercice 179 [ENS PSI 2025 # 179] Soit f: Rt — R continue, strictement décroissante et intégrable sur RT. On pose, pour n € N*,
oz €RT — f(z™).

1. Montrer que Vo € RT, f(z) > 0 et que lim, o, f = 0.

2. Soit a € [0, 1[. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [0,a]. Cette suite est-elle uniformément convergente sur [0, 1]?

3. Soit b €]1, +00[. Mémes questions pour les intervalles [b, +oo[ et |1, +o0].

4. Soit a € R™. La suite de terme général u,, = fjs fn(t)dt est-elle convergente ?

Exercice 180 [ENS PSI 2025 # 180] Soient (a,b) € R? avec a < b et I = [ab]. Soit f: I — I continue. La notation f" désigne
fofo---of(nfois).

On suppose qu'il existe w € I tel que Vz € I, f™(z) — w quand n — +o0.

. Montrer que, pour tout k& € N*, w est 'unique point fixe de f*.

. Montrer que f(I) # I.

. Montrer que Ny,>1 (1) = {w}.

. Montrer que la suite (/™) converge uniformément vers la fonction constante égale a w.

B W N =

Exercice 181 [ENS PSI 2025 # 181] Pour n > 1, on note b,, le nombre de partitions d’'un ensemble de cardinal n.
Onposeby =1let B:x s 5100 bagn,

n=0 n!
1. Montrer que b,, est le nombre de relations d’équivalence sur un ensemble de cardinal n.
2. Calculer b(), bl, bg.
3. Montrer que, pour tout . € N, bpy1 = >, ()b
4

. Montrer que B est dérivable sur un intervalle ouvert non vide, en déduire une équation différentielle vérifiée par B puis la

résoudre.
5. Montrer que, pour toutn € N, b,, = % Z;::S %
. 1 In(1—t +oo 1 2
Exercice 182 [ENS PSI 2025 # 182] 1. Calculer [, f%dt. Ondonne ) %) -5 = %
2. Soient z € [0,1] et a,b € R avec 0 < a < b. Montrer que I’équation y?y® = 2%z d’inconnue y admet deux solutions, sauf pour
une valeur xg de x que I’on déterminera.

3. Soit f : [0,1] — R définie par f(xg) = g et, pour = # x0, f(x) est 'unique solution différente de = de I'équation y® — y* =

2% — xb. Montrer que f est décroissante et continue.

4. Soit z €]0, 1. Montrer que I’équation x°~¢ = 17;; admet une unique solution ¢ €

1—
10,1[. On la note g(x).

1

1. Calculer I = [ —de. On utilisera le changement de variable ¢ = g(x).

Exercice 183 [ENS PSI 2025 # 183] Soient A € M,,(R) symétrique définie positive, B € M,, »,(R), v € R™. Soit J : x € R"
LA
5 (A, z) (v, ).
1. Calculer le gradient de J et montrer que Vz,h € R™, J(z 4+ h) — J(z) = (VJ (), h) + $(Ah, h).
2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
. il existe x € Ker(B) tel que Vz € Ker(B), J(z) > J(z);
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. il existe z € Ker(B) tel que V.J(z) € Ker(B)*;

Ax+ BTy =
« le systeme (5) : {B:E + 0 y=v
xr =

3. Montrer que si Ker(B) = {0} alors (S) admet au moins une solution.
4. Montrer que (S) admet au plus une solution si et seulement si Ker(B”) = {0}.
5. Montrer qu’il existe > 0, 3 > 0 tels que Vx € R™, J(z) > of|z||?8]|z||-
6. En déduire que (S) admet au moins une solution.
Exercice 184 [ENS PSI 2025 # 184] Soit (E, (,)) un espace préhilbertien.
1. a) Montrer que la fonction z + ||z|| est de classe C! sur E \ {0}. Calculer sa différentielle.
b) Soient H un sous-espace vectoriel de F et a € E.

Soit x € H tel que ||z — a|| = inf e ||y — al|. Montrer que z — a € H™.

1. a) Soienta,b € Eety:ax € E — ||zal| + ||xb||. Calculer la différentielle de ¢ 14 ou elle existe, et déterminer les points ou
celle-ci s’annule.

b) ) Déterminer les extrema de ¢ sur F.
2. Soit p: (z,y) € R* = /(1 —2)2 +y2 + /22 + (1 — y)2. Déterminer les extrema de p.
3. Soient A, B et C' trois points du plan formant un triangle aigu. Soit ¥ : M — AM + BM + C M.

a) Montrer que ¥ admet un minimum en un point O tel que, pour tout couple (M, N) € {A, B,C}? de points distincts,
s . AT AN 2
I'angle non orienté (OM, ON) vaut <.

b) Que se passe-t-il si A, B et C' forment un triangle équilatéral ?

¢) Que peut-on conclure dans le cas général ?

2) Probabilités
Exercice 185 [ENS PSI 2025 # 185] 1. Soient NV boules rouges et M boules noires dans une urne. Combien y a-t-il de suites de
tirages successifs sans remise d’une boule jusqu’a vider 'urne ?

On considere désormais une urne contenant n> 2 boules rouges et 2N-n> 2 boules noires. On effectue des tirages successifs sans
remises de deux boules a la fois jusqu’a vider 'urne. On note X le nombre de tirages ayant donné deux boules rouges.

1. On suppose nn > N. Déterminer P(X > 1).
2. Majorer X.

On suppose n pair et on note A I'événement « les 5 premiers tirages sont constitués de deux boules rouges » et B I'événement « les
5 — 1 premiers tirages sont constitués de deux boules rouges et les deux tirages suivants d’une boule rouge et d’une boule noire ».
Sont-ils équiprobables ?

1. Soit un entier k < N. Déterminer P(X = k).
2. Déterminer E(X).
3. On suppose que n = | AN | avec A < 1. Montrer que E(X) ~ %N,

1/p
Exercice 186 [ENS PSI 2025 # 186] 1. Soit E = C°([0,1],R). Pour p € N* et f € E, on note || f||, = (fol |f\p) .

« Montrer que ||||2 et ||||4 sont des normes sur E.
« Montrer que || - ||4 > || - ||2-
« Soit (fn)nen~ la suite de fonctions définies par Vo € [0,1/2n], f,(z) =0,
Vo € [1/n,1], fn(z) = 27 /% et f, est affine sur [1/2n, 1/n]. Comparer || f,||2 et || fn||2. Qu’en déduit-on?
2. Soit (X,,)n>1 une suite 7.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1,1}.
Pour

a=(ap)p>1 € RN*7 n>1
etp > 2, onnote N, ,(a) = (E (|3, aka|p))1/p.
« Calculer N, 2(a).
+ Calculer Ny, ,(a) en fonction de Ny, 2(a).
Exercice 187 [ENS PSI 2025 # 187] Soit .S,, ’'ensemble des permutations de [1, n], que ’on munit de la probabilité uniforme.
1. Pour k,¢ € [1,n] avec k # ¢, on note 7,0 € S, la transposition définie par 73, ¢(k) = ¢, 7,0({) = ketVj € [1,n]\
{k, 0}, mhe(G) = 5.
« Pour o € S, expliciter 0 o 73, ¢ © oL
« Déterminer tous les o € S, tels que Voo € S, 0 oa =« oo.
2. Pouro € S;,onnote Z, ={a €S,, coa=aoc}.

« Montrer que Z, est stable par composition et passage a 'inverse.

20



« Pour o # id, montrer que 2|Z,| < |S,|.

3. On tire indépendamment et avec remise deux éléments o et 7 de .S,.
- Montrer que Vn > 3,p, = P(coT=700) < 5.
« Déterminer ps.

4. Pouro € S;,, onnote C, = {avooo ofl, a € Syt
« Montrer que Vo € S, |C,y| = |Z -
« Montrer que Vo, 7 € S,,,Cy = Cr ou C, NC; = (.

Exercice 188 [ENS PSI 2025 # 188] Soit 7 > 2. On se place dans N? et on considére le rectangle [0, n] x [0, 2]. On appelle recouvrement
de [0, 1] x [0, 2] tout ensemble fini formé de rectangles translatés de [0, 1] x [0, 2] (rectangles verticaux) et de [0, 2] x [0, 1] (rectangles
horizontaux) qui recouvrent [0, n] X [0, 2] sans que leurs intérieurs ne se chevauchent.

On note u,, le nombre de recouvrements de [0,n] x [0, 2]. On munit I'ensemble des recouvrements de [0, 7] x [0, 2] de la probabilité
uniforme.

1. Calculer w1, ug, us. Montrer que, pour tout n € N*, Uy 42 = Up41 + Up. En déduire une expression de u,,.

2. On note P; ,, la probabilité qu’il y ait un rectangle vertical tout a gauche.

Calculer P, ,, et montrer que (P, ,,) admet une limite L.

¢. On note V;, le nombre de rectangles verticaux. Calculer E(V},).Ind. On pourra écrire V,, = Z?:l Ui n ou U, est I'indicatrice de
I'événement : « il y a un

rectangle vertical en position 7 ».

E(V,) I
n n—+00

Ind. Découper la somme entre [1,/n], [\/n,n — \/n] et [n — \/n, n.

1. Onnote V; ; , I'événement : « il y a un rectangle vertical en i et en j ». Calculer E(V; ; ,,).

d. Montrer que

2. Calculer V(V},), puis en donner un équivalent quand n — +o0.
Exercice 189 [ENS PSI 2025 # 189] Soient m,n € N*.Soit 4,,, , = {a1,...,am,b1,...,b,} otles a;, b; sont des éléments distincts.
Soit H,, , 'ensemble des bijections f de A,, ,, sur [1,m + n] telles que, pour tout (¢, j) € [1,m], ¢ < j implique f(a;) < f(a;) et,
pour tout (i, 5) € [1,n]°, i < j implique f(b;) < f(b ;)

1. Calculer le cardinal de H,, .

Soit fi,,» suivant la loi uniforme sur H,, ;.

1. Calculer P(f, n(am) = 19).

2. Pour ¢, k € N*, montrer que P(f.y, »(acn) = (¢ + 1)n — k) admet une limite quand n tend vers +oo.
3. Calculer P( fom n(am) = 1).
4

. Soit ¢ > 0. donner un équivalent de P(fa,, 2 (an) = 2n+ [ty/n]). Ind. Commencer avec ¢ = 0 et utiliser I'équivalent de Stirling
lorsque ¢t — +o00.

Exercice 190 [ENS PSI 2025 # 190] Soit I un intervalle de R
1. Soit (A1,...,A,) €10,1)" tel que Ay + - -+ + A,, = 1. Soit f: I — R convexe.
- Montrer que, pour tout (21, ...,2,) € I",ona f (31, Nizi) < >oi ) Nif(@i).

« On suppose f de classe C? sur I avec f” > 0. Montrer que, si les \; sont dans ]0,1[ et les x; sont distincts, 'inégalité du i)
est stricte.

2. Soient ) un ensemble fini, P; et P5 des probabilités sur 2. On pose

TV(P1,Py) = S P1(A) — Py(A)| et Ni(P1,Py) = Y [P1({w}) — Py({w})]

weN
« Montrer que TV(Pl, PQ) = %Nl (Pl, PQ)

+ Montrer que TV (P1,Ps) = 3 o max(P1({w}), Po({w}))1

« Montrer que

1 - TV3(P,,Py) > <Z VPi({w}) Pz({w})>

weR

3. On garde les hypothése de la question b) et on suppose que, pour tout w € €2, la condition P({w}) = 0 implique P; ({w}) = 0.
Onpose D(P1,P3) =3 o Pi({w})In (Pl({w})) avec la convention 01ln 0 = 0.

{w})
« Montrer que D(P{,P5) >0

2
« Montrer que (Zweg \/P1({w})P2({w})> > ¢~ D(P1,P2),
« Conclure.
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Exercice 191 [ENS PSI 2025 # 191] Soientn > 2etp € {1,...,n}. Soit A € M, ,(R) telle que AT A est inversible. On pose
P=A(ATA)~ AT,

On considére des variables aléatoires i.i.d. (21)1<k<n d’espérance nulle et ayant un moment d’ordre 4. On pose 0 = /V(z1) et
Z=(z1...2,)T.

On considére une matrice colonne Xy € M, 1(R).Onpose Y = AXg+ZetX = (ATA)"*ATY.Onposeenfin T = || A(X — Xo)|
ou || || est la norme euclidienne usuelle sur M, ; (R).

2

>

1. Montrer que rg(A) = p.

2. Montrer que P est un projecteur orthogonal de rang p. Déterminer son image et son noyau.
3. Montrer que T’ = ZT PZ.

4. On note P, ; les coefficients de P. On pose 71 = Y i, P iz2etTy =2 Zl§i<j§n P; jziz;.

Exprimer E(T}), E(T5) et E(T1T%) en fonction de o et p.
1. Déterminer E(T?) et E(T%).

2. En déduire 'espérance et la variance de T'.
Exercice 192 [ENS PSI 2025 # 192] Soit Y une variable aléatoire. On dit que Y est k-divisible (k € N*) s’il existe un vecteur aléatoire

(X1,...,Xg) oules X; sont i.i.d. tel que Y ~ (X7 + - -- + X,;). On dit que Y est infiniment divisible si elle est k-divisible pour tout
ke N*.
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendante suivant les lois de Poisson de paramétres respectifs A et v. Donner la loi
de X+Y. En déduire que si Y ~ P(\) alors Y est infiniment divisible.

2. Soit Y une variable aléatoire. On suppose qu’il existe A> 0 tel que P(Y € [— A, A]) = 1 et que Y est k-divisible pour un certain
ke N*.OnadoncY ~ (X; +--- + Xj) oules X; sont i.i.d.

« Montrer que, pour tout i, P(X; € [-A/k, A/k]) = 1.
« Montrer que, pour tout i € [1, k], V(X;) < (£) ? En déduire une majoration de V(Y).
« Que peut-on dire si la variable aléatoire Y vérifie P(Y € [—A, A]) = 1 et qu’elle est infiniment divisible ?
3. Soient p €]0, 1] et Y une variable aléatoire suivant B(\). Si k¥ > 2, montrer que Y n’est pas k divisible.
4. Soient p €]0,1[, n € N* et Y une variable aléatoire suivant B(n, p). Pour quelles valeurs de k& € N* la variable aléatoire Y’
est-elle k-divisible ?

Exercice 193 [ENS PSI 2025 # 193] On dit que le spectre d’une matrice est simple lorsque toutes les valeurs propres de la matrice

b/% l;) € My +1(R), avec A € M, (R), b € R™ considéré comme un vecteur colonne et

¢ € R.L’objectif des deux premiéres questions est d’établir une démonstration de la proposition suivante : si le spectre de M n’est pas
simple, alors b est orthogonal a un des vecteurs propres Soit A une valeur propre non simple de M.

sont simples. Soit n € N. Posons M = (

1. Montrer que I'on dispose de v € R™, un vecteur propre de M, associé a la valeur propre A, tel que v, 11 = 0.

2. Montrer que A est aussi valeur propre de A et conclure.

Notons
2 0 0 X
10 1 X5 X5
N=10 x, -1 x,|¢M®

X Xo X3 Xy
ou les X; sont des variables aléatoires indé-
1. On note B I'événement : « le spectre de N est simple ». Montrer que P(B) > 3p32p*.

Exercice 194 [ENS PSI 2025 # 194] Soit (X,,),>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1,1}.
Pour

n € N*
,soient S, = > ¢ XpetY, =5, % oua > 3/4.
1.« Pour (i,4,k,¢) € [1,n]*, calculer E(X; X, X} Xy).

En déduire E(S2).
Soit (1)k>1 une suite de réels > 0 et By, , = Uy epn iy (S| = 1)

Montrer que
k2
P(B,,) <3 > .

L
k€[n,n+p]

1
.

Exprimer Y,, en fonction des Sj.

Montrer que (Y;,) converge presque slirement.

Exercice 195 [ENS PSI 2025 # 195] 1. Soit f € C1(RT*,R) convexe.
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« Soit ty € RT*. Montrer qu’il existe ¢ affine telle que V¢ € R™* : f(t) > g(t) et f(to) = g(to).
« Soit Z une variable aléatoire réelle telle que Z et f(Z) sont d’espérance finie. Montrer que f(E(Z)) < E(f(2)).

2. Pour X variable aléatoire réelle et t € R, on pose si possible ¥ x (t) = In(E(e'X)). Calculer ¥ x lorsque X suit la loi de Poisson
de parametre \.

3. Pour X variable aléatoire discréte réelle et § € R, on pose ® x (#) = sup,cg+ (t0¥ x (¢)).
« Montrer que ®x est positive et convexe sur son ensemble de définition.
« Montrer que @ x est définie en ;1 = E(X) et que ®x () = 0.
« Montrer que ®x est décroissante pour 6 < p et croissante pour 6 > p.
4. On suppose que X ~ P()\).
« Calculer .
« Donner un majorant de P(X > 2)).

II) ENS PC AUTRE

Exercice 196 [ENS PC 2025 # 196] Pour n € N*, calculer le module de ZZ;S exp <%)

Exercice 197 [ENS PC 2025 # 197] Soit A = (a; ;j)1<i,j<n € Mn(R). Montrer : tr(A?) < doi<ij<n aj ;. Cas d’égalité ?
Exercice 198 [ENS PC 2025 # 198] Soient

(6751 0 0
D= 0

0

0 0 «
0 0 1
0 --- 0 0

et FF =1 . .| e Mu(R).

0 --- 0 0

Pour k € N, calculer (D + F)k
Exercice 199 [ENS PC 2025 # 199] Soit ¢ € £(M,,(R),R) telle que : V(A, B) € M, (R)?, p(AB) = ¢(BA). Montrer qu’il existe
B € Rtel que p = S tr.
Exercice 200 [ENS PC 2025 # 200] Soit (Ay,...,A,) € M, (R)™. Existe-t-il nécessairement (e1,...,&,) € {—1,1}" tel que :
tr ((2?21 5iAi)2) > 3o tr (A7)?
Exercice 201 [ENS PC 2025 # 201] Soit R : K[X] — K[X] définie par R(0) = 0 et, pour tout polynéme P € K[X] de degré n, R(P) =
X"P (3).

1. L’application R est-elle linéaire ? bijective ?

2. Trouver tous les polynoémes P tels que R(P’) = R(P)’.
Exercice 202 [ENS PC 2025 # 202] Soient M et N € M5(C) telle que M? = N? = 0 et MN + NM = I,. Montrer qu’il existe
P € GLy(C) telle que M = PEy 3P~ ' et N = PE, 1 P71
Exercice 203 [ENS PC 2025 # 203] Soit (A, ..., An) € GL,(R)™ tel que, V(i, j) € [1,m]% A;A; € {Ai,..., Ay} Montrer que
|det(A,;)| = 1 pour tout j € [1,m)].
Exercice 204 [ENS PC 2025 # 204] Soit N € M,,(R) nilpotente. On pose fy : t > > 40 t* N*.

1. Montrer que fy est bien définie sur R.
2. Montrer que si fyy s’annule alors N = 0.
Exercice 205 [ENS PC 2025 # 205] Soient A, B € S»(R) et C € M3(R). On note, pour X,Y € M3 (R), [X, Y] = XY - YX. Montrer
que [[4, B]%,C] = 0.
Exercice 206 [ENS PC 2025 # 206] Soit A € M,,(R). On note E = {AM, M € M, (R)}. Déterminer la dimension de E.
Exercice 207 [ENS PC 2025 # 207] 1. Soient A, B, C des espaces vectoriels. On note A EENy - JENYS! lorsque f1 € L(A,B), f2 €
L(B,C) et Im(f1) = Ker(f2). Que peut-on dire si A = {0}? si C = {0} ?b) Soient A, B, C, D, E, F des espaces vectoriels.
On suppose que
ou hj et h3 sont des isomorphismes et ou hy o f1 = g1 0 hy et hg o fo = g2 0 hy. Montrer que ho est un isomorphisme.
Exercice 208 [ENS PC 2025 # 208] Soit n € N*. Montrer qu’il existe k € N* et Py, ..., P des éléments de R[X] qui ne sont pas des
mondmes tels que VA € GL,(R),3i € [1,k], P;,(A) € GL,(R).
Exercice 209 [ENS PC 2025 # 209] Soient A et B € M,,(R), avecrg A = petrg B = ¢. Déterminer les valeurs possibles de rg(AB).

Exercice 210 [ENSPC 2025 # 210] Soit (A4, B) € M,,(R)? sans valeur propre complexe commune. Montrer que ® : M — AM —M B
est un automorphisme de M, (R).
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Exercice 211 [ENS PC 2025 # 211] On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soient A € M,, ,(R) avecn > p > rg(A)
et b € R™. Déterminer les z € RP tels que || Azb|| = minycrs [|Ayb||.

Exercice 212 [ENS PC 2025 # 212] Soient E un espace euclidien et p,q € L(FE) deux projecteurs orthogonaux qui commutent.
Montrer que p o g est un projecteur orthogonal.

A
Exercice 213 [ENS PC 2025 # 213] Soient A € S,,(R), a € Retxz € R". On pose M = %7‘%-

Onnote \; < --- < )\, les valeurs propres de A et p; < -+ <y, < 41 les valeurs propres de M. Montrer que p11 < Ay < -+ <
P < An < flngte

Exercice 214 [ENS PC 2025 # 214] Soitn € N*. Lorsque (4, B) € S,,(R)%, onnote A < Bsi B—A € S}(R).Onpose ® : A +— AT A
définie sur M, (R). Montrer que ® est convexe, c’est-a-dire : V(A4, B) € M,,(R)2, VA € [0,1], ® (1 = \)A+AB) < (1-\)®(A) +
AD(B).

1) Analyse
Exercice 215 [ENS PC 2025 # 215] Caractériser les matrices M € Mo(R) pour lesquellesil existe X € R? tel que lim,,—, 4 o0 [|M" X || =
+o00.

Exercice 216 [ENS PC 2025 # 216] Soit d € N*. Pour toutes matrices A et B dans M 4(R) on définit [A,B] = AB BA. Soient A et B
dans M4(R). Soit (F},)nen la suite de matrices définie par Fy = B et, pour tout p € N, F,,11 = [A, F}].

1. Montrer que, pour tout n > 0, il existe des réels co.n, C1,n, - - - , Cn,n tels que

n
Fo=Y cinA"'BA’
i=0

.b) Soit A € §4(R). Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour que la suite (F,) tende vers la matrice nulle, et
ce quelle que soit la matrice B a partir de laquelle la suite (F},) a été construite.
Exercice 217 [ENS PC 2025 # 217] Soit  €]0, 1. Soit (z,,)n>1 € (RT)N telle que Vn € N, 41 < @, + 2177, Montrer qu’il existe
d> 0 tel que, pour tout n € N, z,, < dn'/".
Exercice 218 [ENS PC 2025 # 218] Soient (x,,) et (y,,) deux suites réelles.

1. Onpose:Vn € Ny, = Tp41 — . Si Yy, — 0, la suite (x,,) converge-t-elle nécessairement ?

2. Onpose:Vn € Ny, = xpq1 — %xn Montrer que, si y, — 0, alors z,, — 0.
Exercice 219 [ENS PC 2025 # 219] Soient a € R et (2, N) (n, N)en2 une suite double réelle.
On suppose que, pour tout N € N, lim,, 1 o T,y = . Montrer qu’'il existe (N,,),en € NN croissante telle que lim,, 1 oo TN, =
Exercice 220 [ENS PC 2025 # 220] Soit (u,,) € (RT*)N telle que > u,, diverge.

1. Montrer que Z 5z converge.

Un
(u1 - +tun

1. Montrer que ) diverge.

rES——
c. Soit (z,,) € (RJ:*) . On suppose, que pour toute (y,,) € (R**)N, 1a convergence de > y2 implique celle de > x,,9,,. Montrer
que > 2 converge.
Exercice 221 [ENS PC 2025 # 221] Soienta > 0 et f € C°([0, +00[,R) telle que Vx € R, |f(z) — 1| <
Montrer qu’il existe g € C°([0, +0o[R) telle que Vz € R, f(z) = g(x)g(x + a).
Exercice 222 [ENS PC 2025 # 222] 1. Déterminer les fonctions f: RT* — R continues telles que, pour tous z,y € R™™, f(xy) =
f(x) + f(y).
2. Déterminer les fonctions f: RT™ — R continues telles que, pour tous =,y € R™™, f(xy) = f(x) f(y).
Exercice 223 [ENS PC 2025 # 223] Soit f € C%(R,R™) telle que f” est bornée sur R. Montrer qu’il existe C' € R tel que, pour tout
z €R, (f'(2))* < Cf(a).
Exercice 224 [ENS PC 2025 # 224] Soit f € C%(R,R). On suppose que f, f’ et f” sont bornées sur R. Montrer que lim. _,0 Sup, cg M
0.

Exercice 225 [ENS PC 2025 # 225] Soit f € C°(R,R) qui tend vers 0 en —co et en +0o et telle que la famille de fonctions (f,z
fle+1),z— f(x+2)) estliée. Que dire de {?

Exercice 226 [ENS PC 2025 # 227] Soient

_1
1+xz2°

a,beR

aveca < bet f € C}(R,R™) intégrable.
On suppose the
a,beR
aveca < b € f € C (R,R") integrable.
On suppose que :
Vz € [a,b], f'(z) >1

_(ba)')
5 !

. Peut-on avoir [ f
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Exercice 227 [ENS PC 2025 # 228] Trouver toutes les
fec’([0,1],RY)

telles que fol f= fol % =1
Exercice 228 [ENS PC 2025 # 229] Soient
a<b

deux réels. a. Soit » € C?([a, b)), R) telle que || > 1 et ¢” > 0.
1. Soit
¢ € C*([a,b]),R

) telle que |¢’| > 1 et " > 0. Montrer que, pour tout A > 0, f; cos(Ap(x)) da:’ < %.

b. Montrer que, pour tout
¢ € C*([a,b],R)

et pour tout a > 0, si |¢'| > acet p” > 0 alors

b
4
3 < I

/a cos(Ap(z)) dz| < =
.. Soit € C*([a, b],R) telle que " > 1.
Montrer que, pour tout

A>0
, ’f: cos(Ap(x))dx| < %.
d. Soit
€ C*([a,b],R)

,ouk € N*, telle que gp(k) > 1.

C
< =

Trouver C' > 0 et a > 0 tels que VA > 0, S 1@

/ab cos(Ap(z))dx

Exercice 229 [ENS PC 2025 # 230] Soit £ un sous-espace vectoriel de dimension 4 de C°(R,R). On note L>°(R,R) I'espace des
fonctions bornées et L?(R, R) I'espace des fonctions de carré intégrable.

I’espace des fonctions bornées et
L*(R,R)
I'espace des fonctions de carré intégrable. a. On suppose qu’il existe un sous espace vectoriel G de E constitué de fonctions bornées
sur
Rt
tel que E = Vect(xz — e”) + Vect(z — e™*) + G et que la seule fonction dans G qui soit de carré intégrable sur R est la fonction
nulle. Montrer que £ N L?(R,R) = {0}.

1. On suppose que F vérifie les hypothéses de la question a) et qu’on dispose de deux sousespaces F; et F5 de E tels que dim
Fy} = dim F, = 2, que toutes les fonctions de F; sont bornées sur R™, et que la seule fonction de F5 bornée sur R™ est la
fonction nulle. Montrer que dim(F N L>*(R,R)) = 1.

Exercice 230 [ENS PC 2025 # 231] On définit (f,,)nen par :

Ot +1)

Yz €R, fo(z) =e "etVn e N, Ve eR, fn+1(x):/ et dt

o 142

1. Montrer que (fy,)nen est bien définie.
2. Montrer que ) f,, converge sur un intervalle [, +00[, ol z¢ est judicieusement choisi.

Exercice 231 [ENS PC 2025 # 232] 1. Soient f une fonction développable en série entiére sur R et .J une partie finie
On suppose que f)(0) =0sii ¢ Jet f)(1) =0sii € J. Que dire de f?
1. La propriété est-elle encore vérifiée si J est une partie infinie de N ?

Exercice 232 [ENS PC 2025 # 233] Pour a > 0, on pose f(a) = 0+OO m

1. Justifier la définition de f(a).
2. Montrer que f(a) = O (122).

a

Exercice 233 [ENS PC 2025 # 234] Montrer que V¢t € R, fj:oo cos(tz) exp(—a?)dz = /T exp (—12?).
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Exercice 234 [ENS PC 2025 # 235] Pour n € N, donner un équivalent de A, ( fo sin?(xt) 2"~ 2 dx lorsque t — —+o0.
Exercice 235 [ENS PC 2025 # 236] Soit h € C°([0, 1], R) telle que h(0) = h(l) =0et f:2 € R h(z)lpy(z). Soitg: y € R
Jo le =yl f (@)de

1. Montrer que g est deux fois dérivable et que Vz € R, ¢ (z) = 2f(x).

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit bornée.
Exercice 236 [ENS PC 2025 # 237] Soit h € C!(R,R) telle que Vz € R, |h(z)| <
de f_+°° fj;: o(z,y) dz dy ot ¢(z,y) = M siz 75 y, et

Exercice 237 [ENS PC 2025 # 238] Soit, pour z € R, f(z fo e~ Y cos(zy) dy.

1. Calculer explicitement f.

et |W/(z)| < . Montrer la convergence

1
1+\f'3| 1+[a[Z

2. Montrer que, pour tout k£ € N, la dérivée k-iéme de f est bornée par k!.
3. En quels points z y a-t-il égalité entre k! et | f(¥) ()| ?
Exercice 238 [ENS PC 2025 # 239] 1. Donner les solutions de I’équation différentielle : 2’/ — z = cos(2t).

2. Soient ¢ > O et f: R — R une fonction continue telle que f(¢) = 0 pour tout ¢ vérifiant |t| > c¢. Montrer qu’il existe une unique
solution de I’équation différentielle 2"/ — z = f(¢) vérifiant lim; , 4 z(¢t) = 0.

2) Géomeétrie
Exercice 239 [ENS PC 2025 # 240] Soit f: € R+ az® + bz + ¢, avec (a,b,c) € R¥eta>0.Onpose E = {(z,y) € R%,y > f(z)}
etC = {(z, f(z)) : = € R}. Soient v un vecteur non nul du plan, X € Fet A = {X + Mv : A € R}. Montrer que A N C est non vide.
Exercice 240 [ENS PC 2025 # 241] 1. Soit ABC un « vrai » triangle tel que ABC soit aigu (et non droit).Montrer que : AC? <
AB?% + BC?.
2. Soient ey, 5 et ez des vecteurs non nuls orthogonaux de R3. On pose : d; = {te1;t > 0}, do = {tes;t > 0}, d3 = {te3;t > 0}.
Montrer que tout triangle A; A3 A3, ol A; € d;, est aigu, c’est-a-dire que ses trois angles sont aigus.

3) Probabilités
Exercice 241 [ENS PC 2025 # 242] Deux joueurs de tennis sont de méme niveau. Ils disputent un match. Quelle est la probabilité que
le match se termine par un tie-break ?

Exercice 242 [ENS PC 2025 # 243] On lance n fois une piéce avec une probabilité p d’obtenir face. On pose A,, : « on n’obtient jamais
deux faces de suite ». Donner un équivalent de P(A4,,).

Exercice 243 [ENS PC 2025 # 244] On considére une urne contenant initialement n+1 boules : n blanches et une rouge. On tire une
par une des boules dans 'urne. Si on tire la boule rouge, on s’arréte, sinon on a une chance sur deux de remette la boule et continuer,
une chance sur deux de s’arréter. On pose X, le nombre de boules tirées lorsque 'on s’arréte. Donner E(X,).

Exercice 244 [ENS PC 2025 # 245] Soit N une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. On lance NV fois une
piéce équilibrée. Quelle est la probabilité qu'on obtienne un nombre pair de face ?

Exercice 245 [ENS PC 2025 # 246] Soit S,, I’ensemble des permutations de [1, n] muni de la probabilité uniforme.
1. Donner la loi de la variable aléatoire K qui donne la taille du cycle contenant 1.
2. Déterminer 'espérance et la variance du nombre N de cycles.

Exercice 246 [ENS PC 2025 # 247] Soit o une permutation aléatoire de [1, 2n] suivant la loi uniforme.

On pose
n—1
Y =) o(2i) — o(2i + 1)
i=0
. Calculer E(Y").

Exercice 247 [ENS PC 2025 # 248] Soient Y, Z deux variables aléatoires & valeurs dans [0, n]. Montrer que si, pour tous P, Q € R[X]
de degré n, E(P(Y)|Q(Z)) = E(P(Y))|E(Q(Z)), alors Y et Z sont indépendantes.

Exercice 248 [ENS PC 2025 # 249] Soit d € N*. Soient Ay, ..., Ay des variables aléatoires indépendantes. On suppose que, pour tout
k € N*, Ay, suitlaloi géométrique de parameétre 1/(k+1). Onnote P ="} _; A, X* et R la variable aléatoire la loi telle que, conditionnelleme
Calculer E(R).

Exercice 249 [ENS PC 2025 # 250] Soit a > 0. Soit f une fonction de classe C? sur R telle que f”” > 2a. Soit X une variable aléatoire
a valeurs réelles et admettant une variance. Montrer que E(f (X)) f(E(X)) > aV(X).

Exercice 250 [ENS PC 2025 # 251] Un mobile se déplace sur I’axe des réels. Soit € > 0. Son mouvement est décrit par une fonction
2 dérivable sur tous les intervalles [n, n+1] et y vérifiant 2’ (t) = e2(t), admettant en chaque n € N* une limite finie a gauche x(n ™)
et une limite finie & droite z(n™), et telle que x(0) = 0.

Soit T € N. A chaque instant t = n € [0, 7], on lance une piéce équilibrée. Si on fait Pile z(n*) = z(n~) + n, si on fait Face
x(n™) = x(n~) — n, avec la convention (0~ ) = 0. Montrer qu’il existe ¢ > 0 assez grand tel que, pour tout 7' € N, x reste de signe
constant sur [0, T].

Exercice 251 [ENS PC 2025 # 252] Soient n € N* et X ~ U([1,n]*). On note X = (X1, X5). On pose Yy = 0 et, pour k €
[0,n — 1], Yit1(w) = Yi(w) + 2 51 X7 (w) < ket Xo(w) > Yx, (w), et Yiq1(w) =0 Yy (w) + 1 sinon.
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1. Justifier que Y}, est bien définie pour 0 < k < n.
E(Yn))

o .

2. Déterminer la limite de (

Exercice 252 [ENS PC 2025 # 253] Soient n et d dans N*. On note [—n, n]? I'ensemble des vecteurs de R? dont les composantes sont

des entiers compris entre -n et n. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—n,n]%.

1. Déterminer E(||X||1) et en trouver un équivalent lorsque n — +o0.

2. Déterminer E(]| X || ) et en trouver un équivalent lorsque n — +o0.
Exercice 253 [ENS PC 2025 # 254] Soient d € N* et (Xi,...,X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans [1,d].
On note pr, = P(X; = k). Soit Ny, la variable aléatoire égale au nombre de fois que la valeur k est obtenue. Donner la matrice
(Cov(N;, Nj))1<i,j<n et préciser son rang.
Exercice 254 [ENS PC 2025 # 255] 1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1, 1}.
Montrer que, pour touty € R, E (eVX) < e/,
Soit (X, )n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1,1}. Soient (¢, ),>1 € RN". Pour N € N*, on pose
Y= X1+ - +envXn.

1. Montrer que, pour tout ¢ > 0, E(e/Y~) < et (citetel)/2,

A2
(2. 12y
2T Fed)

¢) Soit A > 0. Montrer que P(|Yy| > \) < 2e

d) Montrer que N'O P(| X + --- 4+ Xpn| > N3/%) N_+> 0.
—>+00

IV) X MP XENS
1) Algebre
Exercice 255 [X MP 2025 # 256] Pour quels entiers n € N* le nombre réel cos (27“) est-il rationnel ?
Exercice 256 [X MP 2025 # 257] On étudie I'équation 22 + 32> = N (1 + zy) d’inconnue (x,y) € Z?, ou N € N.
1. Traiter les cas z =y, N = 0, N = 1.- b) On suppose N > 2 et on se donne (x,y) solution avec x # y. Montrer qu’on peut se
ramener & x > y > 0. Montrer qu’il existe z € Z tel que (y, z) soit solution et tel que y > 2.
En déduire que N est un carré parfait.
1. On considére maintenant I’équation 2% + 4> = —N(1 + 2y) dans Z2. En adaptant la méthode précédente, trouver tous les
couples solutions.
Exercice 257 [X MP 2025 # 258] Soient a € N aveca > 2 et P = X2 + X + a. On suppose que, pour tout n € [0, a — 1], P(n) est
premier. Soit k € [1,a — 2].
1. Montrer que si k+1 est un carré alors P(a+k) n’est pas premier.
2. Montrer que si P(a+k) n’est pas premier alors k+1 est un carré.
Exercice 258 [X MP 2025 # 259] 1. Soit f: R — R de classe C! et 1-périodique. On suppose qu’il existe « € R\ Q et y € R tels
que:Vz € R,Vn € N,>°)_, f(z + ka) < >°}_, f(y + ka). Montrer que f est constante.
2. Soient p un nombre premier et n € N*. Déterminer la valuation p-adique de n!.
3. Soient m, k € N*. Montrer que 1_[]517((2]%;))

j=1
Exercice 259 [X MP 2025 # 260] Soit n € N*. Pour une partie I de [1, n], on appelle composante de I tout sous-ensemble maximal
de I formé d’entiers consécutifs. On note c(I) le nombre de composantes de I.

eN.

1. Une permutation o € S, est dite i-adaptée lorsque, pour tout 7 € I, les entiers o (i) et (i + 1) sont consécutifs. Dénombrer les
permutations I-adaptées en fonction de |I| et c(I).

2. Soient ¢ € N* et p € [1, n]. Dénombrer les parties I de [1, n] telles que [I| = p et ¢(I) = c.

Exercice 260 [X MP 2025 # 261] Soient (an)n>0 €t (bn)n>0 deux suites d’entiers relatifs. On dit que les deux séries entiéres

+© a, n 40 by n . — +o0 ay n — +0 by 0
Domeo 2 ety )7 2n2™ sont congrues modulo m si a, = b, mod m pour tout n > 0. On note alors ) ") “n 2 e 3%
mod m.

. . z _ 1\p—1 — +oo Lnp—1)
1. Soit p un nombre premier. Montrer que (e* — 1)P~' =3 "7/ =ty mod p.

2. Soit m > 4 un entier non premier.
Montrer que m divise (m-1)!, et que (¢ — 1)1 =0 mod m.
Exercice 261 [X MP 2025 # 262] Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsque H # G et aucun sous-groupe
de G n’est compris strictement entre H et G. Soit n > 2.
1. Montrer que {0 € S,,, (o) = 1} est un sous-groupe maximal de S,,.
2. Soit k € [1,n]. Montrer que {o € S,,, o(k) = k} est un sous-groupe maximal de S,,.
1G]

3. On suppose que G est fini, et on se donne un sous-groupe H de G tel que TH] soit un nombre premier. Montrer que H est

maximal.
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Exercice 262 [X MP 2025 # 263] Soit ¢ un morphisme de groupes de ZN dans Z nul sur I'ensemble Z(\) des suites presque nulles.
Montrer que ¢ est nul.

Exercice 263 [X MP 2025 # 264] On pose
12 452
o=

13

1. Montrer que « n’est pas une racine de 'unité.

2. Le nombre « est-il racine d’un polynéme unitaire a coefficients dans Q? dans Z?

3. Soit o € C tel que « soit racine d’un polyndme unitaire a coefficients entiers dont toutes les racines complexes sont de module
1. Montrer que « est racine de l'unité.

Exercice 264 [X MP 2025 # 265] 1. Soient P, Q € C[X] premiers entre eux, z € C une racine de A = P? + Q2. Est-ce que z est
racine de B = P2 + Q"?? Que dire si z est racine multiple de A?

a) Montrer que, si P € R[X], P s’écrit U? + V2 avec U et V dans R[X] si et seulement si

Vx € R, P(z) > 0.
1. Montrer que tout P € C[X] s’écrit U? + V2 avec U et V dans C[X] si et seulement s c¢) Montrer que tout P € C[X] s’écrit
U? + V?avec U et V dans C[X].
2. Est-ce que tout polynéme P € C[X] peut s’écrire U2 + V3 avec U et V dans C[X]? Ind. Montrera que le plus petit facteur
premier p de P(a+k) est supérieur ou égal a a, puis que P(a+k-p)=p.
Exercice 265 [X MP 2025 # 266] On admet le résultat suivant. Soient ¢ € C, U un voisinage de ¢ dans C, f: U — C développable

en série entiére au voisinage de c et telle que f(z) = O((z — ¢)*). Alors il existe 7 > 0 et 21,..., 20, € U distincts tels que :
Vi e [1,2k], f(z;) € Ret|c—zi| =

1. Soient A, B € R[X] \ {0}. On suppose que les polynémes non nuls de Vect(A, B) sont scindés dans R[X]. Montrer qu’entre

deux racines de A (au sens large) se trouve au moins une racine de B.

2. Démontrer le résultat admis.
Exercice 266 [X MP 2025 # 267] Soient F' € R(X), A={z € Q,F(z) eQ}et A ={x € Z F(x) € Z}.

1. On suppose A infini. Montrer que F' € Q(X).

2. On suppose A’ infini. Que peut-on dire de F'?
Exercice 267 [X MP 2025 # 268] Soit f = >_;'_, cxX* un polyndme de degré n a coefficients entiers et dont toutes les racines
complexes appartiennent & Q*. On pose H = max(|col, ..., |cn]).

1. Montrer que pour le complexe i on a | f(i)|? < H? ("72 +n+ 1).

2. Montrer que |f(7)] < 2™.

3. En déduire que sin > 10 alors n < 5log,(H).
Exercice 268 [X MP 2025 # 269] Soient A, B € M,,(R) de rang 1 telles que Tr(A) = Tr(B). Montrer que A et B sont semblables.

Exercice 269 [X MP 2025 # 270] Soient A et B appartenant & M, (R), on note k£ = dim Ker(AB). Quelles sont les valeurs possibles
pour la dimension de Ker(BA)?

Exercice 270 [X MP 2025 # 271] Soientn € N* et C,, = {—1,1}". Onpose H = {f € L(R"), f(Cy,) = C,}. Montrer que H est
un groupe pour la loi de composition et déterminer son cardinal.

Exercice 271 [X MP 2025 # 272] Soient X,Y € M3(K) ot K est un sous-corps de C. Montrer que la matrice A = XY + Y X —
tr(X)Y —tr(YV)X + (tr(X) tr(Y) — tr(XY))I; est nulle.

Exercice 272 [X MP 2025 # 273] Soientn € N*, P et ) dans C[X] tels que P soit scindé a racines simples, deg P = n et deg Q < n.
On admet qu’il existe une matrice B = (bi,j)ogi,jgnfl telle que, pour tout (x,y) € C? avec x # y, on ait

P(r)Q(y) — Py)Q(x) 3

r—1Y -

ol d
by jx'y
0<i,j<n—1

Montrer que dim Ker B = |[{z € C, P(z) = Q(z) = 0}|.
Exercice 273 [X MP 2025 # 274] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u et v dans L(E), c=uov — v owu, on
suppose rgc = 1.

1. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de c est égale a I, _1 .

2. Montrer que pour tout k¥ € N, u*(Im ¢) C Kerec.
3. Montrer que X, n’est pas irréductible dans K[ X].
4

. Soitu € L(F), F un sous-espace vectoriel de E non trivial tel que u(F') C F. Montrer que X, n’est pas irréductible dans K[ X].
Etudier la réciproque.

Exercice 274 [X MP 2025 # 275] On fixe un entier n > 1 et, pour k € [1,n], on note Ry, 'ensemble des matrices de rang k de M, (R).
1. Montrer que Ry = {XY 7T (X,Y) € (R*\ {0})?}.
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2. Montrer que R est 'ensemble des matrices de la forme X;Y;" + X,V avec (X1, X2) et (Y7, Yz) couples libres de vecteurs
de R™.
3. Soit M € R.Décrire 'ensemble des couples (X,Y) € (R™)? tels que M = XYT.
4. Soit p € L(M,(R)) conservant le rang.
Soient X1, Xo,Y, dans R \ {0} et P1, P5, Q1, Q2 dans R™ tels que o(X1Yy) = PiQT et o(X2Yy) = PQ1L, avec (P1, P,) libre.
Montrer qu’il existe A € GL,,(R) et Qo € R™ \ {0} tels que VX € R™, ¢ (XY{) = AXQF.
Exercice 275 [X MP 2025 # 276] Soitn € N avecn > 2. Pour k € [0,n], on pose N(k) = {N = (n; ;)1<ij<n € Myn(C) : Vi,j €
1,n],i>j—k = N,; =0}etT(k)={IL,+ N;N e N(k)}.
1. Montrer que, pour tout k € [0, n], T'(k) est un sous groupe de GL, (C).
2. Construire pour, k¥ € [0,n — 1], un morphisme de groupes ¢y, : T'(k) — G(k) ou G(k) est un groupe abélien bien choisi tel
que Ker(p(k)) =T(k+1).
3. Pour un groupe G, on note D(G) le sous-groupe engendré par {ghg~'h~'; g, h € G'}. Montrer que T'(0) est résoluble i.e. qu’il
existe ¢ € N tel que D9(T°(0)) = {I,.}.
Exercice 276 [X MP 2025 # 277] 1. Soit D € M,,(C) une matrice diagonale a coefficients diagonaux distincts. Montrer que ’en-
semble des X € M,,(C) telles que X? = D est fini non vide, déterminer son cardinal.
2. Soit N € M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe X € M,,(C) telle que X2 = I, + N.

Exercice 277 [X MP 2025 # 278] Pour A € M,,(C) on pose R(A) = {M € M, (C), M? = A}.

Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R(I,,) non semblables deux a deux a deux.
On suppose A diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déterminer le cardinal de R(A).

Est-il vrai que, si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont?

Toute matrice A de M,,(C) admet-elle une racine carrée ?

AN e

On pose U,, = {I,, + N, N nilpotente}. Montrer que toute matrice A de U,, admet une unique racine carrée dans U,,.

Exercice 278 [X MP 2025 # 279] Pour n € N*, onpose TA =sup{r € N;3A;,..., A, € M, (C),Vi, A? = I, et Vi # j, AA; =
—A;A;}

1. Sin est impair, montrer que ZA(n) = 1.

2. Soient s,t € N. Montrer que ZA(2°(2t + 1)) = 2s + 1.
Exercice 279 [X MP 2025 # 280] 1. Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante

sur A pour qu'il existe z € R" tel que (z, Az, ..., A" 1x) soit une base de R™.
2. Soient
b1,b2,b3 €R
by 0 0
et M = 1 bQ 0
0 1 b3

« A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?
« A quelle condition existe-t-il z € R® tel que (x, Mz, M?z) soit une base de R®?
« On suppose que bbbz = 1. Montrer qu’il existe un unique (a1, az) € R? tel que M soit semblable a la matrice

ay; az 1
M=(1 0 0
0 1 0

Exercice 280 [X MP 2025 # 281] $ $ Soient V un C -espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(V').
1. On suppose que G = GL(V). Que vaut Vect(G) ? La réciproque est-elle vraie ?
On suppose maintenant que, pour tout g € G, g id est nilpotent.
1. Quels sont les éléments diagonalisables de G?
2. On suppose que G est fini et que Vect(G) = L(V). Quelle est la dimension de V?
3. Si G n’est plus fini mais que Vect(G) = L(V), quelle est la dimension de V?

Exercice 281 [X MP 2025 # 282] 1. Soit Y a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Soit M € M 4(C) une matrice
complexe dont les valeurs propres sont de module strictement inférieur & R. Montrer que Y a,, M™ converge.

2. Existe-t-il une série entiére > a, 2™ de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
et admettant une valeur propre de module R, la série Y a,, M™ diverge?

3. Existe-t-il une série entiére > a, 2" de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
admettant une valeur propre de module R, la série ) a,, M™ converge ?d) Soit f: z — Z:Z% a, 2" la somme d’une série entiére
de rayon de convergence R > 0.
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On pose

—+oo
f®) 2 Zn(n—l)...(n—k+1)anz".
n==k
Soit M € M4(C) de polyndme caractéristique xar = [],_; (X — A\;)® ot les \; sont distincts
et de module < R et les a;; dans N*.

« Montrer P’existence de P € C[X] tel que

Vi € [1,7],Vk € [0,a51], fF (X)) = PRI ().
« On suppose que M est diagonalisable. Montrer que f(M) = P(M).
« Est-ce toujours le cas si on ne suppose plus M diagonalisable ?
Exercice 282 [X MP 2025 # 283] Soient £ = C%([—1, 1], C), g une surjection continue croissante de [-1,1] sur luiméme. On considére
F un sous-espace vectoriel de F de dimension finie stable par f — f o g. On note ¢ 'endomorphisme de F' défini par ¢ : f — fog.
1. Montrer que 1 est la seule valeur propre de ¢.
2. En déduire que ¢ = idp.
3. Que peut-on dire des valeurs propres possibles de ¢ si g n’est plus supposée surjective ?
Exercice 283 [X MP 2025 # 284] Soit p un nombre premier, A et B appartenant a M., (Z). Démontrer que tr((A+ B)?) = tr(A?P) +
tr(BP) (mod p).
Exercice 284 [X MP 2025 # 285] Soient n € N* et H un sous-espace vectoriel de M,,(C) stable par produit matriciel. On note
D={0eL(H):V(A, B) e H? 6(AB) = 6(A)B + A(B)}.
1. Soit C' € H. Montrer que § : A — CAAC est dans D, et exprimer simplement €.
2. Soit § € D. Montrer que VA, B € H, e’ (AB) = ¢°(A)e’ (B).
3. Retrouver le résultat de la question précédente en considérant I'application f: t € R — e (e'?(A)e'(B)) et en calculant f.
4.

Soit § € D.Pour A € C, on note H) le sous-espace caractéristique de § associé & A (éventuellement {0}). Soient A, u € C,
A€ HyetB € H, Montrer que AB € Hy4,.

Exercice 285 [X MP 2025 # 286] 1. Soient k, m,n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit (vy, ..., v,)
une famille de vecteurs unitaires de R™ tels que (v;, v;) < —1/k pour tous ¢,jdistincts. Montrer que n < k + 1.

2. Montrer qu’il existe une famille (vy, ..., vg+1) de vecteurs unitaires de R¥ tels que (v;,v;) = —1/k pour tous 4, j distincts.
Exercice 286 [X MP 2025 # 287] Soit E' un R -espace vectoriel de dimension finie.
1. Soit f € L(E). Montrer que Tr(fid) = 0 et rg(f id) = 1 si et seulement s’il existe a € F et £ € E* tel que £(a) = 0 et f = id+ la.
On dit alors que f est une transvection.
Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire telle que : Vo € E'\ {0}, 3y € E, o(x,y) # 0etV(x,y) € E%, o(y,x) = —p(x, ).
Soit G = {u € GL(E) : Vz,y € E, p(u(x),u(y)) = p(z,y)}.
1. Montrer que G est un sous-groupe de GL(E).- ¢c) Montrer que G contient les applications de la forme id +A¢(a, -) aavec A € R
eta € E.
2. Montrer que G est engendré par les transvections de la forme indiquée en c).
Exercice 287 [X MP 2025 # 288] Soientn € Net O € O, (R). Calculer ap = |det(vo)| ot 9o : A € S, (R) — OT AO.
Exercice 288 [X MP 2025 # 289] Pour M € GL,(R) tel que —1 ¢ Sp(M), on pose T'(M) = (I, M)(I, + M)~!. On note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques et B,,(R) 'ensemble des matrices M € O,,(R) telles que —1 ¢ Sp(M ).
1. Montrer que T est bien définie sur A,,(R) et 5, (R).
2. Si A € A,(R), montrer que T'(A4) € B,(R).
3. Si B € B, (R), montrer que T'(B) € A,(R).
4. Calculer T o T(A) si A € A, (R).
0 =z
—x 0
6. Déduire des questions précédentes que toute matrice de As, (R) est orthosemblable 4 une matrice diagonale par blocs avec des

blocs diagonaux de la forme < 0 x> .

5. Soientz € Ret A = ( ) Calculer T(A).

—x 0
Exercice 289 [X MP 2025 # 290] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
1. Soit M € S;7*(R). Montrer que I'application (z,y) € (R")? — (M ~lz,y) définit un
produit scalaire sur R™.
1. Soient M € §;F7(R) et N € A,,(R). Montrer que MN est diagonalisable dans M., (C) a spectre inclus dans 7R.
2. Soit A € M,,(R) diagonalisable dans M,, (C) a spectre inclus dans ¢R. Existe-t-il M €
ST (R) et N € A, (R) telles que A = MN?

Exercice 290 [X MP 2025 # 291] Soit n € N*. On pose .J = ([0 _({")-
n
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1. Soit M € My, (R) telle que M? = —1I5,,. Montrer I'équivalence : MTJ € S5, (R) <& MTJM = J.
2. Onnote C' = {M € My, (R), M? = —I5, et MTJ € S (R)}. Montrer que, pour tout M € C, M + J € G L, (R).
3. Pour M € C,onnote Sy = (M +.J)~1(M —J). Montrer que Sy; € Sa,(R). Montrer que VX € R?%\ {0}, ||Sy X||2 < [|X]]2-
4. Montrer que, pour pour tout M € C, SprJ + JSp = 0.
Exercice 291 [X MP 2025 # 292] Les espaces RP sont munis de leurs normes euclidiennes canoniques. Soient d et D des entiers
> 1. Etant donné py, . ..,p, € R% on dit que (po,...,p,) se plonge isométriquement dans Q” s’il existe qq, . .., ¢, € QP vérifiant
Ipi = pjll = llai = g;[| pour tous 7, j € [0, n].
1. On suppose que (po, . . ., pn) se plonge isométriquement dans Q. Soit p une combinaison linéaire a coefficients rationnels de
Pos - - - » Pn. Montrer que (p7 Do, - - -, Pn) S€ plonge isométriquement dans QD .
2. Soient py, ..., p, € R? tels que ||p;ip;||*> € Q pour tous 4,5 € [0,n]. Montrer que (po, ..., py) se plonge isométriquement dans
Q*?. On admettra que tout entier naturel est somme de quatre carrés d’entiers.

Exercice 292 [X MP 2025 # 293] 1. Soit A € S,,(R). Montrer que A est définie positive si et seulement si, pour tout k € [1, n|,det((a; ;)1
0.

2. On pose A, = (t'i_j‘)lgi’jgk out € RT*. Calculer det Aj.

_ 1
3. On pose A = (m>1<m‘<n'

Exercice 293 [X MP 2025 # 294] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

Démontrer que A est symétrique définie positive.

1. Soient A € M, (R) et F' un sous-espace vectoriel de R™. Soit (f;)1<;<) une base or-

thonormée de F'. On pose : 7p(A) = Zle (fi, Af;). Montrer que 7 (A) ne dépend pas de la
base orthonormée choisie.

Dans la suite de ’exercice, on suppose A € S,,(R) et on note A\; > --- > \,, les valeurs propres de A, comptées avec multiplicité.

1. Déterminer le meilleur encadrement possible de 77 (A) en fonction de F' et de Sp(A).

2. Onpose, pourt € R, A(t) = A+ tFEy 1. Pourt € R, onnote Ay(¢) > --- > A, (t) les valeurs propres de A(t). Montrer que :
vVt > 07/\n(t) > Apet A > )\Q(t).

3. Déterminer un équivalent simple de A (¢) quand ¢ tend vers +oc.

2) Analyse
Exercice 294 [X MP 2025 # 295] 1. Soient N; et Ny deux normes sur un R -espace vectoriel E. Montrer que si N; et N» ont la
méme sphere unité alors Ny = Ns.

2. Onpose E = C°([0,1],R). Soit (f, g) € E?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (z,y) € R? = ||z f +yg| s
soit une norme sur R2.

3. Soit (&, (,)) un espace euclidien, dont on note |||| la norme. Soit p une autre norme sur E. On note S et .S, les sphéres unité
respectives pour |||| et p. Montrer que d : z € S — sup |{x, y)| est & valeurs dans RT*, que k = sup ||y|| est un réel strictement
positif, et enfin y € S, que d est k-lipschitzienne pour la norme || - ||

4. Onnote B = {f € E, p(f) <1}et,pourxz € S, D, = {2z € E;|(z,2)| < d(x)}. Montrer que B = (), .4 D
Exercice 295 [X MP 2025 # 296] Soit E un R -espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout convexe non borné contient au
moins une demi-droite. On pourra commencer par le cas d’'un convexe fermé.

Exercice 296 [X MP 2025 # 297] Pour k € N*, soit Ry, la borne inférieure de I’ensemble Ej, des r € R™* tels qu’il existe une boule
fermée de R? euclidien de rayon r contenant au moins k points de Z2.

1. Calculer Ry, pour k =2, 3, 4.

2. Si k € N*, montrer que Ry, est le minimum de Fj.

3. Montrer que, pour k € N*, 4R% est entier.

4. Donner un équivalent de R, lorsque % tend vers +oo.

Exercice 297 [X MP 2025 # 298] Soit E I'espace des fonctions continues de [0,1] dans R. On munit E' de la norme |||| . Déterminer
les formes linéaires continues ¢ sur E telles que, pour tout (f, g) € E? tel que ¢(fg) = 0, on ait p(f) = 0 ou ¢(g) = 0.

Exercice 298 [X MP 2025 # 299] Soit p : [0, 1] — M,,(C) continue telle que, pour tout ¢, p(t)? = p(t).
1. Montrer que ¢ > rg p(t) est constante.

2. Montrer lexistence de u € C%([0, 1], GL,,(C)) telle que V¢, p(t) = u(t)p(0)u=1(¢).
3. On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que 'on peut choisir u de sorte que I’on ait aussi u(0) = u(1).

Exercice 299 [X MP 2025 # 300] Soit n > 2. On note B,, I'ensemble des matrices bistochastiques de M, (R) c’est-a-dire les M =
(mij)i<ij<n € Mu(R) telles que : ¥i € [1,n], S0y mi; = 1,V¥j € [Ln], X0 mi; = 1etV(i,j) € [1,n]*m;; > 0.Si
o € S,,onnote P, = (5i70(j))1§i7j§n la matrice de permutation associée a o ; la matrice P, est dans 5,,.

1. Montrer que B,, est une partie convexe de M,,(R). Un élément M de B,, est dit extrémal lorsqu’il ne peut pas s’écrire M=(1-
t)A+tB avec

A, B éléments distincts dans B, et t €]0,1].

1. Montrer que les P, sont des points extrémaux de B3,,.
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2. On fixe un élément M de B,,.
Pour une partie I C [1,n], onnote F(I) = {i € [1,n] : 3j € I,m; ; > 0}.
a) Montrer que |I| < |F(I)].
b) Montrer qu’il existe une injection f: [1,n] — [1,n] telle que, pour tout i € [1,n], m; f¢;) > 0.
¢) En déduire 'ensemble des points extrémaux de 3,,.
3. Montrer que B,, est 'enveloppe convexe des P, pour o € S,,.
Exercice 300 [X MP 2025 # 301] On munit E = C°([—1,1],R) de la norme || - || .
1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7;, € R[X] de degré n tel que V0 € R, T;,(cos 0) = cos(nd).
Soit (an)n>0 € (RT)N telle que Y a,, converge.

1. Soit f: x> 3120 a, T ().
« Montrer que f est bien définie et continue sur [-1, 1].

« Montrer que d(f,R3~[X]) = inf pcr,, x] 1 fPlloo = ZZEZH ak.

Ind. On pourra considérer les points x;, = cos(m(1 + k37"~ 1)) pour k € [0, 3"+1].

Exercice 301 [X MP 2025 # 302] Soient K une fonction continue de [0, 1] dans R, E I’espace des fonctions continues de [0,1] dans
R-a)Si f € E, soit Tk (f) la fonction de [0,1] dans R telle que Va € [0,1], Tk (f)(z) = [*._ K(x,y)f(y)dy. Montrer que T est un
endomorphisme continu de 'espace normé (E, || - ||o)-

1. Onsuppose que K est a valeurs dans R™*, que A € R™* et que I'espace propre E (T ) contient une fonction non identiquement
nulle & valeurs dans R™. Montrer que £, (T ) est de dimension 1.

Exercice 302 [X MP 2025 # 303] Soit (uy, ), >0 une suite réelle telle que w11 — %+ — 0. Montrer que u,, — 0.

Exercice 303 [X MP 2025 # 304] Soient a < bréels et (u,, ), en une suite réelle telle que, pour tout ¢ € [a, b], il existe une suite (k,,)nen
d’entiers tels que tu,, — k, — 0 quand n — +oc0. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0.
Exercice 304 [X MP 2025 # 305] Soient v € R** et 8 = 1/cv. Soit (2,,),,>0 la suite définie par zp = 1 et, pour tout n € N, 2,11 =

an+1 2
a(n+1)~n:

1. Donner un équivalent de z,, et sa valeur exacte lorsque 5 € N*.

2. Soit (x5, )n>0 une suite réelle.
« Onpose, pourn € N, y,, = n%_l > r_o Tk et yn = azy + (1 — @)y On suppose que y,, — = € R. Montrer que z,, — .

Exercice 305 [X MP 2025 # 306] Pour n € N, on pose u,, = |{(p,q) € N%,p? + ¢®> = n}|.

1. Déterminer la limite de la suite de terme général = >~ uy.

2. Etudier la nature de la suite (u,,).

3. Montrer que (u,,) n’est pas bornée.
Exercice 306 [X MP 2025 # 307] Soit (ay,)neN une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, a1 = a, (1 — ay,).

1. On suppose que ag = 1/2. Montrer que ﬁn ~ Inn quand n — +oo.

2. On suppose ap > 1. Déterminer la limite de (a,,) puis un équivalent de a,,.

3. Donner un développement asymptotique a deux termes de a,,.
Exercice 307 [X MP 2025 # 308] 1. Pour n > 3, justifier Pexistence de z,,, y,, € Ravec0 < z,, < ¥, solutionsde x —nlnz = 0.

2. Donner un développement asymptotique a deux termes de x,, et y,,.

Exercice 308 [X MP 2025 # 309] Construire une suite strictement croissante (p,,),,>2 d’entiers avec py = 2 telle qu’il

Pn+1—1 1

e mr = C, et telle que la série de terme général 2~ (Pnt1=Pn) diverge.

existe C> 0 vérifiant, pour tout n > 2,

k
Exercice 309 [X MP 2025 # 310] On pose o = 4 foggg (2;21

de la décimale de 7 correspondante.
Exercice 310 [X MP 2025 # 311] Soient p> 0 et q> 0 tels que % + % = 1 et n € N*. Montrer que, pour tout

. Montrer qu’exactement une des 16 premieres décimales de o differe

(al, . 7CLn7b1, e ;bn) € (R+)2n,iaibi § (iaf) ' (ibg) '
i=1 i=1 i=1

Exercice 311 [X MP 2025 # 312] Soit f: R™* — R** de classe C* telle que f(z) — 0 quand z — 0" et quand z — +o00. On
suppose que, pour tout 7 € N*, il existe un unique z,, € R** tel que f(")(z,,) = 0.

1. Montrer que la suite (2,,),,>1 est croissante.

2. Soit n € N*. Montrer que " (™) (z) — 0.
z—0t
f(=)

3. On pose g(xr) = ** pour tout x > 0. Montrer que, pour tout n > 0, il existe an,...,0n,, € Z tels que g(n)(x) _
(n—k)
ZZ:() antkaJrl(x) pour tout x> 0.

4. Montrer que, pour tout n > 0, (—1)"g(™ () > 0 pour tout 2 > 0.
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Exercice 312 [X MP 2025 # 313] Soit f € C?(R,R). On suppose que : f> < 1et (/)% + (f”)?> < 1. Le but est de montrer par
I'absurde que g = f2 + (f’)? < 1. On suppose donc qu’il existe ¢ € R tel que : f(¢)% + f/(t)? > 1.
On pose : E = {z € R;Vy € [min(¢, z), max(t, z)], f(y)? + f'(y)? > 1}.

1. Montrer que F est un intervalle ouvert.
2. Montrer que f’ ne s’annule pas sur F.
3. Conclure.

Exercice 313 [X MP 2025 # 314] Si (¢r)1<k<a est une famille de fonctions de ]-1,1[ dans R, on dit que (¢x)1<k<a vérifie (C) si
1 < 2 < w3 < g sur 0, 1] et o < g < 1 < (pg sur |-1, 0[.
1. Montrer qu’il n’existe pas de famille (¢ )1<k<4 de fonctions polynomiales vérifiant (C). Ind. On pourra étudier la valuation de
Pi — j pour i # j.
2. Existe-t-il une famille (¢)1<k<4 de fonctions de classe C*° vérifiant (C)?
Exercice 314 [X MP 2025 # 315] Soit s : R — R telle que (x) : Vo € R, s(z + 1) = s(x) + 1+1$2 et s(x) 0.

T—r—00

1. Montrer que, pour tout z € R, s(x) > 0.
2. A-t-on existence et unicité de s vérifiant () ? Déterminer les s solutions.

3. Que se passe-t-il si on remplace la condition s(2) —— 0 par la condition s(z) —— 0?
T—r—00 T—+00

Exercice 315 [X MP 2025 # 316] 1. Soit f € C°(R,R). Montrer que f est affine si et seulement si, pour tout réel z, on a f(w+h)+f(};;._h)_2f'
0.b) Montrer que le résultat de la question précédente peut tomber en défaut sans hypothese de continuité.
Exercice 316 [X MP 2025 # 317] Soit ' : R — R™*. On suppose qu’il existe o, > 0 tels que :

Y(z,y) € R%, aF(2)F(y) < F(z +y) < nF(z)F(y)

1. On suppose que F' est de classe C! et que ‘%’ est bornée. Montrer qu’il existe v € Ret H : R — R™* bornée tel que :
Ve € R, F(z) =" H(x).
2. On revient au cas général. Montrer qu’il existe une unique fonction G : R — RT* telle que £ soit bornée et V(z,y) €

R?, Gz +y) = G(r)G(y). ¢

Exercice 317 [X MP 2025 # 318] Soient M, m € Ravec0 < m < M, f € C°(R,[m, M]), ¢ € R\ {—1,0,1}. Soit (E) I'équation

fonctionnelle V¢ € R, g(t) = 1 + %~

1. On suppose m > 2 ou M < 1/2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée de (E).
2. Montrer que les solutions bornées de (E) ne s’annulent pas.

Exercice 318 [X MP 2025 # 319] Soit E = R[X]. Soit ¢ € L(E).

1. Montrer qu’il existe une unique suite (G, ),>0 € EN telle que :
+oo
VP € E,p(P)=>_ G,P™
n=0

2. Expliciter (G,,) pour ¢ vérifiant : VP € E,Vx € R, o(P)(z) = [ P(t)dt.

3. On suppose que, pour tout P € E et a € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) = 0. Montrer qu’il existe @ € F
tel que, pour tout P € E, o(P) = QP'.

4. On suppose que, pour tout P € Eeta € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) > 0. Montrer qu’il existe @, R € F
tels que, pour tout P € E, p(P) = QP’ + RP" avec R positif sur R.

Exercice 319 [X MP 2025 # 320] Soient f: R — Ret g: R — R. On suppose qu’il existe quatre réels strictement positifs «, 8, A, B

tels que V(z,y) € R?, |f(z) — f(y)| < Alz — y|* et |g(z) — g(y)| < Bloz —y|” et + B> 1. Onpose (: s €]1, o0l 312 L.
On fixe deux réels a < b.

1. Pour une subdivision o = (zy, ..., x,) de[a, b], on pose J (o) = ZZ;& f(zr)(g(xp41)—9g(xk)). Montrer que | J (o) f(a)(g(b)g(a))| <
ABC(a+ B)(2(b - a))*+.

2. Montrer qu’il existe un réel I, ,(f, g) tel que, pour tout &€ > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute subdivision o = (zo, . .., )
de [a, b], maxy, [vp 12| < 0 = [J(0)Lap(f,9)| <e.

Exercice 320 [X MP 2025 # 321] Onnote S I’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit 7 : [0,1] — S une fonction continue.
Montrer qu'il existe une fonction continue 6 : [0, 1] — R telle que v(t) = €27 pour tout ¢ € [0, 1].

Exercice 321 [X MP 2025 # 322] Soit f : [0, 1] — R continue. On pose & : t € [0, 1] +— inf o4 f(s) et g=f-2h.

1. Montrer que g est continue, positive et que g(0) = 0.
2. Montrer que si f est affine par morceaux alors ¢ ’est aussi.
3. On suppose que f atteint son minimum en 1. On pose ¢ : ¢ € [0, 1] > inf [, 17 g(s). Montrer que f = g - 2q.
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Exercice 322 [X MP 2025 # 323] Soit P I'ensemble des nombres premiers. Onpose ¥ (z) = " ,cp.aen- Inpet T(z) = 3, o, o0 ¥ (£).
pP<a T
1. Montrer que T'(z) = >, ,,<,, In(n) = zIn(z)z + O(In x) quand = — +o0.
2. Montrer que T'(2)2T (%) = Y07 o(=1)" 10 (£) =zIn2+ O(Inx).
Exercice 323 [X MP 2025 # 324] Soit f une bijection de classe C! de R sur RY, de réciproque notée g.

1. Montrer que, pour z > 0, [ f(t) dtJrff @) )dt*:rf( ).
2. Déduire que Vz,y € R, 2y < fo t)dt + fo
Exercice 324 [X MP 2025 # 325] Soit f: [0, 1] — R continue et strictement positive sur ]0, 1].

1/
1. Calculer hm (fo de) p.

1/p
2. Calculer hm (fo pdx)

Exercice 325 [X MP 2025 # 326] Soit f la fonction 1-périodique de R dans R telle que Vz € [0, 1], f(x) = z — . Pour i et j dans N*,
calculer fol i) f(jx)dx.

Exercice 326 [X MP 2025 # 327] Pour a,b > 0, on définit J, df

b = 2f0 \/ acos0)2+(bsin0)2

_ [t
1. Montrer que J,p = [~ (x2+a2)(x2+b2).
2. Montrer que J, p = Jaso Vab
’ 2

Exercice 327 [X MP 2025 # 328] Déterminer les réels « et 3 tels que f0+°° |sint|*t?dt < +oo.

Exercice 328 [X MP 2025 #329] 1. Pour f € C°(R,R), onnote Iy = {p > 0, [ |f|? < +oo}. Montrer que I est un intervalle
et exhiber f telle que Iy =]a, b[, ]0,b[ ou |b, 400 pour 0 < a < b.

. . 1 p
2. Déterminer hm ([a |f‘p)

Exercice 329 [X MP 2025 # 330] Soit f: R — R intégrable sur R. On pose g: © € R* +— f (:E — 7) Montrer que g est intégrable sur
R™* et sur R™*. Exprimer fioo g+ fo g en fonction de fﬁ:oo f.

Exercice 330 [X MP 2025 # 331] On rappelle que [, e~ /2dy = /2.

2
n,x /2dw( - /2)
dx™

Pourn € N, on pose p,, : * € R+— (—1)"e
1. Montrer que p,, est polynomiale, préciser son degré et son coefficient dominant, et dé-
montrer que p,, est paire ou impaire.

1. Calculer [; pm(z)pn(z)e =2*/2dx pour (m, n) € N2.
2. Soit n € N*. Calculer 'intégrale multiple

TSR

Ind. On pourra s’intéresser au déterminant de la matrice (p;—1(z;))1<i,j<n-

1 n
2 2
x;)° | exp < 5 ; 1 xk> dzy---dx

1<z<n

Exercice 331 [X MP 2025 # 332] Soit (f,)nen une suite de fonctions de carré intégrable sur R telle que fR fif; = 0i; pour tous
1,7 € N.-Pour N € N* et z,y € R, on pose Ky (z,y) = ZZ 1 (@) fiu(y). Pourp € Netzy,...,2, € R, onpose pp(z1,...,2,) =
det((Kn (i, 2j))1<i,j<p)-
Calculer [o, - [qn @p(@1, ..., 2p)dey ... dx)p.
Exercice 332 [X MP 2025 # 333] 1. Soit a € RY.. Calculer les intégrales fl ln(Ht dt tf(l In( 1 (=1 4.
2. Soit (a,), € (N*)N telle que I € P;(N) — Znel an, soit injective, Pr(N) de31gnant l’ensemble des parties finies de N. Montrer
+
que Z"LO% (ll S 2
c. 801t (an)n € (N*)N telle qu’il n’existe pas d’entier n ni de partie finie I de N\ {n} telle que a, = Y, ax. Montrer que
k 1 an < 50.

Exercice 333 [X MP 2025 # 334] Soient (ay,,)nen et (by)nen deux suites réelles.

On pose f,: x € R — a, cos(nx) + b, sin(nx). Montrer que si (f,)nen converge simplement sur R alors (a,)nen et (by)nen
convergent vers 0.

Exercice 334 [X MP 2025 # 335] Pourn € N, soit f, : x € R\ Z = mcot(rz) — > . — P o

1. Montrer que (f,)n>0 converge simplement sur R \ Z vers une fonction f, et que 'on peut prolonger f par continuité a R.

2. Montrer que la fonction prolongée par continuité est de classe C* sur R et vérifie :
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Vo € R Af () = f' (g) +f (‘"”;1)

1. En déduire que f est identiquement nulle sur R.
2. On pose g: x — % Justifier que g est développable en série entiere au voisinage de 0 et que le développement en série
entiere de 2 +— g(x) — 1 + J ne contient que des termes

pairs. On note

+oo
X
g('T) =1- 9 + Zanx2n
n=1

1. Pour n € N*, donner une expression de ((2n) en fonction de a,,. Ind. On pourra considérer g(ix) pour x € R.

Exercice 335 [X MP 2025 # 336] Soit f € C°([0, 1], R).
Si

Lonpose g; : & € [0, 1] = inf{ f(y) + tly — 2,y € [0, 1]}.

1. Sit > 0, montrer que g; est une fonction continue.

2. Soit z € [0, 1]. Montrer que la suite (g, (x)),>0 est croissante et qu’elle converge vers

f(x).
1. Montrer que (g,,)n>0 converge uniformément vers f sur [0,1].
Exercice 336 [X MP 2025 # 337] 1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique T}, € Z[X] tel que : Vo € R, T, (2cos(z)) =
2 cos(nzx).
2. Pour z,y € [~2,2[ avec x # y, on pose S(z,y) = >, 2% LT ()T (y).
« Montrer que S,,(x,y) est bien défini.
« Montrer que, pour z,y € [—2,2[ avec x # y, ona S(z,y) = —21n|zy|.
Exercice 337 [X MP 2025 # 338] Soit o € R.

1. A quelle condition sur « la fonction f: z Zﬁ n”_; est-elle définie sur RT ?

2. Lorsque f est définie sur R*, déterminer sa limite, puis un équivalent, en -+oo.
3. On fixe un polyndéme P € R[X] de degré d > 0, sans racine dans [1, +0o[. Donner une condition nécessaire et suffisante sur

(a,d) pour que g: = — > P(Zij—a;) soit définie

sur RT. Dans ce cas, donner un équivalent de g en +o0.

Exercice 338 [X MP 2025 # 339] 1. On fixe un entier d > 0. Soit (¢x) k<4 une famille de nombres complexes indexée par Z<4 =
{k € Z,k < d}. On suppose qu’il existe un réel R > 0 telle que (c;z*)}, soit sommable pour tout z € C tel que |z| > R; pour un
tel z, on pose g(z) = >, c2z". On suppose enfin que c1, . . ., ¢4 sont tous rationnels et que g(a) € Z pour une infinité d’entiers
a. Montrer que ¢y € Q et ¢, = 0 pour tout k < 0.

2. Soit s € N* et P € C[X]. On suppose que, pour tout entier n assez grand, P(n) est la puissance s-iéme d’un entier. Soient
Ti,...,Ts dans Z. Montrer qu’il existe une fonction gvérifiant les hypotheses de la question précédente (pour un certain d) et
telle que, pour tout complexe z de module assez grand, [[ P(z + 71) = ¢g(z)*®. En déduire qu’il existe un polyndome @) € C[X]
telque P=Q%etVk € Z, Q(k) € Z

Exercice 339 [X MP 2025 # 340] Soient § > 1 et P € Z[X]| unitaire de degré n € N* dont ¢ est racine de multiplicité 1 et dont les
autres racines complexes sont de module < 1 et dont 1/6 n’est pas racine. Soit Q = X" P(1/X).

1. Montrer que f: z — ggzg est développable en série entiére au voisinage de 0 de rayon

1/6. Onnote f(z) = ;:B b, 2™ ce développement.
1. Montrer que g: z — f(z)(1 — 0z) est développable en série entiére de rayon > 1. On note g(z) = Z::é ¢n2™. Montrer que les
cn sont dans Z et que 5- fo% ‘g(e”ﬂ2 dt = 322 e, |2
2. Démontrer que 1 + 6% = b3 + 3720 (b,0b,1)>.
3. On suppose que P(0) > 0. Montrer que (b, )eN est croissante.
Exercice 340 [X MP 2025 # 341] 1. Onpose ug = 1 et upy1 = ZZ:O UpUn—k pour tout n € N. Calculer w,,.
2. Pour n € N, on pose I,, = f_22 22"\/4 — z2dx. Prouver 'existence d’une constante
c> 0 telle que Vn € N, u,, = cI,, et la déterminer.
Exercice 341 [X MP 2025 # 342] Soitm € N*. On pose ug = 4™, u; = 4™ —1et,pourk € [1,m], up, = =1+ 2’;;}“1%_,_1 + %qu
et v, = mfol W (Q+2)kF - (1 —2)F)de.

1. Montrer que, pour tout k € [1, m], vy = ug.
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2. Donner un équivalent de W,,, = m 01 W((l +z)™(1 —z)™)dx.

Exercice 342 [X MP 2025 # 343] Déterminer un équivalent de O+OO (te~*)®dt quand z tend vers +oo0.
Exercice 343 [X MP 2025 # 344] Soit E I'ensemble des fonctions y de classe C? de R* dans R telles que, pour tout t € R, y/(¢) +
e'y(t) = 0.Soity € E \ {0}.

1. Montrer que les zéros de y sont isolés.

2. Montrer que les zéros de y peuvent étre rangés en une suite strictement croissante (¢,),>0 tendant vers +oo.

3. Donner un équivalent de ¢,,.

Exercice 344 [X MP 2025 # 345] Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.
1. Soient p un projecteur de E et a € L(E) tels que ap + pa = a. Montrer que tra = 0.

2. On note P(E) I'ensemble des projecteurs orthogonaux de E. Pour p € P(FE), décrire I'espace tangent 4 P(F) en p. Quelle est
sa dimension ?

3) Géométrie

Exercice 345 [X MP 2025 # 346] Soit (u, v) une base de R?. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u, v) pour qu’il existe
un polygone régulier a n cotés dont les sommets sont tous dans Qu + Qu.

4) Probabilités

Exercice 346 [X MP 2025 # 347] Un tiroir contient 2n chaussettes, constituant n paires. On tire successivement et aléatoirement les
chaussettes du tiroir les unes aprés les autres jusqu’a avoir tiré une paire. Quelle est I’espérance du nombre total de chaussettes tirées ?

2n
Indication : Pour simplifier le résultat, on pourra utiliser un raisonnement probabiliste pour établir que Z (f;) 27k =1,

k=n
Exercice 347 [X MP 2025 # 348] On organise un tournoi avec une infinité (J,,),en de joueurs. Les modalités sont les suivantes :
Jo et J; s’affrontent, le gagnant affronte .J; et ainsi de suite : le gagnant de chaque partie affronte le joueur suivant lors de la partie
suivante. On considére tous les matchs comme indépendants et on note p,, = P(.J,, remporte son premier match). Le tournoi s’arréte
lorsqu’un joueur remporte deux matchs successifs. On note 7" la variable aléatoire donnant le nombre de matchs joués jusqu’a I'arrét

du tournoi. Pour les deux premiéres questions, on fixe

a €]0,1]
et on suppose que : Vn > 2, p, =1 — n%

1. Montrer que 7" est presque sirement finie.
2. Montrer que T est d’espérance finie.

3. Dans cette question, on fixe N > 2 et la condition de victoire devient : un joueur remporte le tournoi quand il a gagné /N matchs
consécutifs. Ainsi le cas précédent correspond au cas N=2. On suppose que, pour tout n € N*, p,, = p €]0, 1].

On note a,, = P(T > n) avec, pour k < N, a;, = 1. Déterminer une relation de récurrence entre les a,,.

Exercice 348 [X MP 2025 # 349] Soit n € N*. Pour 0 € S,,, on note || le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles a
supports disjoints (y compris les cycles de longueur 1).a) Pour k € [1, n], on pose C, = [{o € S, |o]| = k}|.

1. Pour k € [1,n], on pose Cy, = |{o € S, |o| = k}|

Calculer f,, ot f, 1z +— Y p_, Cra*.

1. Soit 0;, une variable de loi uniforme sur S,,. Donner un équivalent de I’espérance de |0, |.

lon]

In(n)
Exercice 349 [X MP 2025 # 350] 1. Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\). Calculer E(X (X —
1)--- (X —p+1)) pour tout p € N*, et calculer E(1/(X + 1)) et E(1/(X + 2)).
2. Soient A un ensemble fini de cardinal n et p € N*. Une p-partition de A est une partition de X formée de p sous-ensembles
(non vides) de X. Soit B un ensemble fini de cardinal m. Dénombrer, pour une p-partition de F de A, les applications de A dans
B dont F est 'ensemble des fibres non vides (a savoir des ensembles non vides de la forme f~1{b} ou b € B).

2. Montrer que tend vers 1 en probabilités quand n — 4o0.

3. En utilisant les deux questions précédentes, exprimer le nombre de partitions de A comme

Exercice 350 [X MP 2025 # 351] Soient p €]0, 1] et t> 0. Soient (X,,),en une suite de variables aléatoires ¢.i.d. vérifiant P(X,, =
1)=petP(X,, =—-1)=1—pet N ~ P(t) indépendante des X,,. On pose :

1. Pour n € Z, calculer P(Sy = n).
2. Montrer que :
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la somme d’une série numérique.

n+2i
+* n _ zy+l/y
V(z,y) € (R > vty n,nﬂ) =e
nezZ ieN
n>0

Exercice 351 [X MP 2025 # 352] Soient p € [0,1[,m > 2et £ = /™.

1. Montrer que :

m—1
1 .
Ya,beC, Y. (Z)akb"k =~ > b+
j=0

ke[o,n]

1. Soit (X;);en~ une suite de variables aléatoires .i.d. suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. Onpose: 4,, = (m | X1+ -+X,,)
et u, = P(A,). Montrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.
2. Montrer que : Vn € N*, |un%’ < e=8pan/m* oy q=1p.

Exercice 352 [X MP 2025 # 353] Soit X une variable aléatoire discréte positive ayant un moment d’ordre 2 et telle que E(X?2) > 0.
Montrer que, pour ¢ > 0, P(XE(X) < —t) < exp (—#;2))

Exercice 353 [X MP 2025 # 354] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires 1.i.d. a valeurs dans N*. On suppose
de plus que E(X?) < +o0o,etonpose S, => 1" X; et T, =Y 0, S pour n > 1.

1. Montrer que, pour tout w, (T3, (w)),>1 a une limite dans [0, +oc0].

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 et une suite strictement croissante (ny);>1 d’entiers > 1 vérifiant ng4q1 > 2ny et
P(S,, > 2n,E(X;)) < & pourtout k > 1.

3. En déduire que (T},)n>1 tend presque siirement vers +oo.

4. Montrer que V(T,,) <> " | E (32) pour tout n > 1.

Exercice 354 [X MP 2025 # 355] On pose (X)o =1let,pourn € N*, (X), =X(X -1)--- (X —n+1).
1. Montrer que ((X )y, )n>0 est une base de R[X].

. Pour k € N, on décompose X* = j; 0 @k n (X ). Déterminer ay, o et a,, pour n > k.

2

. ’ . ’ . . . \ ik
3. En considérant une variable aléatoire Z suivant la loi de Poisson de paramétre 1, montrer que Vk € N, ijog agp = % j:og .
4

. Pour 0 < n < £k, on note by, ,, le nombre de fagcons de ranger k objets indifférenciés dans n tiroirs non numérotés, aucun des
tiroirs n’étant vide. Montrer que by ,, = @k n.

5. Soit k € N. Déterminer le nombre de facons de partitionner un ensemble a k éléments.
Exercice 355 [X MP 2025 # 356] On cherche a prouver I'existence d’un réel C' > 0 tel que, pour toutes variables aléatoires réelles X
et Y indépendantes et de méme loi, on ait I'inégalit¢t P(|X — Y| <2) < CP(|X - Y| <1).

1. On suppose X et Y a valeurs dans Z. Montrer U'existence de C’ > 0 indépendant de X tel que P(|XY| <2) < C'P(X =Y).

2. Montrer le résultat souhaité.

3. Montrer que C’ > 3.

Exercice 356 [X MP 2025 # 357] 1. Soient n € N* et p €]0, 1[. Existe-t-il deux variables aléatoires indépendantes Y; et Y5 de
méme loi telles que Y7 + Y5 ~ B(n,p)?
2. On dit qu’une variable aléatoire Z est infiniment divisible si, pour tout k& € N*, il existe des variables aléatoires i.i.d. Y7,..., Y}
telles que Y1 + - - - + Yi, ~ Z, avec a priori (Y7, . .., Y}) défini sur un espace probabilisé différent de celui de Z.

Donner un exemple d’une telle variable aléatoire.

1. Que dire d’une variable aléatoire Z infiniment divisible de support inclus dans [0,1]?

2. Soient (X;);cN une suite de variables aléatoires i.i.d. et N ~ P(A) indépendante des X; (avec A > 0). Montrer que Z =
X1 + -+ - + X est une variable aléatoire infiniment divisible.

Exercice 357 [X MP 2025 # 358] Soient a €]0,1[ et g, : & — 1(1 — x)%.

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans N* telle que, pour tout z € [0, 1], ¢, (z) = E(xXa).b) Soit
(An)n>1 une suite d’événements de I'espace probabilisé (2, A, P) telle que, pour tout n € N*, P(A4,) = %. On pose Y =
inf{n € N*, 14 = 1}. Montrer que Y’ ~ X,,.

On considére I'équation fonctionnelle : Vz € [0, 1], ¢4 (x) = zp(pq(x)) d'inconnue ¢ :
[0,1] = R.

1. Montrer que, pour a € [1/2,1] cette équation admet une unique solution continue, qui est
de plus la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans V.

1. Montrer que ce n’est pas le cas pour a = 1/3.

37



Exercice 358 [X MP 2025 # 359] Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = 0) = 1 — L et
P(X,=n)= % On pose, pourn € N*, S, = Xj +--- + X,,.

1. Soit A € R*. Déterminer la limite de (E (e’)‘%)> .
n>1

2. Soit f € C°(R™*,R) dérivable sur |1, +o0] et telle que_: Ve>1,f(x—1)+zf'(x) =0etVz € [0,1], f(z) = 1.
Montrer qu’il existe une unique fonction f qui respecte ces conditions, qu’elle est strictement positive sur R™ et tend vers 0 en +oo.
1. Ondéfinit p(\) = f0+°° e~ f(t)dt, avec f la fonction de la question précédente. Mon- trer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout \ €
R, lim, s oo E (e*)‘ST?) =e ko).

Exercice 359 [X MP 2025 # 360] Soient X une variable aléatoire a support fini a valeurs dans Z? et telle que —X ~ X, (X)x>1 une
suite 7.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de X. Pour n € N*, on pose S,, = X1 +--- + X,,.

1. Montrer que, sin € N*, E(||S,[|?) = n E([| X||?) et P(S2, = 0) = >, .72 P(Sp = )2
2. Montrer qu'’il existe ¢ € R™* tel que Vn € N*, P(Sy, =0) > <
3. Démontrer que P(In > 1,5, =0) = 1.

V) X PSI AUTRE
1) Algebre

Exercice 360 [X PSI 2025 # 361] Soit P(X) = X!'14X?5X + 1. Montrer que P admet au moins une racine complexe de module
strictement inférieur a 1.

Exercice 361 [X PSI 2025 # 362] Soit f: P € R[X] — 1 (P (&) + P (£)).Soit a € R. Déterminer la limite de (f"(P)(a)) quand
n tend vers +oo0.

Exercice 362 [X PSI 2025 # 363] 1. Soient F un C -espace vectoriel de dimension finie, u, h € L(F) tels que h est diagonalisable

et how — wo h = 2u. Montrer que u est nilpotent.

2. Soit E = C[X] et soient u, v, h les trois endomorphismes de E définis parVP € E,u(P) = X?P'+ X P,v(P) = P' et h(P) =
P+2XP.

a) Montrer que h est diagonalisable et que h o uu o h = 2u. L’endomorphisme u est-il nilpotent ?

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E & la fois u-stable et v-stable. Montrer que F' = {0} ou F' = E.

Exercice 363 [X PSI 2025 # 364] Soient A € M,,(C) et B = ( IO ‘3) € My, (C).
1. Montrer que VYA € C, dim(Ker(BAl,)) = dim(Ker(AA21,)).
2. A quelle condition sur A la matrice B est-elle diagonalisable ?

Exercice 364 [X PSI 2025 #365] Soit X € C". Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice X X* € M,,(C)
soit diagonalisable.

Exercice 365 [X PSI 2025 # 366] Soit A € M3(R) telle que R® = Ker((Al3)?) ®Ker(A2I3). Soit z € R®\ {0}. Trouver un équivalent
de [|A™x]|.

Exercice 366 [X PSI 2025 # 367] On définit deux matrices M = <(1) D et N, = <(1) 1 Jlr 5) avece > 0.

1. Etudier la diagonalisabilité de M et N., détailler leurs sous-espaces propres et donner une base de chacun d’eux.

2. Pourn € N,onpose X,, = M"E,Y = N'E,ou E = (;) Expliciter X,, et Y,, et étudier asymptotiquement les vecteurs Hi((n\l
Y’L
et LT

Exercice 367 [X PSI 2025 # 368] Soit A € M,,(R) \ {0} telle que A7 = —A. Soient 1 € C* une valeur propre de A et X € C" un
vecteur propre associé. On écrit X = U + iV avec U,V € R™. Montrer que U et V sont orthogonaux.

2) Analyse

Exercice 368 [X PSI 2025 # 369] Soient E' et F' deux espace vectoriels normés (de dimension quelconque) et ¢0: £ — F une fonction
telle que Vo, y € E, ¥(x) + ¥ (y) = ¥(x + y) et 1 est bornée sur la boule ouverte unité de E. Montrer que v est linéaire et continue.

Exercice 369 [X PSI 2025 # 370] Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé avec E # {0}.

1. Soit ¢ un endomorphisme continu de £. Montrer que : sup,_4 ”ﬁgﬁl)u < 400

2. Soient u,v deux endomorphismes continus de E tels que uv-vu= id. Montrer que E = {0}.
Exercice 370 [X PSI 2025 # 371] Soient E un R -espace vectoriel normé de dimension finie, v € L(FE) et K C F un convexe non
vide. Pour n € N*, on note S,, = Zk o uF.- 2) Montrer que : Vn € N*, S, (K) C K.

1. Montrer que : Vn € N*,(Sy0---05,)(K) C " Sk(K).
u(z)|| < ||z|]. Montrer que : Vz € () Sy, (K), u(z) = .
Exercice 371 [X PSI 2025 # 372] Soit (aj)ren une suite de réels positifs. Pour tout n € N, posons 4,, = >.}'_, ai. Montrer
I’équivalence entre les trois propriétés suivantes :
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o« Ap_q1 = o(an),

o ap_1 = o(ay),

« A1 =0(4,)
Exercice 372 [X PSI 2025 # 373] Soit u une suite réelle strictement positive, croissante et tendant vers +oco. Montrer que la série
> ==L diverge.
Exercice 373 [X PSI 2025 # 374] Soit (d,,) une suite de réels positifs telle que la série de terme général d,, diverge. Nature de >
> 1f5dn,’ > 1133 ety 1+(riz7§dn ?

Exercice 374 [X PSI 2025 # 375] Trouver f € C*°(R,R) telle que, successivement,

dn
1+dn ’

« f estnulle sur R~ et ne s’annule pas sur |0, +-00[;

« festnulle sur R™ et [1, +00] et ne s’annule pas sur ]0, 1[;

« festnulle sur R™, égale a 1 sur [1, +00] et ne s’annule pas sur 0, 1[.
Exercice 375 [X PSI 2025 # 376] Soit f € C°(R,R). Soit (2x)ren telle que Vk € N, zj11 = f(2x). On suppose que (£ "7 | )
est bornée. Montrer que f admet un point fixe.
Exercice 376 [X PSI 2025 # 377] Soit a > 0. Pour n € N, on pose : I(a,n) = fO% (a + cos(z))™dx.

1. Trouver la limite de (I(a,n))n>0.

b) Soit b €]0, 7/2[. Montrer que % fb% (a + cos(x))"dx — 0.

n—-+o0o

1. Calculer la limite de (% : al+1 fob(a + Cos(:v))"dx).

2. En déduire un équivalent de I(a,n) quand n — 400
Exercice 377 [X PSI 2025 # 378] Soit f € C*°(R,R) telle que f(t) — 0 quand t — +o0. Soit () I'équation différentielle y' +y = f(1).

1. Montrer que toute solution y de () tend vers 0 lorsque ¢t — +o0.

n ﬁim t% avec a > 0. Soit y une solution non nulle de (). Déterminer un équivalent de y(t)

2. On suppose de plus que f(t) ~
quand t — 4o00.

Exercice 378 [X PSI 2025 # 379] Pour f € C!(RT,R**), on considére le probléme de Cauchy f' = —f% et f(0) = 1.
1. Résoudre I’équation différentielle.

Soit h €]0,1/2[. On définit la suite (y,,) par yo = 1 et Yp11yn = —hy2.
1. Montrer que y, — 0.
2. Montrer que yin =1+ nh+ o(n).
3) Probabilités
Exercice 379 [X PSI 2025 # 380] Soient n > 2 et X une variable aléatoire a valeurs dans [0, n].
1. Soit Y une autre variable aléatoire a valeurs dans [0,n]. Montrer que si Vk € [0, n],

E(X¥) =E(Y*)alors X ~ Y.

1. Montrer qu’il existe des variables aléatoires X, Y a valeurs dans [0, n] ne suivant pas laméme loi et telles que Yk € [2,n], E(X*) =

E(Y%).
Exercice 380 [X PSI2025 #381] Soiente, X etY trois variables aléatoires indépendantes. On suppose que € ~ 5(1/2) et que X et Y suivent
_((2e-1)X Y
]0,1[. On note M = ( v (2 —1)X )"

1. Déterminer P(M € GLy(R)).

2. Déterminer P(M € ST (R)).
Exercice 381 [X PSI 2025 # 382] Soit n > 2. Soit X I'ensemble des variables aléatoires définies sur (€2, .4, P) et a valeurs dans [1, n].
Déterminer les X € &, indépendantes de toutesles Y € X.
Exercice 382 [X PSI 2025 # 383] On effectue n < N tirages sans remise dans un sac de N jetons numérotés de 1 & N. On note X la
variable aléatoire donnant le numéro du jeton du i-éme tirage et on pose Z,, = maxi<;<n X;. Calculer E(Z,).
Exercice 383 [X PSI 2025 # 384] On pose (X}) une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de para- métre
p €[0,1]. Pourn € N,onpose Y,, = > _, k)—(Tkn

1. Calculer 'espérance de Y,

2. Déterminer la limite de (E(Y},))

3. Trouver « € R tel que, pour tout € > 0, on ait lim,, - P(|Y,a| > ) = 0.
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V) X PC AUTRE
1) Algebre

Exercice 384 [X PC 2025 # 385] Soit (P,Q) € R[X]? tel que P P’ = Q. Montrer que, si Q > 0, alors P > 0.

Exercice 385 [X PC 2025 # 386] Soit F I'ensemble des polyndmes a coefficients dans {—1,0,1} et A 'ensemble des racines des
polyndmes de E. Montrer que AN|2, +oo[= ().

Exercice 386 [X PC 2025 # 387] Soient

P=> aX" e C[X]
k=0
etr €0,1].

Montrer que
1 27 ) n .
— ’P(re’9)|2 do = Z lar|?r?F < sup |P(e")|?
27 Jo =0 0€[0,27)

Exercice 387 [X PC 2025 # 388] Soient P € Z[X] unitaire de degré d et A1, ..., Aq ses racines. On suppose que, pour

tout
ke l,d]

Ak| < 1. On pose, pour tout n € N*, f(n) = Zzzl AL

>

1. Montrer que, pour tout n € N*, f(n) est entier.

2. Montrer qu’il existe p € N* tel que, pour tout n € N*, f(n+p) = f(n).
Exercice 388 [X PC 2025 # 389] Soient A et B dans M3 (Z). On suppose que, pour tout k& € {0,1,2,3,4}, A + kB est inversible et
que son inverse est a coefficients dans Z. Montrer que A + 5B est inversible et que son inverse est a coefficients dans Z.
Exercice 389 [X PC 2025 # 390] On considére la matrice A = (1;=;11 mod n)1<i,j<n € My(R). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur p € N* pour que B = ZZ;(I) A¥ soit inversible.

Exercice 390 [X PC 2025 # 391] On considére une ferme avec 2n+1 vaches. Le fermier s’apercoit que quelle que soit la vache que
l'on retire du troupeau, il peut séparer les vaches restantes en deux groupes de n vaches, de telle sorte que les sommes des poids des
vaches de chacun des groupes sont égales. Montrer que toutes les vaches ont le méme poids.

Exercice 391 [X PC 2025 # 392] Soit A = (@i j)1<ij<n € Mn(R), avec a; ; = m Calculer det A.

Exercice 392 [X PC 2025 # 393] Soit A € M,,(R) telle que : VH € M,,(R), det(A + H) = det(A) + det(H). Que dire de A?
Exercice 393 [X PC 2025 # 394] Soit p € N*.

1. Soient oy, . .., oy, des réels distincts. Soient ¢y, .. ., ¢, des réels non tous nuls. On pose

P
QT Z cie®”
. Montrer que ¢ s’annule au plus p — 1 fois.

1. Soient a1,..., 04, B1,..., [y des réels tels que oy < -+ < oy et B1 < --- < Bp. Montrer que le déterminant de la matrice
(e“iﬁj ) 1<ij<p €St strictement positif.
Exercice 394 [X PC 2025 # 395] Soient A et B € M,,(C) telles que AB>B?A = B. Montrer que B est nilpotente d’ordre impair.
Exercice 395 [X PC 2025 #396] 1. Donner un exemple de matrice A € S,,(C) non diagonalisable.b) Soit M € M,,(C) et Q :
r=(r1...2,)T €C" > 1<ij<n MijTit; € C. Montrer
qu’il existe une unique matrice S € S, (C) telle que Vz € C", Q(z) = 2 Sz.

c. Montrer qu'’il existe un ensemble fini 7, une famille (¢;);c; € (£L(C",C))! de formes linéaires indépendantes et une famille (c;);e; €
C! telles que

linéaires indépendantes et une famille

(ci)ier € C'
telles que Vo € C", >, o, ic), @i @iy = D ey aili(x)?.
Ind. Commencer par traiter l'exemple Q(z) = 22 + 3x129 + 623 + 422.

Exercice 396 [X PC 2025 # 397] Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie et u € £L(E). Déterminer une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe v € L(E) telque uov =0etu+ v € GL(E).

Exercice 397 [X PC 2025 # 398] Soit M € M,,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour que 'application
f:Ae M,(C)— AM + M A € M,,(C) soit bijective.

Exercice 398 [X PC 2025 # 399] Soit
M e M,(C)

. On pose exp(M) = Z:CXS %k
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1. Justifier que cette définition est pertinente.
2. On suppose que M s’écrit M = I,, + A ou A est nilpotente. Montrer qu’il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)).

Exercice 399 [X PC 2025 # 400] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

Pour
veR™\ {0}
T
,onpose H, =1, — QﬁT'
1. Donner une interprétation géométrique de H,,.
2. Montrer que, pour tout vecteur unitaire e € v, on a H,_|j|jc(v) = |[v]|e.

3. Soit A € GL,,(R). Donner un algorithme permettant de trouver Q € O, (R) et R € M,,(R) triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux > 0 telles que A = QR.
Exercice 400 [X PC 2025 # 401] Soient ' = [1,n] et Ay,..., A,, des parties distinctes de F telles qu’il existe ¢ € N* vérifiant :
V(i,j) € [1,n]?,i # j, = Card(4; N A;) = c. Montrer que m < n.Ind. Considérer d’abord le cas ou il existe 7 tel que card(4;) = c.
14,(1)
Ensuite pour ¢ € [1,m], poser v; = € My, 1(R) et considérer G = ((v;,v;))1<i,j<m-
La,(n)
Exercice 401 [X PC 2025 # 402] Soientn,p > 2. On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soient F un sousespace vectoriel
deR™etb € R™.
1. Montrer que inf{||z — b||,x € E} est atteint en un unique point de E.

2. Soit A € M,, ,,(R). Montrer que inf{||Azb||,z € RP} est atteint. Si 2 et x5 sont deux points en lesquels le minimum est atteint,
montrer que zoz1 € Ker A.

3. Résoudre I'équation AT Az = ATb d’inconnue z € RP.

Exercice 402 [X PC 2025 # 403] Soit
H e S,(R)

.a) Montrer qu’il existe des réels distincts Aq, ..., Ay et des matrices de projecteurs orthogo-
naux Pi, ..., P, de R™ tels que : Z;C:l P =1, PPj=0sii#jetH = Zle i P

1. Soit R € S;7(R) tel que tr(R) = 1. On pose p; = tr(RP;) pour 1 < i < k.
Montrer que (p1, ..., px) est une loi de probabilité sur {1,2, ..., k}.
Exercice 403 [X PC 2025 # 404] Soient A, B € S;7(R). Montrer que det'/™(A 4+ B) > det'/"(A) + det/™(B).
Exercice 404 [X PC 2025 # 405] Soient My, ..., M, € M,(R) telles que Y | M M; = I,,.
Pour X € M,(R), onpose L(X) =>" | MIXM,.
On écrit M > N pour signifier M — N € S§;F(R). Montrer que L(XTX) > L(XT)L(X).
Exercice 405 [X PC 2025 # 406] Soient d € N* ainsi que A € S ¥ (R). On définit la suite (A, ),en par Ag = A et, pour n €
N, A,4+1 = A, + A2 Donner un équivalent de tr A,, lorsque n — +o0.

Exercice 406 [X PC 2025 # 407] 1. Soit (uy,...,ur) € (R™)*. Montrer que I'on peut renuméroter les u; pour qu’il existe o €
[1, k] tel que la famille (uy, ..., us) soit libre et u; € Vect(uy,...,uy) = F
pour tout j € [a + 1, k].
1. Soit U = (u1] -+ - |ua) € My o(R). Montrer que UTU est inversible.

c. Soient
B>a+1
<uﬁ’ u1>
et B= : . Montrer que la solution de UTU X = B donne
<’LLg, ua>
les coordonnées de ug dans la base (uq, ..., u,) de E.

d. Soit (v1,...,vx) € (R™)* telle que : V(i,5) € [1,k]°, (ui,u;) = (vs,v;). Montrer qu’il existe W € O,(R) telle que : Vi €
[1, k], Wv; = u,.

Exercice 407 [X PC 2025 # 408] 1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € S,/ (R) si et seulement s’il existe k € N* et

B € My ,(R) tels que A = BTB.

Soient n > 2 et £ un endomorphisme de M,,(R). Soit & € N*.

A171 R ALk
Pour A € My, (R) que 'on écrit A = : : ol chaque bloc est une matrice de M., (R), on définit £, par L;(A) =
Ak71 RN Ak,k
L(A11) ... L(A1x)
L(Ak1) ... L(Akk)
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On dit que £ est C.P. (complétement positif) lorsque, pour tout k£ € N* et tout 4 € S, (R), Li(A) € ST.(R).

1. Montrer que £ : M € M, (R) — MT € M, (R) n’est pas C.P.
c. Soit L € L(M,,(R)) complétement positif. En regardant le cas k=2, montrer que, pour tout M € M, (R),L(MT) = L(M)T.

Exercice 408 [X PC 2025 # 409] Soient S, T € S, (R) telles que, pour tout X € R™\ {0}, X7 (S + T)X > 0.
Montrer qu’il existe une base (e, ..., e,) de R" telle que, pour tout i € {1,...,n}, la famille (Se;, Te;) soit liée. Ind. Considérer
B:(X,Y)— XT(S+T)Y et M = (S +T)"S.

2) Analyse

Exercice 409 [X PC 2025 # 410] Soit A = {M € M,,(R);V(i,j) € [1,n]?,m; ; € [0,1]*}.
On pose o = sup ;¢ 4 (det M).

1. Montrer que « est un maximum.

b. Montrer que ce maximum est atteint en des matrices M a coefficients dans {—1, 1} telles que det M > 0.

Exercice 410 [X PC 2025 # 411] Pour
A e M,(R)

k
,on pose exp(4) = ::Of) %.

1. Montrer que exp(A) est bien définie. Soit (4, B) € M,,(R)2.
1. Montrer que, si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

c. Montrer que
A B AN
li — — = A+ B
k—l>I-&I-loo (exp (2k> P (k) P (2k>) exp(4 + B)

Exercice 411 [X PC 2025 # 412] On munit
{f € C°([o, 1], / f(t) }

de la norme ||[|. Si f € E, onpose A(f) : € [0,1] — [ f dtJrfO tf(t)
A(Hllos < Ol flloo-

1. Trouver C'

b. Déterminer la constante C' optimale.
Exercice 412 [X PC 2025 # 413] Soit A C R2. On pose

Conv(A) = {Z Nizi s n €N, (zq,...,2,) €A™, (A,..., M) € (RT)™, Z/\i = 1}

i=1 =1

On suppose de plus que, pour tout (z,y) € A2, il existe v : [0,1] — A continue telle que v(0) = z et v(1) = y. Montrer que
Conv(A4) = U4 eazla,b].
Exercice 413 [X PC 2025 # 414] Soit E un espace vectoriel normé. On dit que (u,,) € EN vérifie la propriété C'si: Ve > 0, IN €
N, ¥p > N, ¥g > N, |Ju, — uql| < e. On dit que E vérifie la propriété B si toute suite de E vérifiant C' est convergente. On admet
que R vérifie la propriété B. On
pose

"= {(un) e RN; Z [un| < —|—oo}

neN

. On munit ¢! de la norme définie par ||u||; = 0

+oo
n=0
. Montrer que (¢!, ||||1) vérifie la propriété B.
Exercice 414 [X PC 2025 # 415] On munit ¢* = {u € RN, Z” o |un| < 400} de la norme définie par ||u; = Zn o |un| et
> ={uecRY:3M cR Vn €N, |u,| < M}

de la norme définie par ||u||o = {u € RN : IM € R,Vn € N, |u,| < M}

SUP,en |tn |- Enfin, pour (u,v) € £ x £°°, on pose @, (u) = o UnUn.

1. Montrer que pour tout v € £>°, ,, est bien définie sur /1.
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On note Dy1 'ensemble des formes linéaires sur ¢! qui sont continues.

1. Montrer que pour tout v € £*°, ¢, € D1. | =inf{C > 0:Vu e, |p,(u)] <C|lul:}

¢. Montrer que |||| est une norme.
2. Calculer ||, || pour v € £°.

d. Calculer ||, || pour v € £°°. Les question précédentes montrent que 'application 7' de £*° dans D1, qui 4 v associe ¢, est
une application linéaire et une isométrie

est une application linéaire et une isométrie.
1. Montrer que 7" est bijective.
Exercice 415 [X PC 2025 # 416] 1. Soit M € M5(C). Montrer qu’il existe un unique (N, D) € M5(C)? tel que :
e M=D+N,
+ D est diagonalisable,
« N est nilpotente, iv) ND = DN.
2. Quels sont les points de continuité de M — (D, N)?

2
Exercice 416 [X PC 2025 # 417] Pour tout n > 1, on pose v, = 22:1 ﬁw

Exercice 417 [X PC 2025 # 418] On définit (u,) par ug,u; € RT™ etVn € N, up12 = \/Unt1 + 1/Un. Montrer que (u,,) converge.

Déterminer la limite de (nv,,).

Exercice 418 [X PC 2025 # 419] Soient (a,,) € (R**)Net, pourn € N, t,, = \/ao + \/al + 4/ an.

1. Montrer que, si lim,, ;o SUPy>,, {ln(lnTa’“)} > In 2, alors (t,,) diverge.

2. Montrer que, si lim,, 4 o SUPy~, {%} < In 2, alors (t,,) converge.

Exercice 419 [X PC 2025 # 420] Soit f: RT™ — R™* strictement croissante, continue et telle que f(t) — 400 quand ¢ — +oo.

1 f~'(n)

Montrer que les séries de termes généraux Fn) et ——-— sont de méme nature.

Exercice 420 [X PC 2025 # 421] Soit (u,) € (RT*)N. Pour n € N on pose S, = Y_,_, ux. Montrer que > u, converge si et
seulement si ) g* converge.

Exercice 421 [XPC 2025 # 422] Soient (¢;)ien € {0, 1}Net f: x> Z o ciz’. Montrer que, si f (2) = 3, alors f (
Exercice 422 [X PC 2025 # 423] Soit

%) est irrationnel.

n € N*

-Montrer : V(21,...,2,) € R*, 370 370 Vg — oyl < 3500 D00 Vi + @yl
Exercice 423 [X PC 2025 # 424] Soit f: z € R* — e~ /7" Montrer que f admet un prolongement de classe C*° sur R.

Exercice 424 [X PC 2025 # 425] Soit G : [0, 1] — R telle que G(0)=G(1)=0, G est continue en 1 et dérivable en 0, G'(0) > 0 et, pour
tout z € [0, 1], on a G(x) = max,¢(o,,](G(y) + G(z —y)).

Montrer que G est nulle.
1. Montrer I,, — +o0.

Exercice 425 [X PC 2025 # 426] $$ Montrer que : > IHTP > Inx + O(1). Ind. Considérer In(n!).

p<z

Exercice 426 [XPC 2025 # 427] Soient f : [0, 1] — R continue, g : [0, 1] — R continue a valeurs positives telle fol g=1letp:R—R

de classe C? telle que ¢ > 0.
1 1
d d
o ([ rutas) < [ o(sangtea

Exercice 427 [X PC 2025 # 428] Soient deux réelsa < bet f,g € C° ([a,b],RT*) avec f # g.

On suppose
b b
fr=]s

Montrer :

.Pour n € N, on pose [, :fb b

a gm

1. Montrer que (In);{“eN est strictement croissante.
Exercice 428 [X PC 2025 # 429] Soif f € C2(]0,1],R™) telle que f(0) = 0 et f”" > 0.
Montrer que fo x)%dr < fO 22 f'(x)3dx.
Exercice 429 [X PC 2025 # 430] 501ent K :[0,1]> — R** et f,g: [0,1] — R™* continues telles que : Vx € [0,1], f(z) =
fol K(z,2)g(z)dz et g(z fo f(2)dz. Montrer que f=g.

Exercice 430 [X PC 2025 # 431] Sment L' (resp. L?) I'ensemble des fonctions continues de R dans C intégrables (resp. de carré
intégrable). Soit f € C}(R,C) telle que = — z f(z) et x + z f'(x) sont dans L2
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1. Montrer que f € L?> N L.

1. Montrer lim,_,+, f(x) = 0. Montrer que x — x f2(x) est dans L?

Exercice 431 [X PC 2025 # 432] Soit E I'ensemble des f € C%(R,R) telles que = — (1 + 22)|f(z)], z — (1 + 2?)|f'(z)]| et
— (1 + 22)|f"(x)| soient bornées sur R. Pour t € Ret f € C}(R,R), on pose A;(f): x — f'(z) + tof(z) et A;(f) : = —
—f'(@) +taf(x).

1. Si f € F, montrer que 1, AF(A(f))f >
Ind. Montrer, pour (f,g) € E?, que [5 Ai(f)g f FA:(9).

1. Soit f € E telle que [, f> = 1. Montrer que (f 22 f2(x)d ) <fj;c f’2(x)da?) > 1
Exercice 432 [X PC 2025 # 433] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de classe C* définies de R dans R.
5 (@)

On suppose que sup,,en (sungeR ) = c € Ret limy,, {0 SUp,eg | fn(x)] = 0. Montrer que lim,,_, oo SUp,cg | f1 (2)| =
0 et limy,— oo SUP,er | 1, (2)| = 0.
Exercice 433 [X PC 2025 # 434] On admet que > 4 = 2 Soitg: x> I ° 4 Sk
1. Montrer que g est définie sur R.
2. Calculer [*_g(x)dx.
3. Calculer [ (2%g(x))*dx.
4. Expliciter q et tracer son graphe.
Exercice 434 [X PC 2025 # 435] Soit f € C*(R,R). Soit (f,,) la suite de fonctions définie par fy = f et, pour tout n € N et tout
T €R, fop(x fo tfn(t)
1. Montrer que I'application T qui a f associe Z _o Jn est un endomorphisme de C*°(R,R).
2. Exprimer T(f) a laide de f.
3. L’application T’ est-elle injective ? surjective ?

Exercice 435 [X PC 2025 # 436] Soit f: t — (1 —t)' =1/t Cette fonction est-elle développable en série entiére ? Si oui déterminer le
rayon de convergence et le signe des coefficients de ce développement en série entiére.

41)

cos(nx).

Exercice 436 [X PC 2025 # 437] Donner le développement en série entiere de f(x) = ﬁ et son rayon de convergence. Montrer
que les coefficients sont entiers. Pouvait-on le prévoir ?

Exercice 437 [X PC 2025 # 438] On pose f: z — Z Montrer que f n’est pas le quotient de deux polyndmes.

n=0 2"(" 1)/2
+oo (—1)* P

Exercice 438 [X PC 2025 # 439] 1. Donner le développement en série entiére de arctan et montrer : ) ;2 - T =1
2. Pour n € N*, on pose S,, = 42z 1 2;_31 Montrer : WS,L(:? < 2%3

3. Montrer que, pour n = 5 x 10°, 7 et S, ont leurs 16 premiéres décimales communes, sauf pour la 6e.

Exercice 439 [X PC 2025 # 440] 1. Soit f € C[X] non constant. Soit r > 0. On suppose que f n’ a pas de racine de module 7. On
note N,.(f) le nombre de racines de f (comptées avec multiplicité) situées dans le disque de centre 0 et de rayon r. Montrer que

27 ret i
Nr(f): = 0 J;c((rezs))Te fdg.

2. Soit 7 > 0. Soient f et g dans C[X] tels que, pour tout z de module 7, [g(z)] < |f(z)|. Montrer que f et f+g ont le méme nombre de
racines comptées avec multiplicité dans le disque de centre 0 et de rayon r.

3. Application : montrer que X35X3 + X + 2 posséde 3 racines comptées avec multiplicité dans le disque unité.

Exercice 440 [X PC 2025 # 441] Soit A : C — SL2(C). On suppose que les coordonnées de A sont sommes de séries entiéres de
rayon +00 et que A(R) C SO3(R). Montrer qu’il existe ¢ : C — C somme d’une série entiére de rayon +oo telle que Vz € C, A(z) =
(COS(SD(Z)) - Sin(SD(Z)))
sin(p(z2))  cos(p(2)) )7
Exercice 441 [X PC 2025 # 442] Soit 7 : [a,b] — C une fonction continue. On suppose qu’il existe une subdivision a = ag < a; <
- < ap, = b telle que, pour tout k € {0 ,m— 1} la restriction vy, de v au segment [a, ai1] est de classe C*. Soit f: C — C
continue. On définit f,y f(z)dz =37 faj“ 7v;(t)dt. Sivy(a) = v(b) et f est développable en série entiére sur C, montrer
que [ f(z)dz =0.

Exercice 442 [X PC 2025 # 443] 1. Montrer que, pour x > 0, e’ 0+°o —t* qt — +°° ze— (1457 g,
2. En déduire la valeur de f0+°° et dt.
3. Calculer f cos(t?)dt.

Exercice 443 [X PC 2025 # 444] 1. Montrer que Vt € [0, 1], "

7'

1— te’e

df = 0.b) En déduire que

1 2m )
Vz € C, —/ In e’ — 2|df = max(0,1n |2|)
21 0
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Ind. Considérer la fonction

2
f: t»—>/ In (|2 — te']) do
0

Exercice 444 [X PC 2025 # 445] Pour z € R, on note 2+ = max(z, 0). Soit f : £ € R — fjooj (%)2 et dy.

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Pour N € N et z € R, montrer que

N

N ok ) . (N4l 2
1 y g 1 sin (&L
= 1§ : E i — E <1]1)6U1N - (bm.( 2 a:))
+ k=0 j——k i— N + + sin (§)
c.Pour N € Net k € Z, montrer que :

1o (sin((N+1)x)>26ikmdz:<1_ %] )*

21 | 2N +2 sin(2) 2N +2
i 2 1 s sin x 2 1
d. Montrer que, uniformément en k € Z, la suite de terme générali ffﬂ 2Nl+2 (Sm(s(inN(;)x)) efzkzda:_i I 2Nl+2 ( ((1\;1) )> e—ika
tend vers
0

¢dui 7 €1} "
lorsque N — +00. En déduire: V€ € R, f(§) =7 (1 — 7) .
Exercice 445 [X PC 2025 # 446] Soit n € N*. Soit A € M, (R).

1. Justifier Iexistence de exp(A) = Z:é Ak—]; Ind. Montrer l'existence d’une norme || ||

sur M, (K) pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que VA, B € M, (R), ||[AB| < c||A||||B||-
1. Soit M : R — M, (R),t — exp(tA). Montrer que M est de classe C! sur R et calculer
M’(t) pour tout ¢ € R.

1. Soit p € N*. Soient u : R — RP? continue et B € M,, ,(R). Trouver toutes les fonctions X : R — R™ dérivables telles que
Vi € R, X'(t) = AX(t) + Bu(t).

2. Existe-t-il P € R[X] telle que exp(A4) = P(A)?
Exercice 446 [X PC 2025 # 447] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient A € ST (R) et b € R™. On pose :
Vo € R, J(z) = +(Az, z) (b, x).

1. Montrer que J est strictement convexe : Vo # y € R", VA € ]0,1[, J(Az + (1 — N)y) < AJ(z) + (1 — X)J(y).

2. Montrer que lim||;|| 4o J(z) = +o00.

3. Montrer que J atteint son minimum en 'unique point x vérifiant Azy = b.
Exercice 447 [X PC 2025 # 448] Soit n > 2. On pose ¥ = {(a1,...,a,) €R™; Y1 1 a; =0et I a? = 1}.Maximiser S, =
ajag + asaz + - - - + ap_1a, + anaq lorsque (aq,. .., a,) décrit .

3) Probabilités

Exercice 448 [X PC 2025 # 449] Soit A > 0. Pour n € N*, soit X, une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, A/n). Soit Y
une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A. Montrer que, pour tout k € N, P(X,, = k) —+> P(X =k).
n—-+oo

Exercice 449 [X PC 2025 # 450] Soit (a,, )nen+ une suite croissante d’entiers naturels non nuls. On tire des dés équilibrés, le n-iéme dé
admettant a,, faces numérotées de 1 a a,,. On effectue les tirages tant que la suite des résultats est croissante. On note p la probabilité
de faire une infinité de tirages. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,)nen+ pour que p soit non nul.

Exercice 450 [X PC 2025 # 451] On définit pour
A e M,(R)

A _ xtoo AR
» € = 2 k=0 k1 -

1. Montrer que e est bien défini.

Ind. On pourra montrer qu’il existe une norme || - || et une constante C' > 0 telles que, pour tout A, B € M,,(R), ||AB|| < C||A]|||B]|.
On note

0 1 1 0
(0 Do () )

1. Calculer, pour s,t € R, f(s,t) = Tr(Re!(sf+yH)),

1
—_I
R 512
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Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans un sous-ensemble fini de R2. On note g(s,t) = E(e!X+Y)),

c. Montrer que

m m
V51, vy Smy t1y-+-stm €R, Zzg(sk — Sp,tp —te) >0
k=1 =1
0
1. Onprend sy = s3 =t1 = t3 = %’“ et to = s1 = 0. Montrer que f ne vérifie pas ().
2. Soient H € S,(R),R € S;(R) tel que TrR = 1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire réelle X telle que Vs €
R, Tr(Re™ ) = BE(e!sX)
Exercice 451 [X PC 2025 # 452] Pour n € N*, soit S,, une variable aléatoire suivant la loi binomiale 5(n, p).
1. Soient n € N* et s > 0. Calculer E(e*).
2. Montrer que, pour tout réel a,

P (%2 0) <o (“namplas e+ )

n s>0

c. Montrer qu’il existe une fonction H € C°(R**,R™*) ne dépendant pas de n telle que

Ve > 0, P<

% _p’ > 5) < exp(—nH(g))

Exercice 452 [X PC 2025 # 453] Une suite (Y,,) de variables aléatoires a valeurs dans N est dite transiente si, pour toute partie
bornée A de N,ona ) .\ P(Y, € A) < +00.Soient o > 0 et (X},),,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que,
pour tout ¢ € N* on ait X; ~ P (%) On pose Y,, = X7 + - -+ + X,,. Montrer que (Y,,) est transiente.

Exercice 453 [X PC 2025 # 454] Une suite (S,,) de variables aléatoires & valeurs dans N est dite transiente si, pour toute partie
bornée AdeN,ona} .\ P(S, € A) < +oc.Soit (X,)n>1 une suite i.i.d. de variables

aléatoires telle que P(X; = 1) = pet P(X; = —1) = 1 — p, avec p €0, 1[. On pose S,, = X1 + -+ + X,,. Montrer que (5,,) est
transiente si et seulement si p # 1/2.

Exercice 454 [X PC 2025 # 455] Soit (X} )x>1 une suite de variables aléatoires 7.i.d. telle que P(X, =1) =pet

P(Xk:—l):1—p
.Onpose S, = > p_; Xi, T =inf{n € N*,S,, =1} et f,, = P(T = n).

1. Montrer que f1 =petqueVn > 2, f, = (1 —p) >} fro—1Sfn—k-

2. Onpose F : © — E (2717 o). Montrer que F(z) = pz + (1 — p)F(z)%x.
Exercice 455 [X PC 2025 # 456] On considére un marcheur qui peut se situer sur n sites numérotés de 1 a n. A chaque étape, il a une
probabilité p; ; de sauter du site numéro 7 au site numéro j.
Pour k& € N, on note X}, la variable aléatoire donnant le site occupé par le marcheur a I’étape k et 1, ; = P (le marcheur esten i a
I’étape k). L’application uy : @ € [1,n] — pg,; estlaloi de X.

1. Donner les lois de X et X et fonction de uq et des p; ;.

2. Pour f: [1,n] — R, donner E(f(X1)).
On pose, pour f € RI:™, Tapplication T'(f) : [1,n] — R définie par : T(f)(i) = E(f(X1)) lorsque la suite (X,,) vérifie po = 13-
On dit que la marche aléatoire est déterministe si : Vi € [1,n], 3j; € [1,n], p;j, = 1.

1. Interpréter cette derniére définition.

2. Montrer que la marche est déterministe si et seulement si : V(f, g) € (RIM™)2, T(fg) = T(f)T(g).
Exercice 456 [X PC 2025 # 457] Soit n > 2. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
Soit X = (X1,...,X,)T un vecteur aléatoire 4 valeurs dans R™. On suppose que X est a valeurs dans {V;,...,V,,} avec, pour
ke[l,m],P(X =V;)=pr > 0.

1. On dit que X est centrée lorsque E(X) = 0. Montrer que, si X est centrée, alors rg(V7,..., V) < m.

2. On dit que X est centrée-réduite lorsque E(X) = 0 et que la matrice de covariance (Cov(X;, X;))1<i j<n est égale a I,.
Montrer que si X est centrée-réduite alors m > n.

3. On suppose que m = n + 1. Montrer que X est centrée-réduite si et seulement si, pour tous ¢ # ¢ (V;,V;) = —1 et pour tout %
n=1

tous ¢ # j, (Vi, V;) = —1 et, pour tout 4, p; = W
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VII) De Christophe XENS

Exercice 457 [ENS 25, ULSR] Une randonneuse doit choisir un emplacement pour poser sa tente. Elle dispose de N emplacements
distincts numérotés, qu’elle parcourt a partir du premier. Elle ne peut pas revenir en arriére, et lorsqu’elle est au niveau d’'un em-
placement, elle peut le comparer aux emplacements qu’elle a déja vu. On suppose que tous les emplacements ont autant de chance
d’étre le meilleur. L’objectif est de s’arréter au niveau du meilleur emplacement. But de 'exercice : trouver une stratégie maximisant
les chances de réussite.

1. Traiter le cas N = 3.

2. (Question donnée apres avoir fini Q1) On considére la stratégie suivante : la randonneuse parcourt les k premiers emplacements
sans s’arréter, et a partir du k + 1-iéme, elle s’arréte dés qu’elle en trouve un meilleur que les précédents. Quel est le meilleur &
(asymptotiquement) ?

Exercice 458 [ENS 25, SR] Soit M = ( 4 C ) ouAd e M,(C),B e My(C)etC € M,, 1(C). On écrit

0 B
M ( x @y p(C) )

e =
*

1. Rappeler la valeur de chacune des étoiles.
2. Montrer que ® 4 p est linéaire.
3. On suppose A, B diagonalisables. Montrer que ® 4 p est diagonalisable.

Exercice 459 [ENS SR 25] Montrer le caractére C*° sur R? de la fonction définie par

T __ oY

Vo £y, fz,y) =

Exercice 460 [X 2025] Soit & > 0. On définit

etVz, f(z,z) = €”

an+1
zo=1letVn € N,z 41 = )zn

a(n+1

1. Montrer que E Zi ~ OMNZy.
i=0

2. Soit (z,,) € RN. On note

1 n
fhy = —— 2 x;. On suppose que ax,, + (1 — &)y, — x. Montrer que x,, — .
i=

Exercice 461 [ENS 2025, MPI] Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. Soit X une partie de E non vide, bornée et dont
la frontiére est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide. Question supplémentaire : et si on remplace ’hypothese "préhilbertien”
par "normé"?

Exercice 462 [ENS 2025, MPI] Dans S;' " (R), on définit la relation d’ordre strict >: A > B <= A — B € S,/ "(R). Montrer que
I'application A — A~ est décroissante sur S," " (R).

Exercice 463 [X 2025] Soitd € N*. Onnote f: z — Z 2", et on suppose que f est définie sur le complémentaire d’un
k<d,keZ
disque centré en 0. On suppose également que ¢y, ..., cq € Q et qu’il existe une infinité de z € Z tels que f(z) € Z.

1. Montrer que ¢y € Q.
2. Montrer que Vk < 0, ¢ = 0.
3. Autres questions non abordées.
Exercice 464 [X 2025] Quels sont les entiers n € N* tels que cos (27”) €Q?
Exercice 465 [ENS SR 2025] Soit n € N*. Onnote F = {A € S;/(R),rg(A4) = 1}.
1. Montrer que A € F < 3U € R"\ {0}, A=UU".
2. Soit a € CY (R*, E). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
« Ju e C°(RY,R*\ {0}),Vz > 0,a(z) = u(z)u(x)”
« 32 € C°(RT,R*\ {0}),Vz > 0, 2(z)Ta(x)z(z) > 0
3. On suppose vraies les propriéts de la question 2. Soient b < ¢ dans R et i, j € [1,n]. On suppose que a; ;(z) > Oeta; j(x) > 0
pour tout x € [b, ¢]. Montrer que

Vz € [b,c], z(z)Ta(x)z(z) > 0
32 € C%([b,c],R"\ {0}),% =2(b) =e;
z(c) = *e;
Exercice 466 On note A = {(a,) € RN,Vn € N, na,41 = (n+ 1)a, }.
1. Etudier A.
2. Trouver les solutions sur |—1,1[de  (H):z(z —1)y" +3zy' +y =0
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Exercice 467 [ENS 2025] Soient @ € N*, ppremier impair. On dit qu’une partie D C Z/p*Z est f génératrice pour f: Z/p*Zx
Z/p*Z — Z/p*Z si

Yy € Z/p*Z,In >2,3dy,...,dp, € Dyy: f(f (... f(d1,d2),d3)...,dyp)

1. Avec f : (x,y) — x — y, dénombrer les parties D C Z/p“Z qui sont f-génératrices et de cardinal minimal.
2. Avec f : (x,y) — xy, montrer qu’il n’existe aucune partie f-génératrice de cardinal 1.

3. Avec f : (z,y) — zy, montrer qu’il existe au moins une partie f-génératrice de cardinal 2. On admettra que le groupe des
inversibles de Z/p®Z est cyclique.

Exercice 468 [ENS25, SR] Pour f,g € E = C°([-1,1],R), onnote (f | g) = fil fg.

1

. 2 n .
Pour tout entier naturel n, on pose L, = (X - 1) et P, = o L;”).
. Rappeler pourquoi (.|.) est un produit scalaire.

. Montrer que pour tout n, P,, est un polynéme de degré n. Montrer que les P; sont deux a deux orthogonaux.

. Ecrire P, sous la forme }_;'_, a(X — 1)""%(X + 1). Montrer que (X — 1)"P (%) est un polyndme.

1
2
3. Montrer que P, est scindé simple & racines dans | — 1, 1].
4
5. Etudier la rationnalité des racines de P,

Exercice 469 [X 2025] Soit ) (a,2") une série entiére de rayon R > 0 et de somme f. Soeint p € N* et M € M, (C) telle que
VA € Sp(M),|Al < R.

1. Montrer que Y (a, M™) converge.

2. Peut-on trouver une suite (a,,) telle que le résultat soit vrai pour toute matrice M € M,,(C) telle que VA € Sp(M), || < R.
Exercice 470 [X 2025] On note B,,(R) 'ensemble des matrices M € O,,(R) telles que det(M) = 1 et —1 ¢ Sp(M). On note

T:Mw~ (I, — M) (I, + M)~ !

1. Montrer que T est bien définie sur A, (R) et que T (A4, (R)) C B,(R).
2. Montrer que T (B, (R)) C A,(R).

0 — tan(0)
tan () 0
Exercice 471 [ENS 2025] On dit qu'une matrice est de Bordaud si ses coefficients diagonaux sont exactement ses valeurs propres
comptées avec multiplicité.

3. On prend n = 2. Soit M = < ) avec || < Z. Que dire de T'(M) et T*(M)?

1. Montrer que A est semblable a une matrice de Bordaud si et seulement si A est trigonalisable dans R.
2. Existe-t-il une matrice symétrique dans C, non diagonalisable, qui est de Bordaud ?
3. Caractériser les matrices A qui sont normales, i.e. AT A = AAT, et de Bordaud.
Exercice 472 [ENS 2025] 1. Soitn € N. Soient A, B diagonalisables qui commutent. Montrer que A et B sont codiagonalisables.
2. Soit @ : S;FT(R) x O,(R) = GL,(R) telle que ®(H, Q) = H(Q. Montrer que P est une bijection.
3. Montrer que ! est continue.

Exercice 473 [X 2025] Trouver deux dés non biaisés tels que la probabilité de la somme soit la méme que pour deux dés usuels. Les
valeurs des faces sont des entiers naturels, pas forcément distincts et les dés peuvent étre différents.

Exercice 474 Ci-dessous, version alternative du méme exercice Soient f, g: R — R deux fonctions telles que :
« llexiste o, 5 > O telsque o + B > 1;
o llexiste A, B > Otelsque: Vaz,y €R, |f(z)— f¥)| < Alz—y|* |g(z)—g(y)| < Blz —yl|°.

Soit S = {zg,x1,...,Zn}avec g < Ty < -+ < Tp,a = Tg,b = Tp. On définit :
n—1
Js(f.g) == Z f(zi) (9 (@iv1) — g (@)
i=0

1. Montrer que: |Js(f,g) — f(a)(g(b) — g(a))| < AB|2(b— a)|*"P¢(a + B), ot ¢ désigne la fonction zéta de Riemann.
2. Montrer qu’il existe une unique valeur I € R telle que :

Ve > 0,30 >0, si max |zi41 — x| <0=[Js(f,9) —I|<e
0<i<n
Exercice 475 Soient f et g deux fonctions définies sur R vérifiant :

Va,y € [a,b], [f(x) = f(y)| < Alz —y|*
lg(x) — g(y)| < Blz —y|?

Soient @ < b et S = (z},) une subdivision de [a, b] de cardinal n. On note :
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n—1
= Z [ (xr) (9 (pg1) — g (zx))
k=0

2(b—a)
n—1 -

Soit un tel i, et S’ = S\ {;}. Exprimer simplement puis majorer |Js(f, g) — Js(f, 9)|-
Montrer que  |Js(f,g) — £(a)(g(b) — g(a))| < AB(2(b— ))**C(a+ B).

Montrer qu’il existe un réel I tel que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute subdivision S de [a, b] de pas inférieur

ad,

Montrer qu’il existe un indice ¢ entre 1 etn — 1 tel que ;11 — z;-1 <

L

|JS(fvg) 7I| <e
Exercice 476 [X 2025] Soit ¢ : R[X] — R[X] une application linéaire.

1. Montrer qu’il existe une suite de polyndmes (g, ),, tels que pour tout P € R[X], onait: ¢(P) = Z gn - P,

bl
2. Déterminer les polyndmes g,, dans le cas particulier ot (P)(X) = / P(t)dt.
0

Exercice 477 [X 2025] On pose ug = % et Vn, u, = tp—1(1 — up_1).

1. Etudier la limite de (u,).

1
2. Montrer que u, ~ .

3. Montrer que - — n ~ In(n).

VIII) Mines - MP

1) Algebre

Exercice 478 [MINEs MP 2025 # 458] Pour n > 2, on pose f(n) = [[4e[1,n—1] d- Résoudre I'équation f(n) = n.
d|n

Exercice 479 [Mines MP 2025 # 459] Soit n € N* dont on note {dy, ..., dy} 'ensemble des diviseurs positifs. Montrer que :

1< +1
VIS 2S5

Exercice 480 [MinEs MP 2025 # 460] Soient p, ¢ deux entiers naturels premiers entre eux tels que p < g. Montrer qu’il existe un

entier n > 1 et une liste strictement croissante (a1, ...,a,) € (N*)" telle que
n
1 k—1
P DT <]l
¢ = p

Exercice 481 [MiNEs MP 2025 # 461] 1. Soit p premier impair. Pour k € [1, p—1] montrer qu’il existe un unique k= € [1,p — 1].
tel que k - k=1 = 1 [p]. Montrer que S>Y_1 k=1 = 0 [p].
2. Soit m un entier naturel impair. Montrer que Zf;ll E™ =0 [p].
3. Ici, p > 5. Montrer que pour k € [1,p — 1], il existe un unique k* € [1,p?1] tel que

k-k*=1[p?.

Montrer que Zi;i k* =0 [p?].
Exercice 482 [Mings MP 2025 # 462] On note 7(n) (resp. o(n) ) le nombre de diviseurs positifs de n (resp. la somme des diviseurs
positifs de n). a) Montrer que si n A m = 1 alors o(nm) = o(n)o(m). b) Montrer que si o(n) est premier alors 7(n) I'est aussi.
Exercice 483 [MinEs MP 2025 # 463] Pour n € N, on pose M,, = 2"1,u = 2 + V3, v=2V3et Sy = w2 4+ 02", a) Montrer que,
si M,, est premier, alors n I'est aussi. b) Montrer que ¥n € N, s,,+1 = s22. Qu'en déduire sur la suite (s,,) ? c) Pour ¢ € N*, on pose
B = (Z/qZ)* et, pour (z,y), (2',y') € B, on pose (xy) + 2(’, y') = (x + X, y + y') et (w,y) x (2, ') = (w2’ + 3yy’, 2y’ + y2').

« i) Montrer que (B, +, X) est un anneau commutatif.

. ii)Onpose A=Z++/3Zetm:a+3bc A~ (a,b) € B.

Montrer que 7 est bien défini et est un morphisme surjectif d’anneaux.

1. Soit 7 un nombre premier. Montrer que, si M, divise s,,_o, alors M, est premier. Ind. On pourra raisonner par I’absurde en
considérant le plus petit diviseur premier q de M,, et I'ordre de (2, 1) dans B* .-

Exercice 484 [MINES MP 2025 # 464] Soient A un anneau commutatif intégre et ag, aq, ..., a, dans A. Montrer que, si a,, # 0,
I’équation ag + a1x + - - - + ap2™ = 0 admet au plus n solutions dans A.

Exercice 485 [MiNEs MP 2025 # 465] Soient m et n dans N*. Déterminer les morphismes de groupes de Z/mZ dans Z/nZ.
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Exercice 486 [MINEs MP 2025 # 466] Soient p un nombre premier, et G un groupe fini d’ordre 2p. Montrer que GG possede un élément
d’ordre p.

Exercice 487 [MINEs MP 2025 # 467] Onnote S,, le groupe des permutationsde {1, ..., n} et M), le maximum des ordres des éléments
de S,,. a) Montrer que n < M,, < nl.b) Sin > 4, montrer que M,, < maxogi<n—1(kMy_g). c) Montrer que M,, = 0(3”/3).

Exercice 488 [MINES MP 2025 # 468] Soit G un groupe fini dont tous les éléments sauf le neutre sont d’ordre 2. a) Montrer que G est
abélien. b) Soient H un sous-groupe de G ety € G \ H. Montrer que H U yH est un sous-groupe de G, et que 'union est disjointe.
¢) En déduire que |G| est une puissance de 2. d) Calculer le produit de tous les éléments de G.

Exercice 489 [MINEs MP 2025 # 469] Soit G un groupe abélien fini dont I’ensemble des automorphismes est de cardinal 3. a) Montrer
que ¢ : © € G +— 17! est un automorphisme de G, puis que V2 € G,2? = e. b ) Montrer que G admet un sous-groupe V d’ordre
4 et déterminer les automorphismes de V. ¢) Montrer qu’il existe € N tel que G soit isomorphe a V' x (Z/2Z)", et en déduire une
absurdité.

Exercice 490 [MINES MP 2025 # 470] Soient G un groupe abélien fini et G I'ensemble des morphismes de groupes de G dans (C*, x).
a) Montrer que G estun groupe fini. b) Soit ¢ € G non trivial. Montrer que Y e ©(g) = 0. c) Montrer que G est une partie libre de

Pespace vectoriel F(G, C). d) En déduire que |G| < |G|.

Exercice 491 [Mines MP 2025 # 471] Soient K un corps, A, B deux parties finies de K. On note m = card(A4) et n = card(B). On
pose C = {a+1b,(a,b) € Ax B}.a)Pour K = R, montrer que Card(C) > m + n — 1. b) Montrer le méme résultat pour K = C. On
pourra utiliser 'ordre lexicographique sur C. Pour K = Z/pZ, ol p est premier, on veut montrer que card(C') > min(p, m +n — 1).
On suppose par I’absurde que card(C) = m +n — q avec ¢ > 2 et m+n-q< p. ¢) Montrer qu’il existe f : A - Z/pZetg: B — Z/pZ

telles que : (i) V& € {0,...,m — 2}, 4 fla)a® =0, (i) > c 4 f(a)a™ ™ = 1,ii)

VEe{0,....,n—1}\{n+1—q}, ) gbp" =

beB

(V) Dpen g =1

1. Conclure en calculant de deux maniéres différentes la quantité :

Q= > [y [[a+b-0.
(a,b)EAXB ceC

Exercice 492 [MINES MP 2025 # 472] Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A. On dit que I est un idéal premier si I est
distinct de A et si, pour tout (x,y) € I, la condition zy € I implique x € I ou y € I. a) Déterminer les idéaux premiers de Z. b)
Soit P € K[X] irréductible. Montrer que PK[X] est un idéal premier de K[X]. c) Soient J et K deux idéaux et I un idéal premier.
Montrer que : J N K = [ implique J = ] ou K = I. d) Soit A un anneau commutatif non trivial dont tous les idéaux distincts de A
sont premiers. Montrer que A est intégre puis que A est un corps.
Exercice 493 [MINEs MP 2025 # 473] Soit i un idéal d’un anneau commutatif a. On appelle radical de I 'ensemble /I = {z € A :
In € N,z € I}. a) Montrer que v/T est un idéal de A contenant I. b) Déterminer les radicaux des idéaux de Z.
Exercice 494 [Mines MP 2025 # 474] Soit P € R[X] non constant tel que, pour tout 2 € R, P(z) > 0. a) Montrer que P est de la
forme

p q
P=dx JIX = oo ][0 = 2™ (X =X)™],
i=1 j=1
avec A > 0, les o; dans R et les \; dans C \ R. b) Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels que P = A? + B2

Exercice 495 [MiNEs MP 2025 # 475] Soit D désigne le disque unité ouvert de C. Soit P € C[X] de degré n € N*. On suppose
que P posséde une racine zp € C vérifiant |29| < 1. Montrer qu’il existe @ € C,[X] tel que : Vz € U, |P(z)| = |Q(z)| et
Vz € D, |P(2)] < |Q(2)].

Exercice 496 [MINES MP 2025 # 476] Soit P € Z[X]| unitaire de degré n > 1. On note Ay, ..., A, ses racines complexes, distinctes
ou non. Montrer que, pour tout ¢ € N*, le polyndme [, _, (X A]) est encore a coefficients entiers.

Exercice 497 [MiNes MP 2025 # 477] Soit P € R, [X], unitaire de degré n > 2, dont toutes les racines sont réelles et négatives.
n+1

Montrer que P’(0) P(1) > (nﬁlﬁP(O).
Exercice 498 [MINEs MP 2025 # 478] Montrer qu’il existe un polynéme a coefficients entiers dont sin -2~
]

Exercice 499 [MiNes MP 2025 # 479] Soit n € N*. On pose P,, = >_}'_,(—1)* @ZE)X" k.

I 80 est racine.

1. Montrer que sin((2n + 1)8) = (sin §)?"*+1 P, (cos?(6)/sin*(f)) pour tout § € R\ 7Z.

2. En déduire que Y_, o5, (bm/ (i) — n2n=l),

71'2

F-
Exercice 500 [MINEs MP 2025 # 480] On fixe un entier n € N*.

note

3. Conclure que 3"/ % =

1. Montrer que I'équation (E,,) : tan(y) = 2n tan(y/2n) posséde au moins n-1 solutions dans |0, nr]|.
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A(tant)
B(tant)

2. Expliciter deux polyndmes A,B a coefficients réels tels que tan(2nt) = pour

tout réel ¢ tel que tant et tan(2nt) soient définis. ¢) Mettre en évidence un polynéme P tel que les solutions de (E,,) soient les
solutions de P(1/tan?(y/2n)) = 0. d) Dénombrer les solutions de (E,,) dans ]0, nr].

Exercice 501 [MiNEs MP 2025 # 481] 1. Montrer que, pour n € N*, il existe P,, € Z[X] unitaire tel que P, (X + %) = X"+%.
2. Déterminer les r € Q tels que cos(nr) € Q.
Exercice 502 [Mines MP 2025 # 482] Pour une partie finie I = {x1,...,2,} (de cardinal n) d’un R -espace vectoriel E, on

Conv(I) = {Z)\kxk i (A, ) € (RD Z)\k = 1} .
k=0 k=0

Pour P € C[X], on note Z(P) '’ensemble de ses racines complexes. Soit P € C[X] non constant. a) Ecrire la décomposition en
éléments simples de %. b) Montrer que Conv(Z(P’)) C Conv(Z(P)). c¢) Soit H un demi-plan fermé de C contenant au moins une
racine de P’. Montrer que H - contient au moins une racine de P. Démontrer ensuite que P(H) = C.

Exercice 503 [MiNEs MP 2025 # 483] Quelle est la dimension du Q -sous-espace vectoriel de R engendré par Us ?

Exercice 504 [MINEs MP 2025 # 484] Soit A € M,,(Z). Pour tout z € Z", on pose A(x) = pged(z1, . . ., xy,). Montrer I'équivalence
des énoncés suivants : i) A(Axz) = A(z) pour tout € R™; ii) det A = +1.

11 1 1
Exercice 505 [MINEs MP 2025 # 485] Soit A = 8 (1) } i .- a) Calculer A™ pour n € Z.b) Trouver B € M,(Q) telle que
0 0 01

B? = A
Exercice 506 [MiNEs MP 2025 # 486] Soient A, B € M, (K) et P € K[X] tel que P(0) # 0. On suppose que AB = P(A). Montrer
que A est inversible puis que A et B commutent.
Exercice 507 [Mines MP 2025 # 487] 1. Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(R). Montrer qu’il existe une unique A € M,(R)

vérifiant VM € M, (R), o(M) = tr(AM).

2. Déterminer les formes linéaires ¢ de M,,(R) vérifiant VM, N € M,,(R), o(MN) = o(NM).

Exercice 508 [MinEs MP 2025 # 488] Soit M € M,,(C) telle que rg M = 1. a) Montrer qu’il existe a,b € C" tels que M = ab’.b)
Montrer que M? = (tr M)I,,. c) Calculer x ;. A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice M + I, est-elle inversible ? Dans
ce cas, expliciter son inverse.

Exercice 509 [Mings MP 2025 # 489] Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que, pour toute matrice B € M,(R), AB =0
implique BA = 0.

1 1
Exercice 510 [MiNEs MP 2025 # 490] Trouver les solutions dans M2 (R) de X2 + X = (1 1>.

Exercice 511 [MiNEs MP 2025 # 491] Soient z € C* et M = (2%)1<; j<n € M,,(C). a) Déterminer une condition nécessaire et
suffisante sur z pour que M soit inversible. b) Calculer rg M en fonction de z.

Exercice 512 [MINEs MP 2025 # 492] Soit (a1, ...,a,) € K". On pose an+1 = ai1. Soit M = (m; j)1<i,j<n € My (K) définie par :
m; ; = a; +a% 4. a) Calculer det M. b) Etudier Pinversibilité de M.

Exercice 513 [MiNEs MP 2025 # 493] Soient F un K -espace vectoriel de dimension n, v € £(FE) nilpotent d’indice n-1. a) Calculer
dim (Ker v’ ) pour 1 < 5 < n — 1. b) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est

0 1 o --- 0 O
0
1

Exercice 514 [MiNEs MP 2025 # 494] Dans M,,(C) avec n > 2, soient N 'ensemble des matrices nilpotentes et H celui des matrices
de trace nulle.- a) Montrer que Vect(N') # N. b) Montrer que Vect(N) C H. A-t-on H = Vect(N)?

Exercice 515 [Mines MP 2025 # 495] Soient A et B dans GL,,(R).
Montrer que 'ensemble des matrices de {tA + (1 — ¢)B, t € [0, 1]} n’appartenant pas a GL,,(R) est fini de cardinal au plus n.

Exercice 516 [MINEs MP 2025 # 496] 1. Que peut-on dire du déterminant d’une matrice de GL, (Z), le groupe des inversibles de
I'anneau M, (Z)?
2. Soient B, C' € M,,(R). On suppose que, pour tout k € [0,2n], B+ kC € GL,(Z). Calculer | det B| et det C.

Exercice 517 [MINEs MP 2025 # 497] Soient M € M, (R) et k € N*. On suppose que kM**! = (k + 1) M*. Montrer que I,, M est
inversible et déterminer son inverse.
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Exercice 518 [MinEs MP 2025 # 498] 1. Définir la fonction indicatrice d’Euler puis exprimer (n) en fonction de la décomposi-
tion primaire de n € N*.

2. Montrer que, pour tout n. € N*, n = 3"\ o(d).
3. En déduire le déterminant de la matrice (¢ A j)o<i j<n € Mny1(R).
Exercice 519 [MiNEs MP 2025 # 499] Montrer que : V¢ > 0,VA € M, (R),det(A% +tI,,) > 0.

Exercice 520 [MINEs MP 2025 # 500] 1. Soient Py, ..., P,_1 des polynomes de C[X] avec Py de degré k et zg,...,2,—1 des
nombres complexes. Calculer det(P;_1(2j-1))1<s j<n-

2. Soient zg, 21, ..., %, € Z. Montrer que [[,, <, zjf e Z

Exercice 521 [MiNEs MP 2025 # 501] Soient aq < ap < -+ < apetby < by < --- < b, desréelset M = (e‘“bj)lg,;,jgn. a) Montrer
que det M > 0 lorsque n = 2. b) Calculer det M lorsque by, = k1 pour tout k. c) Montrer que M est inversible puis que det /M > 0.

Exercice 522 [MinEs MP 2025 # 502] Soient Ay, ..., A, € My (R). On suppose que : 3, ,;(A;A; + A;A;) = 0. Montrer que :

det (i(Ak +1,)% = (n— 2)In> > 0.

k=1
Exercice 523 [Mines MP 2025 # 503] 1. Soit A € M,,(Z) dont tous les coefficients diagonaux sont impairs et les autres pairs.
Montrer que A est inversible.
2. Est-ce encore le cas si on suppose les coefficients diagonaux pairs et les autres impairs ?

3. On dispose de 2p+1 masses telles que, dés qu'on en enléve une, les 2p masses restantes peuvent étre regroupées en deux en-
sembles de cardinal p de méme masse. Montrer que les 2p+1 masses sont toutes égales.

Exercice 524 [MINEs MP 2025 # 504] Soit F un K -espace vectoriel, ou K est un sous-corps de C. Soient f,g € L(E) tels que ()
fog—gof=id

1. Vérifier que, pour tout P € K[X], f o P(g) — P(g) o f = P’'(g) et montrer que (¢™),en est libre.

2. Pour E = R[X], donner un exemple qui vérifie ().
Exercice 525 [Mines MP 2025 # 505] Soient A € GL,(C) et N € M,,(C) nilpotente telles que AN = NA. Montrer qu’il existe
B € M,,(C) telle que B> = A+ N.
Exercice 526 [MiNEs MP 2025 # 506] Soient A, B dans M, (K) et k& € N*. On suppose que A*T'!B¥ = A et que A et B sont
équivalentes.

1. Montrer que dim Ker A = dim Ker A2,

2. Montrer que K" = Ker A ¢ Im A.

3. Montrer que B*T1AF = B.
Exercice 527 [Mings MP 2025 # 507] Soient K un sous-corps de C et A, B € M,,(K) deux matrices semblables. Montrer que Com
A et Com B sont semblables.
Exercice 528 [MiNEs MP 2025 # 508] Soientn > 2et K=RouC.
‘8 8> avec 0 <r < n.
2. Montrer que Com(AB) = Com(A) Com(B) pour tout couple (4, B) € M,,(K)2.
3. Exprimer rg(Com(A)) en fonction de rg A. d) Etudier I'injectivité de v : A — Com(A). Quelle est son image ?

1. Calculer Com(J,.) ou J,. = <

Exercice 529 [Mines MP 2025 # 509] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient p1,...,p, € L(E) \ {0}. On suppose
que : V(i 5) € [L,n]?, p; o pj = & jpi-

1. Montrer que : Vi € [1,n],rgp; = 1. b) Montrer que la somme Im p; + - - - 4+ Im p,, est directe.
Exercice 530 [MinNEs MP 2025 # 510] Soit A € M,,(R). a) Montrer que : 1g A = rg A? <= R" =Im A @ Ker A.
1. Montrer que rg A = rg A? si et seulement si t(A + tI,,) ~! posséde une limite finie quand ttend vers 0+.

Exercice 531 [Mings MP 2025 # 511] Si V est un sous-espace vectoriel de M,,(K), on note V° 'ensemble des M de M, (K) telles
que VA € V,tr(AM) = 0; I'ensemble V° est un sous-espace vectoriel de M, (K).

1. Exprimer la dimension de V' en fonction de celle de V.
2. Déterminer V° si V' est le sous-espace des matrices triangulaires supérieures de M,, (K).

Exercice 532 [MiNEs MP 2025 # 512] Soit V' un sous-espace vectoriel de M,,(Q) tel que V' \ {0} C GL,,(Q).

1. Montrer que dim V < n.

lsiti=j5+1
2. On note S la matrice de M,,(Q) définie par s; ; = < 2sii=1etj=mn .Soient g,...,A\,—1 € Z tels que )¢ soit impair.
0 sinon.

Montrer que 22;11 MeS* € GL,(Q).
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3. En déduire que dans la question a) Iégalité est possible.

Exercice 533 [MiNes MP 2025 # 513] Soient E un C -espace vectoriel de dimension finie, .4 une sous-algébre de L(E) telle que les
seuls sous-espaces stables par tous les éléments de A soient {0} et E. a) Soit € E. Donner I';, = {f(z), f € A}.b) i) Soientu € A
tel que rg(u) =7 > 1et f € A. Montrer qu’il existe o € C tel que rg(u o f o uau) < r.

« ii) En déduire qu’il existe u € A tel que rg(u) = 1.
1. Montrer que A = L(E).

Exercice 534 [MiNEs MP 2025 # 514] Soient E un K -espace vectoriel et u € L(E) vérifiant Imu? = Keru>. Montrer que :

Imu = Ker u®.

Exercice 535 [Mines MP 2025 # 515] Soit A € M,,(C). On note S(A) sa classe de similitude. On suppose S(A) bornée. a) Montrer
que A est diagonale a I'aide des matrices de dilatation I, + (A — 1)E; ;,ou A € Ceti € {1,...,n}. Montrer que toute matrice de S(A)
est diagonale. b) A laide des matrices de transvection I,, + E; joui # j, montrer que A € CI,.
Exercice 536 [MiNEs MP 2025 # 516] Soit K un sous-corps de C. a) Soient A, B € M., (K) telles que A, B et A + B sont nilpotentes.
Montrer : tr(AB) = 0. b) Soit (A1, ..., A,) une famille libre de M,,(K). Soit ® : B € M,,(K) — ((tr(A1B),...,tr(A,B)) € K".
Montrer que & est surjective. c¢) Soit G un sous-espace vectoriel de M,, (K) constitué de matrices nilpotentes.

« i) Exprimer la dimension de G° = {B; VA € G, tr(AB) = 0} en fonction de celle de G.

« ii) Montrer que dim G < w
Exercice 537 [MINEs MP 2025 # 517] Soit n € N*. Soit D I'ensemble des matrices M € M,,(C) telles que m; ; = 0 pour tous
i,7 € [1,n] tels que ¢ j est impair. a) Montrer que D est une sous-algébre de M,,(C). b) Soit M € GL,,(C). Montrer que M € D siet
seulement si Com (M) € D. c¢) L’équivalence précédente reste-t-elle vraie si on ne suppose plus M inversible ?
Exercice 538 [MiNEs MP 2025 # 518] Déterminer les applications f de R™ dans M,,(R) telles que, pour tout X € R™ et toute
P € GL,(R),onait f(PX) = Pf(X)P~ L
Exercice 539 [MINEs MP 2025 # 519] Soientn > 2 et f € L(M,,(C)). On suppose que, pour toute matrice A € GL,,(C), la matrice
f(A) appartient & GL,,(C). a) Soit A € M,,(C) \ GL,(C).

« i) Montrer que A est équivalente a une matrice nilpotente.

« ii) En déduire que f(A) ¢ GL,(C).

1. Montrer que f est un automorphisme de M,,(C).

Exercice 540 [MiNgs MP 2025 # 520] Soit D,, le sous-groupe de GL,,(C) constitué des matrices diagonales inversibles. Déterminer
les P € GL,,(C) telles que YM € D,,, PMP~! € D,,.

Exercice 541 [MINEs MP 2025 # 521] Soit ¢ définie sur R[X] par ¢(P) = 1 (P(X) + P(—X)) + & (P(X) — P(—X)).

1. Montrer que Ker ¢ = {(1X)P, P € R[X] impair} et Im ¢ = {P € R[X] pair}.b) Montrer que Im ¢ et Ker ¢ sont supplémentaires. ¢
Exercice 542 [Mines MP 2025 # 522] Soit M € M,,(C). Déterminer la comatrice de la comatrice de M.
Exercice 543 [Mines MP 2025 # 523] Rappeler la base canonique de M,,(R). Donner une base de M, (R) formée de matrices
diagonalisables.
524 Soient n, d > 2 des entiers fixés. On note Lla matrice de M ( C) dont tous les coeffi-
Exercice 544 [Mines MP 2025 # 524] Soient n,d > 2 des entiers fixés. On note J la matrice de M,,(C) dont tous les coefficients sont
égaux a 1. Soit M € S, (R) vérifiant les conditions suivantes : i) m; ; = 0 pour tout 1 < 4 < n; ii) sur chaque ligne, M a exactement
d coefficients égaux a 1 et n - d coeflicients nuls; iii) pour tous 1 < ¢ # j < n:sim;; = 0 alors il existe un unique k € [1,n] tel
que m;p = my,; = 1, —sinm,; ; = 1 alors il n’existe aucun k € [1,n] tel que m; ; = my ; = 1. a) Déterminer le spectre de J. b)
Exprimer MJ, JM et M? en fonction de M, J et I,, . ¢) Montrer que Ker(M — dI,,) = Im J. Que peut-on en déduire concernant le
couple (n,d) ? d) Montrer que les autres valeurs propres de M sont racines d’un polynéme du second degré a préciser.
Exercice 545 [MiNes MP 2025 # 525] Soit A € M, (R) vérifiant : Vi € [1,n],> i a;; = letV(i,j) € [1,n]? a;; € [0,1]. a)
Montrer que 1 est valeur propre de A puis que si A € Spe(A), alors |A| < 1. b) On suppose que V(i, j) € [1,n]?, a;; > 0. Montrer
que 1 est la seule valeur propre complexe de A de module 1. ¢) On revient au cas général et 'on suppose que A est une valeur propre
complexe de A de module 1. Montrer que : \™ = 1.
Exercice 546 [MINEs MP 2025 # 526] Soient A, B, C' dans M3(C) telles que C' = AB BA et C' commute avec A et B.
Exercice 547 [Mines MP 2025 # 526] Soient A, B, C' dans M5(C) telles que C = AB BA et C' commute avec A et B. Montrer que C'
=0.
Exercice 548 [MINEs MP 2025 # 527] Soientn > 2 et f un endomorphisme de C™ de rang 2. a) Exprimer x ¢ en fonction de Tr f et
Tr f2. b) Déterminer en fonction de tr f et tr f2 si f est diagonalisable.
Exercice 549 [Mines MP 2025 # 528] Soient A € M, (R) et fa : M € M, (R) = ATMA € M, (R). a) Soient (X1,...,X,,) et
(Y1,...,Y,) deux familles de R™. Montrer que (X7,...,X,) et (Y7,...,Y},) sont deux bases de R™ si et seulement si (XinT)lgi,jgn
est une base de M,,(R). b) Montrer que A est inversible si et seulement si f4 est bijective.- ¢) On suppose que A est diagonalisable.
Montrer que f4 est diagonalisable. d) Soient A une valeur propre non nulle de A” et Y un vecteur propre associé. Montrer que :

1. Soient

A une valeur propre non nulle de A7 et Y un vecteur propre associé. Montrer que : F' = {XY 7, X € R"} est un sous-espace stable
par fa.
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Exercice 550 [MiNEs MP 2025 # 529] Soit M € M,,(C) telle que M? + MT = I,,. a) Montrer que M est inversible si et seulement
si 1 ¢ sp(M). b) Montrer que M est diagonalisable. c) Déterminer les M dans S,,(R), puis dans M., (R), telles que M? + M1 = I,.

Exercice 551 [MiINEs MP 2025 # 530] Soient J € M,,(C) la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 et A € M,,(C) telle
que A3 = J. Montrer que tr(A)3 = tr(J).

Exercice 552 [MINEs MP 2025 # 531] Soit M € M,,(C). Déterminer I'’ensemble I = { P € C[X], P(M) nilpotente}.

Exercice 553 [MiNEs MP 2025 # 532] Soientn > 2, A, B € R[X] avec B scindé a racines simples de degré n+1, et f 'application qui
a P associe le reste de la division euclidienne de AP par B. Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X]. Quelles sont ses valeurs
propres? f est-il diagonalisable ?

Exercice 554 [MinEs MP 2025 # 533] Soit (A4, B) € M,,(C)%. Montrer qu’il y a équivalence entre : i) A et B ont une valeur propre
commune; ii) il existe C' € M,,(C) non nulle telle que AC = CB.

Exercice 555 [MINEs MP 2025 # 534] Soit A € M,,(C) tel que Tr(A™) # 0 et, pour tout k € [1,n — 1], Tr(A*) = 0. Montrer
Exercice 556 [Mines MP 2025 # 535] Soit £ = C°([0,1],R).Si f € E, soit T(f) : = € [0,1] — fol min(z, t) f(t)dt. Montrer que
T € L(E). Déterminer les éléments propres de 7T'.

Exercice 557 [Mines MP 2025 # 536] On identifie éléments de R[X] et fonctions polynomiales de R dans R. a) Montrer que u :
P~ [m — fo+oo Plx+t)e ! dt} constitue un endomorphisme de E. b) Montrer que u(P) = 35 P(*) pour tout P € R[X]. c)
Déterminer les éléments propres de w.

que A est diagonalisable.

1. Caractériser les endomorphismes de R[X ] qui commutent avec u.
Exercice 558 [MINES MP 2025 # 537] On pose SLy(Z) = {M € My(Z),det(M) = 1}. a) Vérifier que c’est un groupe. b) Quels
sont les ordres finis possibles d’une matrice de SL2(Z)? c) Existe-t-il une matrice de SL2(Z) d’ordre infini?
Exercice 559 [MINEs MP 2025 # 538] On identifie ici les polyndmes a coefficients dans C' avec leur fonction polynomiale associée.
Soit uw qui a P € C[X] associe u(P) : z — e * Zzi% %Z”.- a) Montrer que u est bien définie et que u(P) € C[X]. b) Montrer que
u est un automorphisme de C[X]. Déterminer ses éléments propres.
Exercice 560 [Mines MP 2025 # 539] Soient E un C -espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(FE). Montrer qu’il existe un
vecteur propre commun a u et v dans les cas suivants : uov = 0, u 0 v = au et u o v = au + Pv avec o, f € C. Montrer que u et v
sont alors cotrigonalisables.

Exercice 561 [MINEs MP 2025 # 540] Soient A, B € M,,(C) telles que AB + BA = A. Montrer que si n est impair alors Aet B ont un
vecteur propre commun. Que dire si n est pair ?

Exercice 562 [MINEs MP 2025 # 541] Soient A, B € M, (R). On suppose que AB est diagonalisable. a) La matrice BA est-elle
diagonalisable ? b) La matrice (B A)? est-elle diagonalisable ?
Exercice 563 [MINES MP 2025 # 542] Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On pose :

« C(A)={B e M,(R),AB = BA}

« C'(A) ={B e M,(R);VC € C(A),CB = BC}.

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (R) et en déterminer la dimension. A quelle condition a-t-on C'(A) =

R[A]?

2. Montrer que C'(A) est un sous-espace vectoriel de M, (R) et en déterminer la dimension. Montrer que C’(A) = R[A4].

Exercice 564 [MiNnEs MP 2025 # 543] Soient E un C -espace vectoriel de dimension finie n > 1 etu € L(E).

On écrit
-

Xu = [J(X = Ap)x.

k=1

On écrit x,, = [[_; (X Ax)**. a) Montrer que £ = @, _, Ker(u) idg)**. b) On suppose u nilpotent d’indice n. i) Montrer qu'’il

existe une base BB de F telle que Matg(u) = S . ii) Montrer que les sous-espaces vectoriels de E stables par u
: 0

: 1
sont en nombre fini. ¢) On suppose que u est nilpotent et qu’il n’existe qu'un nombre fini de sous-espaces vectoriels de F stables par
u. Montrer que u est nilpotent d’indice n.
Exercice 565 [MINEs MP 2025 # 544] Soit M = (m; ;)i<ij<n € Mn(R) telle que my; = mp; = Mipn—it1 = Lpourl < i < n,
les autres coefficients étant nuls. Calculer x 5s2. Est-ce que M? est diagonalisable ?
Exercice 566 [MINEs MP 2025 # 545] Soit A € M, (R) telle que x4 (X?) = xa(X)xa(X — 1). Montrer que n est pair.

A 24

Exercice 567 [MiNEs MP 2025 # 546] Soient A € M,,(C) diagonalisable et B = <O 34

>. Montrer que B est diagonalisable et

déterminer ses éléments propres.
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Exercice 568 [Mines MP 2025 # 547] Soit A € M, (R), soit: B = (13 }4
de BIQYL.

Exercice 569 [Mines MP 2025 # 548] Soit n > 2. On pose : By = {B € M,(R);(I,,B,...,B" !)libre} et E; = {B €
M, (R);3X € R", (X, BX, ..., B" 1 X) libre}. a) Montrer que F2 C Ej.b) Soient A € M,,(R) et X € R™. On pose [x = {Q €
RIX]; Q(A)X = 0}. Montrer qu’il existe P4 x € R[X] unitaire tel que Ix = Pa xR[X]. c) Montrer que:R™ = |y gn Ker P4 x(4).
d) Montrer qu’il existe U C R" finie telle que R™ = (J y oy Ker P4, x(A). e) Soient p € N* et o1, ..., ¢, des formes linéaires sur R"
telles que : R = |J?_, Ker ¢;. Montrer qu’il existe i € [1, p| tel que ¢; = 0. f) Montrer que E; C E.

) a) Etudier la diagonalisabilité de B. b) Etudier le rang

Exercice 570 [MiNes MP 2025 # 549] Soit H un sous-groupe fini de GL,(R) dont tous les éléments ont un spectre inclus dans
{—1,1}. a) Montrer que H est commutatif. b) Déterminer les valeurs possibles du cardinal de H.

Exercice 571 [Mines MP 2025 # 550] Soient F un C -espace vectoriel de dimension finie, u € L(F). Pour x € FE, on note :
I, = {P € C[X], P(u)(z) = 0} et E, = {P(u)(z), P € C[X]}. a) Montrer que I, est un idéal non nul de C[X]. On note 1, le
polyndme unitaire qui 'en- gendre. b) Soient z,y € E tels que y1; Aty = 1. Montrer que fig4y = o fly, puis que By, = 0 E, © Ey.
c) Soit 7, le polynéme minimal de u. Montrer qu’il existe = € FE tel que p, = 7.

Exercice 572 [MiNEs MP 2025 # 551] Soit F un R -espace vectoriel de dimension n. Soit u € L(E) tel que 7, = X2 4+ aX + b. On
suppose 7, non scindé sur R. a) Soient 2z € E'\ {0}. Montrer que P, = Vect(z, u(x)) est un plan stable par w. b) Soit F’ un sous-espace
vectoriel de E stable par u etz € E\ F. Montrer que P, N F = {0}. c) Démontrer I'existence d’une base de E dans laquelle la matrice
de u est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant tous identiques, de taille 2 x 2, et de polynéme minimal 7,,.

Exercice 573 [MiNes MP 2025 # 552] Soit A € M3(C). On pose G4 = {c € C*, cA est semblable & A}. a) Montrer que G 4 est un
sous-groupe de C*.- b) Montrer que G 4 est infini si et seulement si A est nilpotente, et qu'alors G 4 = C*.
Exercice 574 [MINEs MP 2025 # 553] 1. Déterminer les A € R pour lesquels il existe A, B € GL,,(C) telles que AB = ABA.

2. Déterminer, parmi les A trouvés en a), ceux pour lesquels toutes les matrices A,B vérifiant cette condition sont diagonalisables.

Exercice 575 [MINES MP 2025 # 554] Soit E un K -espace vectoriel de dimension n > 2. On s’intéresse aux endomorphismes v de
E dont les seuls sous-espaces stables sont {0} et F. a) Déterminer ces endomorphismes dans le cas K = C puis dans le cas K = R. b)
Dans le cas général caractériser ces endomorphismes a I’aide de leur polynome caractéristique.

Exercice 576 [MINEs MP 2025 # 555] Soit f un endomorphisme d’un K -espace vectoriel £ de dimension finie. a) On suppose que
f a un plan vectoriel stable F'. Montrer qu’il existe un polyndéme P € Ky[X] tel que ' C Ker P(f). b) On suppose qu’il existe un
polyndme P € Ky[X] tel que dim Ker P(f) > 2. Montrer que Ker P(f) contient un plan vectoriel stable par f.

Exercice 577 [MINEs MP 2025 # 556] Soient K un sous-corps de C, E un K -espace vectoriel de dimension n et u € L(E). a) On
suppose que u est nilpotent d’indice p.

« i) Montrer que p = n si et seulement si dim Ker u = 1.

« ii) Montrer que p=n si et seulement si u posséde un nombre fini de sous-espaces stables.

1. On revient au cas général. Montrer que u posséde un nombre fini de sous-espaces stables si et seulement si deg m,, = n.
Exercice 578 [MinEs MP 2025 # 557] Soit P € R[X]. On suppose que la fonction polynomiale associée est injective sur R. Soient
A, B € M,,(R) diagonalisables vérifiant P(A) = P(B). Montrer que A = B.

Exercice 579 [MINEs MP 2025 # 558] 1. Montrer que deux matrices diagonalisables qui commutent sont simultanément diago-
nalisables.

Méme question, avec un nombre quelconque de matrices.

Soit G un sous-groupe de GL,,(C) tel que VA € G, A? = I,,. Montrer que G est fini et donner une majoration de son cardinal.
Soit n # m. Montrer que GL,,(C) et GL,,(C) ne sont pas isomorphes.

On considére G comme dans la question c). Montrer que card G est une puissance de 2.

A

Trouver tous les groupes multiplicatifs de M,,(C) qui ne sont pas des sous-groupes de GL,(C). On précise qu'un groupe
multiplicatif de M., (C) est un sous-ensemble stable par produit matriciel et formant un groupe pour la loi induite par le produit
matriciel.

Exercice 580 [MINEs MP 2025 # 559] Soient A € M,,,(C), B € M,,(C) et &4 p 'endomorphisme de M,,, ,,(C) défini par VM €
M n(C), ®a. (M) = AMMB. a) Montrer que, si A et B n’ont pas de valeur propre commune, ¢ 4 g est un automorphisme de
M. (C). b) Supposons que A soit une valeur propre commune a A et B. Montrer que le noyau de ® 4 p contient une matrice de
rang 1.

Exercice 581 [MiNes MP 2025 # 560] Soit £ = {A € M,,(R), A> = A}. Montrer que E est réunion d’'un nombre fini de classes de
similitude de M,,(R) que l'on précisera.

Exercice 582 [MINEs MP 2025 # 561] Soient u € £L(C™) et o > 0. Montrer qu’il existe une base e telle que la matrice M de udans la
base e vérifie V(i, j) € [1,n]%,i #j = |mi;| <o

Exercice 583 [MiNes MP 2025 # 562] Soient n > 2 et G un sous-groupe de GL,,(C) tel qu’il existe N € N* tel que A = I, pour
tout A € G.

1. Montrer que tous les éléments de GG sont diagonalisables.
2. Soit (M;)1<i<m une base de Vect(G) constituée d’éléments de G. Soit f : A € G — (tr(AM1), ..., tr(AM,,)).

Soient A, B € G telles que f(A) = f(B). On pose C = AB~ L.
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1. Montrer que Yk € N, tr(C*) = n

ii) En déduire que C'I,, est nilpotente. c) Montrer que G est fini.
Exercice 584 [Mines MP 2025 # 563] Soient A et B dans M,,(C).
Montrer que x4 = X si et seulement si Vk € N*, tr(A4%) = tr(B*).

Exercice 585 [MINEs MP 2025 # 564] Soit A € M,,(R) telle que 34% = A2 + A + I5. Montrer que la suite (A¥);>( converge vers
une matrice que I'on précisera.

Exercice 586 [MinEs MP 2025 # 565] Soit A € GL,,(R). Exprimer le polyndme minimal de A~! en fonction du polynéme minimal
de A.

Exercice 587 [Mines MP 2025 # 566] $ $ Soit A € M,,(C).

1. Montrer que, pour r € R** assez grand, (re*I,,A)~' = 30 m
2. Montrer que, pour tout P € C[X] et tout r > 0 assez grand, P(A) = 5= [T re' P(re')(re'l, — A)~'dt.

3. En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.

Exercice 588 [MiNes MP 2025 # 567] Soient U ’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(R) et Ut ’ensemble des matrices
diagonalisables de M, (R) & spectre inclus dans R™*. Soit A € C*(R,U*™) telle que ¢ —+ A(t)? est constante.

1. Montrer que A est constante.

2. Le résultat subsiste-t-il si A € C}(R,U)?

3. Le résultat subsiste-t-il si A n’est pas de classe C'* ?

4. Le résultat subsiste-t-il si A est valeurs dans 'ensemble des matrices trigonalisables & spectre inclus dans R*™* ?

Exercice 589 [Mines MP 2025 # 568] Soient (E, (,)) un espace euclidien, X une partie de E. Montrer que X est finie si et seulement
si {(z,9), (z,y) € X?} est fini.

Exercice 590 [Mines MP 2025 # 569] Soit (E, (,)) un espace euclidien non réduit a {0}. Soit u € L(E) tel que tr(u) = 0.- a) Montrer
quil existe z € E'\ {0} tel que (u(z),z) = 0.b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est de
diagonale nulle.

Exercice 591 [Mines MP 2025 # 570] Soit (E, (,)) un espace euclidien de dimension 3. Soient f,g € SO(E). a) On suppose qu’il
existe z € F \ {0} tel que f(x) = g(x) = 2. Montrer que f et g commutent. b ) On suppose que f et g commutent. Montrer que I'une des
deux propositions suivantes est vraie : il existe z € F \ {0} tel que f(x) = g(x) = z, -f et g sont des symétries orthogonales par rapport
a deux droites orthogonales entre elles.

Exercice 592 [MINEs MP 2025 # 571] Soient (E, (,)) un espace euclidien et p € £L(E) un projecteur. Montrer 1’équivalence entre : i)
p est un projecteur orthogonal, ii) Vo € E, ||p(x)|| < ||x]], iii) p est symétrique.

Exercice 593 [MINEs MP 2025 # 572] On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soient A € M,, ,(R) avec n > p et
b € R™. On suppose que rg(A) = p. a) Montrer que la fonction f : © € RP — || Axb||2 admet un minimum sur R? atteint en un unique
xo € RP.b) Montrer que x( est I'unique solution de A7 Az = AT'b.

Exercice 594 [MiNEs MP 2025 # 573] Montrer I'existence et calculer minpegr,, x| 21y (i" P(i))%.

Exercice 595 [MINEs MP 2025 # 574] On munit M, (R) de sa structure euclidienne usuelle. a) En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, démontrer que ||AB|| < ||A]|||B|| quels que soient A et B dans M,,(R). b) Soient A € M,,(R) ainsi qu’une suite (M},),eN
a termes dans M, (R) et telle que || I, AMy|| < letVp € N, M,y1 = 2M,M,AM,. Montrer que A est inversible et que (M}),en
converge vers A~1. c) Soit A € M,,(R). Montrer que M € M, (R) ||In - AMH admet un minimum, et le ¢) Soit A € M, (R).
Montrer que M € M, (R) — ||I, AM || admet un minimum, et le calculer en fonction de A.

Exercice 596 [MiNEs MP 2025 # 575] 1. Montrer que (P, Q) = f 1 \/tl)iﬁ dt définit un produit scalaire sur R[X].

2. i) Montrer qu’il existe une unique suite (7},) de polyndmes réels telle que Vn € N, Va € R, T, (cos(x)) = cos(nz).

ii) Déterminer degré et coefficient dominant de T;, pour n € N. ¢) On note U, [X] 'ensemble des polynémes unitaires de degré n € N

de R[X]. Calculer minpey, x] [ _11 %dt. d) Que dire de la factorisation de T,, dans R[X]?

Exercice 597 [MINEs MP 2025 # 576] Soit M € O, (R). Montrer que ‘Zlgi GenMig| SN <D0 1< ien Imijl < n3/2.
Exercice 598 [Mines MP 2025 # 577] Soit E un R -espace vectoriel de dimension n € N*.

On dispose de deux produits scalaires ¢ et ¢ sur F, et on suppose qu’ils sont tels que O((F,©)) C O((E, ¢)), ou O désigne 'ensemble
des isométries vectorielles de I'espace euclidien considéré. Montrer que O((E,¢)) = O((E, ¢)).

Exercice 599 [MiINEs MP 2025 # 578] Soit E un espace euclidien. Montrer que deux produits scalaires sur E qui ont le méme groupe
orthogonal sont proportionnels.

Exercice 600 [MINEs MP 2025 # 579] On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique. Soit V,, = Vect SO,,(R).

1. Expliciter V5.
2. On suppose désormais n > 3. Montrer que : exp A, (R) C SO, (R) et V,;* C A,,(R)*. ¢) Montrer que V,, = M,,(R).

Exercice 601 [MiNEs MP 2025 # 580] 1. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M, (R). Soit F' un sous-
espace vectoriel de R™ stable par A. Montrer que F' est stable par A”.
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2. Soit A € M3(R) telle que AAT = AT A. Montrer que A est diagonalisable ou semblable 4 une matrice de la forme :

o O >

Exercice 602 [Mines MP 2025 # 581] Soit A € A,,(R). Montrer que det([,, + 4) > 1.

Exercice 603 [MiNEs MP 2025 # 582] 1. Soit A € M,,(R) telle que A + AT = A2 Trouver un polynéme annulateur de A.
2. Caractériser les matrices A de M,,(R) telles que A + AT = A2.

Exercice 604 [MiNEs MP 2025 # 583] Soit A € M, (R) telle que A2 = 0. Montrer que Im(A + A7) = Im A + Im A7T.

Exercice 605 [MiNEs MP 2025 # 584] Soit M € M.,,(R). a) Montrer que u : S+ MSM7 définit un endomorphisme de S, (R). b)
Montrer que u : S +— MSM ™~ definit un endomorphisme de S,,(R). ¢c) Montrer que u est un automorphisme si et seulement si M est
inversible.

Exercice 606 [Mines MP 2025 # 585] Soient M, N € M,,(R) non nulles, la matrice N étant nilpotente d’indice n. a) Montrer que
rg N = nl.b) On suppose que MNT = NTM = NMT. Montrer que R” = Im M @ Im N. c) Etudier la réciproque de b).
Exercice 607 [MiNEs MP 2025 # 586] 1. Soit A € S,,(R). Montrer I’équivalence des énoncés suivants :
« pour tout z € R™
« SpACRT.
2. Montrer que, pour tout A € M,,(R), ATA € S} (R).
3. Montrer que, pour tout S € S;F(R), il existe A € M,,(R) telle que S = AT A, puis déterminer {A € M,,(R), AT A = S}.
Exercice 608 [MiNEs MP 2025 # 587] 1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € A,,(R) si et seulement si les coefficients diagonaux
de P~1 AP sont nuls pour toute matrice P € O,,(R).
2. Soit A € A, (R). Montrer que le rang de A est pair.
Exercice 609 [Mines MP 2025 # 588] On pose o(A) = >1", 327, a? ; pour A = (i j)1<ij<n € Mn(R).

1. Calculer o(€2) pour 2 € O, (R).

2. Montrer que o(Q7 AQ) = o(A) pour tout A € M,,(R) et tout Q € O,,(R).

3. Calculer o(A) lorsque A représente une projection orthogonale dans une base orthonormée.
4. Déterminer les matrices P € GL,,(R) telles que VA € M, (R), o(P~1AP) = o(A).

Exercice 610 [MINEs MP 2025 # 589] Soient n,m € N*, S € S, (R). On pose A = (Tr(57+772))
min(n, deg(ms)), ot 'on a noté g le polynéme minimal de S.

Exercice 611 [Mines MP 2025 # 590] Soit (E, (,)) un espace euclidien. a) Soit u € S(F). Montrer que F = Ker(u) & Im(u). b) Soit
u € ST(F). Montrer qu’il existe h € ST(E) tel que u = h?. c) Soient f,g € ST(F). Montrer que Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g).
Que dire de Im(f + g)?

Exercice 612 [Mines MP 2025 # 591] Soit C' : A € A,(R) — (I, A)"1(I, + A) € SO,(R). a) Montrer que C est bien définie. b)
Etudier I'inversibilité de I,, + C'(A). Montrer que C' est injective. L’application C' est-elle surjective ? Dans le cas contraire, donner
son image.

Exercice 613 [MINEs MP 2025 # 592] Soit G un sous-groupe borné de GL,,(R). Montrer que G NS, (R) = {I,,}.

Exercice 614 [MiNEs MP 2025 # 593] On munit R” de son produit scalaire canonique. Soit A € S;F " (R). Une fonction f : M,,(R) —
R est strictement convexe si V(A, B) € M, (R)%2, A # B = (Vt € R) [0,1[f((1-t)A+tB)<(1-t)f(A)+tf(B)). Montrer que la fonction
x — (Az,x) est convexe sur R™. Etudier sa stricte convexité.

Exercice 615 [MiNes MP 2025 # 594] Déterminer les applications f de R™ dans M,,(R) telles que, pour tout X € R™ et toute
P € 0,(R),onait f(PX)=Pf(X)P L

Exercice 616 [MINEs MP 2025 # 595] Soit A € S,,(R). Déterminer le nombre de matrices B € M., (R) telles que A = B2.
Exercice 617 [MiNEs MP 2025 # 596] Montrer que si M € S;7(R) alors Com(M) € S;F(R).

Exercice 618 [MINEs MP 2025 # 597] Soit A = (a; ;)i<ij<n € Sn(R) telle que Sp(A) C R**. a) Montrer que a;; > 0 pour
1 <7 < n, puis que aij < aj a4, pour 1 < 7,7 < n. b) Montrer que maxig; j<n |ai,j\ = MAaxi<k<n Ok k- ¢) Que dire de la matrice

1<i,j<n Montrer que rg(A) =

Qi Qi o
Aij=1"" "™ )pourl<i<j<n?
i Wi

Exercice 619 [MiNes MP 2025 # 598] Soient A, B € S,,(R). Montrer que si un intervalle I de R contient toutes les valeurs propres
de A et B, alors I contient également les valeurs propres de (1-t)A+tB pour tout $t € [0, 1].$

Exercice 620 [MiNes MP 2025 # 599] Soit A € S, (R). Pour i € [1,n], on note A; la matrice extraite des 7 premiéres lignes et
colonnes de A. Montrer que A € S;F7(R) <= Vi € [1,n], det(4;) > 0.

Exercice 621 [Mines MP 2025 # 600] Montrer que le spectre de
1
A - < ; ‘)
t+7/1<i<n
est inclus dans R**.

Exercice 622 [MINES MP 2025 # 601] Soientax € R,n € N* et S = (a”_ﬂ)
S eS8t (R)?

1<ij<n’ a) Calculer det(S,,). b) A quelle condition a-t-on
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Exercice 623 [MinEs MP 2025 # 602] $ $ a) Soient U,V € S,7(R). Montrer qu’il existe R € S;7(R) tel que U = R? et en déduire
tr(UV) > 0.b) Soit I un intervalle ouvert de R, f : I — M,,(R) dérivable et P € R[X]. Montrer que : @ : ¢t — tr P(f(¢)) est
dérivable et calculer o. o : ¢ — tr P(f(t)) est dérivable et calculer a. c) Soient A, B € S,/ (R) telles que B — A € S,/ (R). Montrer
que : tr(e?) < tr(eP).

Exercice 624 [MiNEs MP 2025 # 603] Soit M € GL,(R). a) Montrer qu’il existe un unique couple (0, S) € O, (R) x S} (R) tel
que M = 0OS. b) Calculer supftr(AM), A € O,,(R) }.

Exercice 625 [Mines MP 2025 # 604] Soient F un espace euclidien de dimension n > 0 et u € S(E). On note \; < --- < A, les
valeurs propres de u et, pour k& € [0,n], on note Gy, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k. On note enfin E la
sphére unité de E. a) Pour un sous-espace vectoriel non nul V' de E, montrer que z € VNS — (z, u(z)) posséde un maximum et un
minimum. b) Montrer, pour tout k € [1,n], les identités A\, = minyeg, max,cyvns(z, u(r)) = maxyeg, ,_, Mingecyns{(z, u(z)).

2) Analyse

Exercice 626 [MiNEs MP 2025 # 605] Donner un exemple de forme linéaire discontinue sur un espace normé.
Exercice 627 [MINEsS MP 2025 # 606] Soit

E = {f €C*([0,1],R), f(0) = f'(0) = 0}.

Pour f € E,onpose N(f) =||f +2f + f"||co-

1. Montrer que NV est une norme sur le R -espace vectoriel F.
2. Soit f € E.Onpose g = f + 2f* + {”. Exprimer f en fonction de g. c) Montrer qu’il existe a > 0 telle que Vf € E, || f||oo < aN(f).
3. Les normes N et ||| sont-elles équivalentes?

Exercice 628 [MiNes MP 2025 # 607] Pour a € R et P € R[X], on pose N,(P) = |P(a)| + max{|P'(z)|,z € [—1,1]}. a) Justifier
que NN, est une norme. b) Pour a,b € R, N, et IV}, sont-elles équivalentes?

Exercice 629 [MiNEs MP 2025 # 608] Pour P € R[X], on pose || P|[oc = sup;¢jo 17 [P(?)

1
/ t"P(t) dt‘ .
0

Pl = [y [P(t)|dt et

>

N(P) = sup
neN

1. Montrer que N est une norme sur R[X].

2. Comparer les normes N et ||||co-

3. Comparer les normes N et || - ||;.
Exercice 630 [MiNEs MP 2025 # 609] Soit @ € R[X]\ {0}. Pour P € R[X] on pose || P||q = sup;c(_1,1) [ P(¢)|Q(?)]- 2) Montrer que
|lllo est une norme sur R[X]. b) On pose )1 = 1. Donner une condition suffisante sur () pour que || ||q et || ||, soient équivalentes.
¢) On suppose que ) admet un zéro « dans [-1,1]. i) Montrer qu’il existe P € R[X] de degré 2 tel que P(a) = 1, P'(a) = 0 et
vt € [-1,1]\ {a}, 0 < P(t) < 1.ii) Montrer que (t — P(t)"Q(t))nen converge uniformément sur [-1,1] vers la fonction nulle.

« iii) Conclure que ||||g et |||, ne sont pas équivalentes.
Exercice 631 [MINEs MP 2025 # 610] 1. Existe-t-il une norme sur M,,(R) vérifiant :
VA € M,(R),VP € GL,(R),||P~*AP|| = ||A||? b) Méme question en remplacant GL, (R) par O, (R).
Exercice 632 [Mines MP 2025 # 611] L’ensemble des polyndmes scindés a racines simples et de degré n est-il un ouvert de R,,[X]?
Un fermé de R,,[X]? L’ensemble des polyndmes scindés, a racines simples est-il un ouvert de R,,[X]? Un fermé de R,,[X]?

Exercice 633 [MINEs MP 2025 # 612] Soient p € N* et S un segment de R. On note E = C°(S, R), que 'on munit de la norme infinie.
On note Z, 'ensemble des éléments de I qui s’annulent en au moins p points. a) Montrer que Z; est fermé dans F. b) Déterminer
I'adhérence de Z, pour n’importe quel p dans N*.

Exercice 634 [MinEs MP 2025 # 613] Soit f : R> — R continue. Montrer que la restriction de f a un cercle de rayon strictement
positif n’est pas injective.
Exercice 635 [Mines MP 2025 # 614] Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et u € L(E) tel que Va € E, |Ju(z)|| < ||z||.
R | no ok
Pour tout n € N, on pose : v, = 535 >y u”.
. Simplifier vy, o (uid).
. Montrer que Ker(u id) et Im(u id) sont en somme directe.

. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
. Ker(uid) ® Im(uid) = F;

B W N =

ii) (v,) converge simplement sur F et Im(u — id) est fermé dans E.

Exercice 636 [MINEs MP 2025 # 615] Soit K un convexe compact non vide d’un espace normé F.a) Soit © un endomorphisme continu
de E tel que u(K) C K. Montrer que C' = (id — u)(K)

est convexe et compact. En utilisant la suite x,, = Z;é (id —u)(u* (x)) montrer que u admet

un point fixe. b) Soit (4, )n>1 une suite d’endomorphismes continus de E qui stabilisent tous K et qui commutent. On note Fj,
I’ensemble des points de K fixes par ui, ..., u,. Montrer que F;, est non vide pour tout n. En déduire qu’il existe un point fixe
commun a tous les endomorphismes ,,.
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Exercice 637 [Mines MP 2025 # 616] Soient N7, No et N3 des normes sur respectivement R,,[X], R,,[X] et Ry, [X]. a) Justifier
que Ny : (P,Q) = N1(P) + N2(Q) est une norme sur R,,[X] x R, [X]. b) Montrer que inf pcr,, [x]\ {0} #ﬂ% > 0.

QeR, [X)\{0}
Exercice 638 [MiNEs MP 2025 # 617] Soit 3 'espace des suites réelles bornées muni de la norme infinie. a) Pour X € P(N) on
pose ux = (1x(n))n>0. Montrer que ¢ : X + ux est une bijection de P(N) sur {0, 1}N. b) On suppose I'existence d’une partie
dénombrable A = {a, k € N} de B dense dans B. Soient b > 0 et X € P(N). Justifier existence de kx = min{k € N, |Juxai||co <
b}. Aboutir a une contradiction.

Exercice 639 [MiNes MP 2025 # 618] Soient n et p deux entiers naturels. Soit f € L£(R™,RP). Montrer que f est surjective si et
seulement si 'imageqdirecte par f de tout ouvert de R™ est un ouvert de RP.

Exercice 640 [MiNgs MP 2025 # 619] 1. On munit £ = C°([0, 1],R) de la norme ||| .
Les parties A = {f €E, fol f= 1} etB={feE, f([0,1]) C [0,1]} sont-elles compactes?

Si (E, ||||) un espace vectoriel normé et K un compact non vide de £, on dit que f: K — K est une isométrie si V(x,y) € K2, |[f(x) -
f(y)|| = [[x - y||- b) Dans R, quelles sont les isométries de [0,1] ? c¢) Soit f une isométrie du compact K. Montrer que f est surjective. d)
Soient K un compact et f : K — K telle que : V(x,y) € K2, || f(z)f(y)|| > ||zy||. Montrer que f est une isométrie.

Exercice 641 [MINEs MP 2025 # 620] Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et f : E — E vérifiant:V(x,y) € E2,||f(x)—f(y)|| <
||z — y||?>. Montrer que f est constante.

Exercice 642 [MiNgs MP 2025 # 621] Soient K un compact non vide et f : K — K une fonction continue telle que : V(z,y) €
K2 ||f(z) — f(y)|| > ||z — yl|- a) Montrer que f est bijective. b) Montrer que f~! est continue.

Exercice 643 [MINEs MP 2025 # 622] Soient (F, ||||) un espace normé de dimension finie et f : E — F telle que, pour tous z,y € FE,
1f(z) = fW)Il < L (|If(z) — =] + || f(y) — y|). Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 644 [MINEs MP 2025 # 623] On pose E = C°(R™,R) N L? que 'on munit de la norme || ||2. Si f € E, on pose

L[ fsinz >0

olf) e €RT {f(O)Sinn.

. Montrer que ¢ est un endomorphisme continu de E.

Exercice 645 [MiNEs MP 2025 # 624] Soit C' un fermé non vide de R™ tel que : V(x,y) € C?,z # y =]z, y[NC # 0. Montrer que C
est convexe.

Exercice 646 [MiNEs MP 2025 # 625] 1. Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé et f une forme linéaire continue non nulle sur
E.On fixe zy € E tel que f(zg) # 0.
|f(zo)l

2. Montrer que || flop = Tro Ker T

calculer ||®||op.

ii) Montrer que les deux énoncés suivants sont équivalents : il existe a € E tel que |ja|| = 1 et || f]|op = |f(a)], il existe y € Ker(f)
tel que d(zo,Ker f) = ||zoy||. b) On munit 'espace E = C%([—1,1],R) de la norme |||, et on définit 'application ® : u € E
fol u(t)dt — fol u(t)dt. Montrer que ® est une forme linéaire continue, et

Exercice 647 [MiNgs MP 2025 # 626] Pour tout A € M,,(R), on pose S(A) = {P7'AP, P € GL,(R)}. Pour tout K € N*, on
pose Qi = Diag(k™, k"~',... k). a) Soit T € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure. Calculer limy,_, o Q. 'TQx. b) Soit

A € M, (R). Montrer que A est trigonalisable si et seulement si S(A) contient une matrice diagonale. ¢) Montrer 1’équivalence des
énoncés suivants : i) A est nilpotente, ii) S(A) contient une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle, iii) 0 € S(A).

Exercice 648 [Mines MP 2025 # 627] On considére I’ensemble des matrices de M,,(C) dont le polyndme caractéristique est scindé
a racines simples. Cet ensemble est-il ouvert? fermé ?

Exercice 649 [MiNEs MP 2025 # 628] Soir r € [0, n]. Déterminer l'intérieur, 'adhérence et les composantes connexes par arcs de
I’ensemble des matrices de rang r de M,,(C).

Exercice 650 [MiNEs MP 2025 # 629] On munit C" de la norme || - ||2. Pour r € RT et G un sous-groupe de GL,,(C), on dit que G
vérifie P(r) si [|AX — X||2 < r||X]|2 pour tout A € G et tout X € C™. a) Pour quels r le groupe SO (R) vérifie-t-il P(r) ? b) Soient
G sous-groupe de G'L,,(C) qui vérifie P(r), A € G et A € sp(A). Montrer que |A\| = 1 puis que Ker(A — \I,,)? = Ker(4 — AI,,). En
déduire que les éléments de G' sont diagonalisables.- c) Montrer que si 7 < /2 alors le seul groupe qui vérifie P(r) est {I,,}.

k
Exercice 651 [MINEs MP 2025 # 630] Pour n € N, on pose P, = >_}'_, % a) Montrer que P,, n’a pas de racine réelle si n est pair,
et a une unique racine réelle sinon. b) On note x,, la racine réelle de Px,,1 1. Montrer que (2,,),>0 est strictement décroissante et tend
vers —oo.

Exercice 652 [MINES MP 2025 # 631] Soienta,b € Navecb > a > 1. Déterminer lalimite de la suite de terme général ZZ:O In (1 — —)

nZ2
n+k
+k)+(n+k)?

Exercice 653 [MINEs MP 2025 # 632] Déterminer la limite de la suite de terme général ' > Ten(n

n
Exercice 654 [MINEs MP 2025 # 633] Pour n € N*, soit u,, = (cos (#L) + sin (6SL>) . Déterminer la limite de (u,).

Exercice 655 [MiNEs MP 2025 # 634] On considére une suite réelle u vérifiant ug > O et Vn € N, upy1 = Ju, + #_2 a) Montrer
qu’il existe n € N tel que u,, > 1. b ) Montrer que u est décroissante a partir d’'un certain rang, puis qu’elle est convergente, et
déterminer sa limite.
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Exercice 656 [MINEs MP 2025 # 635] Soit o €]1, +-00[. a) Montrer que, pour tout n € N*, I'équation [, _, (kz+n?) = an?®" posséde
une unique solution strictement positive, que I'on notera x,,. b) Montrer que Vn € N* z,, < 2a. c¢) Montrer que (x,,) converge et
déterminer sa limite.

Exercice 657 [MINEs MP 2025 # 636] On note, pour j € N*, k; = min {n eN*, Yo, % > j}. a) Montrer que k; est bien défini. b)

Etudier la monotonie et la limite éventuelle de (k;);en+. ¢) Montrer que +1 m) e.

Exercice 658 [MiNes MP 2025 # 637] Soit (a,,) une suite strictement monotone telle que a,, — 400 et (ap+1 — a,) est bornée. Soit
f € C*(RT*,R) telle que f'(x) - 0. Montrer que, si f(a,) — ¢ € R, alors f(z) — {.--
Tr—r+00 xT

—+o00
Exercice 659 [MiNEs MP 2025 # 638] Pour a € {0,1},onpose v1,, = € Retvp41,4 = (2 + 1) Un,q0 pour n € N*. a) Expliciter
t,, # 0 tel que v, o = xt,, pour tout n € N*. b) Exprimer % “;” ¢ en fonction de t,,41. ¢) En déduire la limite des suites (vy,,4)neN
en fonction de .
Exercice 660 [Mings MP 2025 # 639] Soit (a,,) définie par ag = 0,a; = 1, et, pour n > 1, a1 = 4a,, — a,,—1. a) Montrer que, pour

tout n, a2 — an_1a,+1 = 1.b) Soit, pour n € N*, S, = Zk , arctan ( ) Exprimer S, en fonction de a,, et a,,11. c) Montrer que

S, —— I

n—-+o0o 12

Exercice 661 [MiNnes MP 2025 # 640] Soit (x,,) définie par g > O et, pourn € N, 41 = x,, + e~%n. En étudiant les suites de
.7:2

7 et v, = Upy1 — Up, trouver un équivalent puis un développement asymptotique de z,,

termes généraux u,, =

Exercice 662 [MiNes MP 2025 # 641] Soit o = 1nl?7120)‘ a) Montrer que & € R\ Q. b) Si z € R, on pose {x} = z|x|. Montrer que
A = {{na},n € N} est dense dans [0, 1]. ¢) Montrer qu’il existe k& € N tel que I'écriture décimale de 2¥ commence par 2025.
Exercice 663 [MiNes MP 2025 # 642] 1. Soita € [1/2,1].

Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = 27" non® it (})- b) Soit (I,)nen une suite d’ensembles telle que
Vn € N, I,, C [0,n]. Y a-t-il équivalence entre : i) |I,,| = o(n), i) la suite de terme général 27" )" (}) tend vers 0?

Exercice 664 [MiNEs MP 2025 # 643] 1. Donner un équivalent de H,, = >, _, %

2. Donner un équivalent de u,, cardinal de {(x,y, z) € [1, n]]g, 2y = z}. ¢) Donner un équivalent de v,,, cardinal de {(x,y, z) €
[1,n]°, zy = 22}
Exercice 665 [MINEs MP 2025 # 644] Soient A € R et (uy,),>0 une suite d’éléments de R™*. On suppose que “*+1 = 1 +0 (%)
Déterminer la nature de la série ) .

Exercice 666 [Mines MP 2025 # 645] Soit a € R. Nature de Y °°  (—1)»sinlarctan(n®)) 5

n
Exercice 667 [MINEs MP 2025 # 646] Soit v un réel > 1. Pour tout n > 1, on pose u,, = » .-, k%
1. Vérifier la bonne définition de u,,, et en donner un équivalent quand n — +o00. b) On pose v,, = Zﬁ pour tout n > 1. Etudier
la convergence des séries > v;, et

S(=1)"vp.

Exercice 668 [MINEs MP 2025 # 647] Pour n € N*, on pose u, = (1+\/T)(1+\/\/n;)---(1+\/ﬁ)' Etudier la convergence et calculer
>0 o Un-

Exercice 669 [MINEs MP 2025 # 648] On admet que Z::é 47 = %= Démontrer la convergence et calculer la somme: Sotee

1)n +oo &
n=1 2n k=—1

?
Exercice 670 [MiNEs MP 2025 # 649] 1. Montrer que : Y _;_ (-1 )ij = O(y/n).

. (—1)L\/EJ k -
2. Soit z € U. Montrer que ) ~— %" estune serie convergente.

Exercice 671 [MinEs MP 2025 # 650] Soit (u,)n>0 € (RT)N. On pose, pour n € N, v,, =

%u. Montrer que si la série E Up,
n
converge alors la série Y u,, diverge.

14+n

28 (k1)

+oo 2M 1 (k!)?
(2k+1)!

Exercice 672 [Mines MP 2025 # 651] 1. Montrer que la série Z converge. Onpose o = ) ; CESE

2. Soient a>0 et (u,) € CN telle que lim,, , { o u,, = £ € C.
k
Montrer que (1+a = >oreo ( )a Un — /.

—+o0

1. En déduire que, si la série de terme général u,, converge, alors la série de terme général

n
a n\
—_ a®u
1+ )t Z (k:) k
k=0
converge. Lorsqu’il y a convergence, montrer que
400 n n i
i=1 ((1+5)n+1 Dic1 (i)alui) Ez 1 Wi

+oo (=1)"
n=0 2n-+1

2n+1

1. Montrer que arctan(z) = T pour tout © € [—1, 1].- e) En déduire la valeur de o.

Exercice 673 [Mines MP 2025 # 652] On pose a,, = nﬁ!‘e\%. a) Montrer que > (In(an+1) In(ay,)) converge. b) Donner un équivalent

de Z?:OB 1%2 quand n tend vers 4-00. ¢) Démontrer que n! ~ /2mnn"e™" (1 + ﬁ +o (%))
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Exercice 674 [MINEs MP 2025 # 653] 1. Soit a > 0. Discuter de la nature de W en fonction de a.
2. Soit (vn)n>0 € RN telle que 3 (n!)?/"v2 converge. Montrer que 3" v,, converge.

Exercice 675 [MiNgs MP 2025 # 654] Montrer que les séries Y °° | Snllnn) o o0 f:“ Wdt sont de méme nature.

Quelle est cette nature ? "

Exercice 676 [MINEs MP 2025 # 655] Soit (u,,) € RN de limite nulle. Nature de > u,, avec les conditions suivantes : i) 7(ty, 41 —y) —
1, ii) 2 (Upg1 — up) — 1, iil) 2P (upi1 — u,) — 1 avec p > 2.

Exercice 677 [MiNes MP 2025 # 656] Soit (u,) strictement positive telle que > u,, converge. a) Montrer que + > ku;, — 0. b)

. s 1 n s s 1 n 1/n
Montrer que la série de terme général "y > k=1 kui, converge. c) Montrer que la série de terme général —— (n![[,_, ux)

n
converge, puis montrer que

Exercice 678 [MINEs MP 2025 # 657] Soit ) a,, une série convergente a termes positifs ou nuls. a) Montrer que : Vn € N*, (], _, ak)l/n <

— L S_, kay. b) Montrer que : Vn € N*,([]}_, an)'’" < 2Ty 2okt kak.- ) Montrer que : S (T an)'’" <

n(nl)t/n

P 3020 ay.

Exercice 679 [MiNEs MP 2025 # 658] Soit f strictement croissante de R dans R. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité
de f est au plus dénombrable.

Exercice 680 [MiNES MP 2025 # 659] Soient a et b deux réels. Caractériser I’existence d’une fonction continue décroissante f : R — R

telle que Vz € R, f(f(z)) = az + 0.

Exercice 681 [Mines MP 2025 # 660] Soit f : R — R telle que, pour tout = € R, il existe € > 0 pour lequel fj[,_. ;] est convexe.
a) Montrer que f est dérivable a droite en tout point.

1. Montrer que f est convexe et continue sur R.

Exercice 682 [MiNEs MP 2025 # 661] Soit f € C°(R,R). Montrer que f est convexe si et seulement si :

V(z,y) € R?, :v<y:>f(xz+y) < ylx/y f(t)dt.

Exercice 683 [MiNEs MP 2025 # 662] Soienta > let f, : ¢ €] —1—a,+oo[— aln (1 + 1};(1). a) Montrer que f, admet un unique

> —%. Montrer que

T

1+«

(14 To To Jr1 To 2 <
n — — <m0
1+« l1+a 2\1+4+« 3(14 «)

point fixe z, et que z, €] — 2, —1[. b) On suppose que « est tel que

8 |$a|3

Exercice 684 [MINES MP 2025 # 663] On note E I'ensemble des applications réelles continues sur R de carré intégrable. Pour tout

f € E,onpose ||f|| = (j; f2> 1/2. a) Montrer que (E, || ||) et un espace vectoriel normé. b) Soit f € F de classe C? telle que f” € E.
Montrer que f* € Eet||f'||* < ||fI| - |lf"|l
Exercice 685 [MinEs MP 2025 # 664] Soit I un intervalle ouvert de R. On note S 'ensemble des fonctions continues sur Itelles que,
pour tout # € I, limy,0 + (f(z + h) + f(z — h) — 2f(x)) = 0. a) On suppose [ dérivable sur I. Montrer que f € S.b) On suppose
que f € S et que f admet un maximum en xy € I. Montrer que f est dérivable en zy.
Exercice 686 [MINEs MP 2025 # 665] On pose f(z) = e~ /%" pour z € R*, et £(0) = 0.

1. Montrer que f est de classe O et qu'il existe une suite (P,),>0 € R[X]N telle que Vo € R*, Vn € N, f(™(z) =

P,(1/z)e= /7",
2. Montrer que f n’est solution sur R d’aucune équation différentielle de la forme y’ = a(z)y avec a : R — R continue.
3. Montrer que P, est scindé sur R quel que soit n € N.

Exercice 687 [MINEs MP 2025 # 666] Etude et graphe de f : 2 — —2Uz)

In(|z—2])"

Exercice 688 [MINEs MP 2025 # 667] Soit f € D?(R), telle que f ) = 0. a) Montrer que si f est strictement monotone sur un
intervalle I, f prend au plus deux fois chaque valeur sur I. b) Soit I' = {z € R, f”(z) = 0}. Montrer que si I # (), alors I" n’est ni
majoré, ni minoré. c) Montrer que I' est un intervalle de R. Caractériser f.

Exercice 689 [MinNEs MP 2025 # 668] 1. Soient A > O et fy : x € RT* — 2~ *e!/%. Montrer I'existence d’un unique
g(A\) > 0 tel que f1(g()\)) = 1. b) Trouver un développement asymptotique de g(\) lorsque A — +oc et lorsque A — 0%,

Exercice 690 [MinEs MP 2025 # 669] Soit E = C°(R,R). Soit ' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On suppose que
F est stable par produit. Montrer que F' ne contient que des fonctions constantes.

Exercice 691 [MiNEs MP 2025 # 670] On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soient 7 € R* et v € R? tel que |[v|| < 7.
Montrer qu’il existe f € C*°(R, R?) vérifiant :
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1 27

Ve eR, ||f(z)]| =7, — f=vetVz eR, f(z+2m) = f(z).
2 0

Exercice 692 [MINEs MP 2025 # 671] Soient A, B € M,,(C). Montrer I'équivalence entre i) AB = BA, ii) Vt € R, e!(A+5) = ¢tA¢tB,
. 2 . ) si
Exercice 693 [MINEs MP 2025 # 672] Calculer foﬂ/ %dm.

Exercice 694 [MiNEs MP 2025 # 673] Soient a,b € R avec a < b. On se place sur E = C°([a,b],R). On introduit, pour f € E et
1/p
pe N :||fll, = (f: |f|p) . a) Montrer que ||||,, est une norme sur E. b) Que vaut lim,_, 1, || f||,? ¢) Si f > O et g >0 sur [a, b],

) b 1/p
que vaut limy, , ;o (f_b gfp) ?

2
Exercice 695 [MINEs MP 2025 # 674] Soit f € C%([0,1],R) telleque f (3) = f’ (3) = 0. Montrer que fol " (x)?%dx > 320 [fol f(ac)dx} .
Exercice 696 [MiNes MP 2025 # 675] On pose E' = C°(R*,R). Soit p € N. a) Soit f € E. Montrer qu’il existe un unique élément
u(f) € E vérifiant Vo > 0,u(f)(z) = 5 [y 7 f(t)dt.

1. Montrer que u est linéaire et injective.

2. Déterminer les valeurs propres de u.
Exercice 697 [MinNEs MP 2025 # 676] Soit a € R. On pose E, = {f € C?([0,1],R); f(0) = f(1) = Oet f’(0) = a}. Montrer que
fil f"(t)2dt > 3a? pour tout f € E,.
Exercice 698 [MINEs MP 2025 # 677] Déterminer les f de C°([0, 7], R) vérifiant Vn € N*, [ f(t) cos(nt)dt = 0.

Exercice 699 [MINEs MP 2025 # 678] Déterminer la borne inférieure de fol | — f|lorsque f : [0,1] — R parcourt I’ensemble des
fonctions de classe C"! telles que f(0) = 0 et f(1) = 1.

Exercice 700 [Mines MP 2025 # 679] Soient f € C°([a,b],K) avec K = R, ou C et § > 0. Montrer qu’il existe P € K[X] tel que
|f = Plloc <&et [Z_f= [ P.Onpourra commencer par le cas réel.

in2 ;2
Exercice 701 [Mines MP 2025 # 680] Expliciter la fonction F' : x — f: ¥ arcsin (\/f) dt + f;os ¥ arccos (\/i) dt.
1
f(t)etdt
Lt e 0. R\ 0 .
0

Exercice 703 [Mines MP 2025 # 682] Soient f : R — R continue et g : = % foz cos(z — y) f(y) dy. a) Calculer la limite de g en 0.
b) On suppose que f admet une limite finie en +oc0. Déterminer la limite de g en +o0.

Exercice 704 [Mines MP 2025 # 683] On admet que f0+oo %du = 7. Convergence et calcul de

Exercice 702 [MiNEs MP 2025 # 681] Déterminer A = {

" .
] oo 22 cos(i;)f sin(u) du.
Exercice 705 [MiNEs MP 2025 # 684] Soit 2 € R. Pour toutn € N, on pose : I, = [ %dt. a) Donner un sens a I'intégrale
I,,. b) Expliciter I,,.

Exercice 706 [MINEs MP 2025 # 685] 1. Montrer que, pour tout réel a > -1, foﬂ/Q 1+adstin2 - = 2\/%.

+oo dt
0 14+(nm)> sin? ¢

Ind. Poser x = tan t.b) Soit « un reer > 0. Etudier la convergence de Y u,,, ou u,, = c) Etudier la convergence de

5. .1 +oo dt
Ilntegrale fO Trtesin®t-

Exercice 707 [Mines MP 2025 # 686] Calculer

1
/ (=)=l dg,
0

Exercice 708 [MiNgs MP 2025 # 687] Soient f une fonction continue périodique de R dans R et « € RT*.

L’intégrale
+oo
t
[0,
1 t
est-elle convergente ? absolument convergente ?
Exercice 709 [MINEsS MP 2025 # 688] 1. Soit

$a > 0.$ Etudier la convergence de 'intégrale || 1+Oo %dt.
1. Soient

A1y.vey0p >0

et Ai,..., A\ €R.

Discuter la convergence de 'intégrale f0+oo Sy costat)

im1 Ny ) dt et en cas de convergence, la calculer.
Exercice 710 [MINEs MP 2025 # 689] 1. Soit

fec’(R™ R™)

décroissante et intégrable. Soit S : 7 € RT* — 370 f(kr).
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Exercice 711 [MINEs MP 2025 # 589] 1. Soit

f c Cvoo(R*FJr7 R++)
decroissante et integrable. Soit S : € R

Montrer que S(r) existe et donner un équivalent de S(r) lorsque r — 0.
Montrer que S( ) existe et donner un équivalent de S(r) lorsque r — 0. b) Soient f € C°(RT,C) et a,b € Ravecb > a > 0. On

suppose que f 1 LORY converge. Prouver la convergence et calculer f oo M dt.
1. Calculer
+oo — —2t
= / £
L l
Exercice 712 [MINEs MP 2025 # 690] Soit
f:RT = RT*

une fonction de classe C! telle que (( 2)

~ % quand z — 4o00.
Exercice 713 [MINEs MP 2025 # 690] S
f:Rt = RT*

une fonction de classe C! telle que % ~ £ quand x — +o00. Montrer que f f@)dt ~ ! (x) quand x — +o0.

Exercice 714 [MINEs MP 2025 # 691] Soient
f€CR",R)

et £ € R*. On suppose que : f(z fo f —+> ¢. Déterminer un équivalent simple de f(z) quand z tend vers +oo.

Exercice 715 [Mines MP 2025 # 692] Pour tout 2 > 0, on pose f(x) = f+°° < qt.

x

Exercice 716 [Mines MP 2025 # 692] Pour tout 2 > 0, on pose f(x) = fzoo Tdt.

1. Montrer que f est bien définie.

2. Etudier I'intégrabilité de
f sur |0, +00][. ) Le cas échéant, calculer f0+oo f(x)dz.. a) Montrer qu’il existe un réel y tel que >_;~, + = Inn + v + o(1) quand
n — 400

—ax —bx

1. Montrer que f;roo € ——=¢ dx =1n(b) — In(a) pour tous réelsa > 0 et b > 0.

x

2. Montrer I'existence de [ = fol (% — m) dt puis I'égalité

[ G-wa)

400 [ o—nu_ —(ntDu _
1. Montrer que [ = E::(’) (# e nu) du.

3. Montrer I'existence de

l—e—u

puis P'égalité T = f0+oo e (% - —L ) du.

0 u
2. En déduire que

$I=-+$
Exercice 717 [MiNEs MP 2025 # 694] Soit f : [0,1] — R de classe C* telle que f(0) = f(1) =

1. Montrer que

/ F@) f(t) cotn(wt)dt
converge.
1. En déduire que 72 fol f(t)2dt < fol f(t)%at.
605 Soit
fec!(b*,D)
On suppose the fact integrable out D™ and f(z)
Exercice 718 [MiNEs MP 2025 # 695] Soit f € C*(R™,R). On suppose que f est intégrable sur R™, que f(x) - 0 et que {” est
Tr—r+00
croissante. Montrer que, pour tout z > 0, f+oo A< 2f(2) fjooj f

Exercice 719 [MiNEs MP 2025 # 696] On note E I'ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R™ dans R. Soit f € E.
On pose g(0) = f(0) et g(z) = 1 foz f pour tout z > 0.

$f € E.$ On pose g(0) = f(0) et g(z) = = fo pour tout & > 0 a) Montrer que g est continue et fow g® = —xg(x)? +2 ngE fag(x)
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1. Montrer que

g est continue et [* g = —zg(x)?+ 2 [’ fg.b) Montrer que, pour tout z > 0, [ ¢*> <4 [ %
En déduire que g € F et f0+oo g> < 4f0+oo
|[f(@) = Ly are™| <&

Exercice 720 [MiNEs MP 2025 # 697] On pose, pourn € N, f,(z) = 2™ In(z) si z €]0, 1], et f,,(0) = 0. Montrer que ( f,,) converge
uniformément sur [0, 1] vers 0.

Exercice 721 [Mines MP 2025 # 698] Soient a,b € R avec a < b. Quelles sont les fonctions de [a, b] dans R qui sont limite uniforme
sur [a,b] d’une suite (p,,),>0 de polynomes tels que, pour tout . € N et tout = € [a, b], p]l (z) > 0?

Exercice 722 [Mines MP 2025 # 699] Soit f une fonction de R dans C. Montrer I’équivalence entre :
1. pour tout £ > 0, il existe n € N et (ag, . . .,a,) € R""! tels que, pour tout z € R*,

ii) f est continue sur R* et admet une limite finie en +o0.

Exercice 723 [Mines MP 2025 # 700] Soit (f,,) une suite de fonctions convexe sur [a,b] & valeurs dans R. On suppose que (f,,)
converge simplement sur [a, b] vers une fonction f. a) Montrer que f est convexe. b) Soient «, 7 tels que : @ < a < n < b. Montrer
quil existe K > 0 tel que : Vn € N,Y(z,y) € [a,n]?, | fn(2) fn(y)| < K|xy|. c) i) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément
vers f sur tout segment de [a,b[ mais pas nécessairement sur [a, b].

« ii) Montrer que si f est continue, alors (f,,) converge uniformément vers f sur [a,b].

Exercice 724 [MINES MP 2025 # 701] On pose f : x — Z::é a”lfl(_:; . a) Déterminer les domaines de définition, de continuité, puis

de dérivabilité de f.b) Déterminer la limite de f en +o0, puis en donner un équivalent simple.

Exercice 725 [MINEs MP 2025 # 702] Soit f : z — Z::a(—l)” In (%) Montrer que f est bien définie sur R**. Déterminer la

limite et un équivalent de f en +oc.

n

n T
Exercice 726 [MINEs MP 2025 #703] 1. Soit « € [0, 1[. Justifier I'existence de f(z) = [[1>° (%)

2. Montrer que, pour tout z €]0, 1, In(f(z)) = In2 + ==L +°° 1™ In(l 4+ z™).

3. En déduire que, pour tout z €]0,1[, In (f(z)) =In2 + Zm:l %m

4. Montrer que f posséde une limite finie en 1 et la déterminer

+oo 1 _ z?
On admettra que ) ) -5 = .
Exercice 727 [MinNEs MP 2025 # 704] 1. Déterminer le domaine de définition de f : x — Zn 0 m

« b) Déterminer la limite de f en 4o00.
« c) Déterminer un équivalent de f en 0.
Exercice 728 [MINEs MP 2025 # 705] 1. Montrer que f : 2+ 320 “’%7;’ est définie et continue sur R.
2. Pour n € N et 2 € R, donner une expression simplifiée de Y sin(kz).

3. Montrer que f est de classe C'! sur tout segment inclus dans R \ 27Z.

Exercice 729 [MiNgs MP 2025 # 706] On pose f(z) = > 1z

1. Domaine de définition de f?
2. Etudier la continuité de f sur son domaine de définition. Est-elle de classe C! ?
3. Déterminer des équivalents de f en 0,17, 17 et +o0.

Exercice 730 [MinEs MP 2025 # 707] Soienta > 0 et f : R — R dérivable telle que : Vz € R, f'(x) = f(ax).

1. Montrer que f est de classe C'*°.
2. Calculer f(™ et expliciter f(™)(0) en fonction de f(0).
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére : ) %a"(”_l)/ 2z,

+o0 1 n(n—l)/an
n=0 :

On suppose a €]0,1[ et ’on note : g : = —

1. Montrer que g est bien définie sur R, de classe C*™ et : Vx € R, ¢'(x) = g(ax).
2. On suppose f(0) = 0. Montrer que f = 0. f) Résoudre I’équation fonctionnelle : y’(x) = y(ax).

Exercice 731 [Mines MP 2025 # 708] Soit f : R — R bornée et dérivable, vérifiant : Vo € R, f'(z) = f(z + 1).

1. Montrer que : Vz € R, f(z) = Z"‘OO () on

n=0 n!
2. Montrer que : Vk € N, f(k) = — 22:24—2 %

3. Montrer que f = 0.

Exercice 732 [Mings MP 2025 # 709] Soit f : z € R\ Z — m + D onez o)z n)Q a) Montrer que f est bien définie, 1-périodique
et continue.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité sur R et que
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Vo € R, 4f(x) =7 (3) +f<“1>.

+OOL:712

1. Montrer que f=0 et en déduire: ) '~ = = T

Exercice 733 [MiNgs MP 2025 # 710] Soit f € C*(R*,R**) une fonction croissante telle que J}/((;C)) ~ oy aveca > 0. a)
Rappeler les théorémes d’intégration des équivalents et donner un équivalent de In(f(z)) quand x — +00. b) On pose u : = —

>0 o f(n)e ™. Déterminer le domaine de définition de u et donner les limites de u aux bornes de ce domaine.
Exercice 734 [MiNes MP 2025 # 711] Soit p €]0, 1[. Soit f définie par: f(z) = > "  n“p™.

1. Tracer une allure du graphe de f.
2. Déterminer le domaine de définition de f.
3. Etudier I'intégrabilité de f en —oo.

Exercice 735 [MiNEs MP 2025 # 712] Soient A € Cet Fy : s — Z:fo WR(SW a) Déterminer 'ensemble A des s € R** pour
lesquels F'y(s) est bien défini. b) Trouver la limite de F\ quand s — sup(A)). ¢) Donner un équivalent de F(s) quand s tend vers

inf(Ay). d) Calculer fol y"(1 — y)*~*dy. En déduire une expression intégrale de F)(s).

} n
Exercice 736 [MiNEs MP 2025 # 713] On admet que 7 est irrationnel. Soit & > 1. On pose, pour n € N* : a,, = (&é") + %) .a)
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére > a,,2". b) Etudier la convergence de la série en R.

Exercice 737 [Mines MP 2025 # 714] Soient ¢ €] — 1,1 et f : = — Z:i% sin(g™x). a) Montrer que f est de classe C* sur R. b)
Montrer que f est développable en série entiére au voisinageqde 0.

Exercice 738 [MINEs MP 2025 # 715] Soit f : x — fj;o e~ tsh (x\/f) dt. a) Donner le domaine de définition de f. b) Développer f
en série entiére puis exprimer f a I'aide des fonctions usuelles.

Exercice 739 [Mines MP 2025 # 716] Pour tout n € N, on pose : a,, = fﬂ/4 tan” t dt. Déterminer le rayon de convergence de la

0
série entiére )  a,xz", faire I’étude aux bords et calculer la somme.

Exercice 740 [MinEs MP 2025 # 717] Notons D,, le nombre de permutations de {1, . .., n} qui n’admettent aucun point fixe. On pose
par convention Dy = 1. a) Montrer que Y '_, (]]z) Dy =nl.b)Soit S : x — Z::& %x” Montrer que S a un rayon de convergence
> 1. ¢) Calculer e”S(x) et en déduire une expression de D).

Exercice 741 [Mines MP 2025 # 718] On définit f(z) = -2~ pour z complexe lorsque cela a un sens, et f(0) = 1. On

er—1
définit une suite réelle

(bn)neN
parby =letVn € N\ {0,1}, ZZ;& ()b = 0.
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que |b,| < n! pour tout n € N.
3. Montrer que f est développable en série entiére autour de 0 et que f(z) = Z::é %z” pour z voisin de 0. Montrer que le rayon

de convergence de la série entiére en question appartient a [1, 27].
4. En considérant z — f(z) + 3, calculer b, pour tout n € N impair.
5. Montrer que tan est développable en série entiére autour de 0 et expliciter le développement en série entiére associé en fonction
des b,,. Ind. Considérer f(z) + f(-z).
Exercice 742 [MinEs MP 2025 # 719] Soit p € R. L’application f : x € R — (x + m)p est-elle développable en série entiere
au voisinageqde 07

Exercice 743 [MINEs MP 2025 # 720] Pourn € N, onpose u,, : € R — [[;_, (1 — 2%)

1. Montrer que la suite (u,,) converge simplement sur R vers une fonction u que ’on ne cherchera pas a expliciter.
2. Montrer que u est continue sur R.
3. Montrer que u est développable en série entiére au voisinageqde 0.

Exercice 744 [MiNEs MP 2025 # 721] On considére :
+oo ,
frxe Z e e,
n=0

1. Montrer que f est bien définie et de classe C'™ sur R.
2. Montrer que f n’est pas développable en série entiére au voisinageqde 0.

Exercice 745 [Mines MP 2025 # 722] Soit (u,) une suite définie par uy €]0, 7/2[ et u,+1 = sin(uy,) pour n € N. Pour n € N, on

_ (Un _dt
pos€ an = Jo  Tisint-

Pourn € N, on pose a,, =

Un dt
0 14sint"

1. Déterminer la limite de la suite (u,,) et étudier le comportement de la suite (a,).
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2. Montrer la divergence de Y u?2 et la convergence de Y u?.
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) _ a,,z". Préciser le comportement de sa somme en 1 et en -1.

Exercice 746 [MINEs MP 2025 # 723] Soit (a,,),>0 une suite complexe telle que 3 n]a,| converge. Soit f : z = 3.7 a,2™. a)
Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.- b) On suppose que a; # 0 et que ZI:B nlay,| < |a1|. Montrer que f est injective
sur le disque unité ouvert.

Exercice 747 [MinNEs MP 2025 # 724] Pour n € N, on note p(n) le cardinal de 'ensemble {(z,y, 2) € N® :  + 2y + 32 = n}. Soit
G : t > 3T p(n)t™. a) Montrer que le rayon de G est > 1 et que V¢ €] — 1,1[, G(t) = 1 yi—y D) Expliciter p(n) et en
déterminer un équivalent.

Exercice 748 [MINEs MP 2025 # 725] Soient I un intervalle ouvert de R et f € C°°(I,R) telle que, pour tout n € N, (™ > 0.
Montrer que, pour tout x € I, il existe 7 > 0 et (a,),>0 € RN tels que Jar, z +7[C T et Vt €] —r,7[, f(z +t) = S5 ant™
Exercice 749 [MiNEs MP 2025 # 726] 1. Déterminer les endomorphismes continus du groupe (R, +). Si (a,)n>0 € RV, on dit

1
-2

que (an, )n >0 vérifie la propriété P sile rayon de convergence de Y | a,z™ est supérieur ou égal a 1 et siz — Z:i% anx™ admet
une limite finie en 1~

2. Montrer que, si Y a,, converge absolument, (a,,),>0 vérifie P. Etudier la réciproque.

3. Déterminer les fonctions f de R dans R telles que, pour toute suite (ay, ), >0 vérifiant P, la suite (f(ay))n>0 vérifie P.

Exercice 750 [MINEs MP 2025 # 727] 1. Soient (p,q) € (N*)? et f € C°([0,p/q],R). Pour n € N*, on pose : P, =

W Montrer que : [; /e P, (t)f(t)dt o 0. b) Montrer que 7 est irrationnel
Exercice 751 [Mines MP 2025 # 728] Déterminer un équivalent de +OO ¢\/§°St|dt lorsque n — +o0.

Exercice 752 [MINEs MP 2025 # 729] Déterminer un équivalent de I, = o+°°(l +nzt)~"dx.
Exercice 753 [Mings MP 2025 # 730] Soit f € C°([0, 1], R) strictement croissante vérifiant f(0)=0 et f(1)=1. Montrer que : fo H"dt ———

n—-+oo
0.
Exercice 754 [MinEs MP 2025 # 731] On pose : Vz €]0,1], f(x) = mi etvn €N, I, = fol 2" f(x) dz. a) Etudier la bonne
définition, la convergence et la limite de la suite (1,,). b) Déterminer un équivalent simple de I,,.
Exercice 755 [MiNEs MP 2025 # 732] Soit f € C°(R*,R") bornée.

1/n
Déterminer la limite de la suite de terme général - ( O+°O (In (1+ e"f(af)))n e—xdx) .
Exercice 756 [MINEs MP 2025 # 733] Soit
a€R"\{-1,1}.

cos(nt) dt.

On pose I O 1—2a cos t+a?

1. Montrer que a(I,, + I,+2) = (a? + 1)I,,,1 pour tout n.
2. Calculer I,,.

Exercice 757 [MiNEs MP 2025 # 734] Pour n € N, on pose I, fo (tan(z))™dz. a) Trouver une relation de récurrence vérifiée par

oo (=1)*
k=—o0 2k-+1°

(I,) et en déduire un équivalent de I,,. b) Donner le rayon de convergence de >~ I,2™. c) Montrer que Iz, = (—1)"
Exprimer de méme Io,, 1.

Exercice 758 [MIiNEs MP 2025 # 735] Soit 2 € R. Pour n € N, on pose I,, = fog cos™ (t)dt et J,, = fog cos" (t) cos(2xt)dt. a) Donner

une relation entre I,, et I, 5. b) Montrer que la suite ((n 4+ 1)I,,,,11) est constante et en déduire I,, mjr Vo ¢) i) Montrer
n—-+oo
Iexistence de o > 0 tel que V¢ € [0, 7/2], cos(t) < lat? et déduire que f_%oo vnt cos™ (t)dt R 0. Jo ii) Soit f € C1([0,7/2],R).
n—-+0oo

Montrer que % fog f(t) cos™(¢)dt T 1(0).

—1
« iii) Montrer que, si x # £, alors J,, = (1%) "T_lJn,Q.
« iv) Conclure que, si z €] — m, 7|, alors mz: [~ (1 i—i) —— sin(7x).
- n—-+o0o
+o0 In?(x)
r2+1
Exercice 760 [MiNgs MP 2025 # 737] On appelle suite de fonctions de Bertrand une suite (f,,) de fonctions continues sur R™ a

dz sous forme de somme d’une série.

Exercice 759 [Mines MP 2025 # 736] Exprimer f

valeurs positives, uniformément majorées et vérifiant : Vn € N, f0+°° fn = 1. Soit B une suite de fonctions de Bertrand et }_ a,, une

série numérique réelle. On dit que Y a,, est B -convergente si — Y a,, f,, converge simplement sur R™, vers une fonction continue ;-
—+oo

—Jo Z+°° an fr, est une intégrale convergente. a) Montrer que toute série absolument convergente est B -convergente. b) On

pose : Vn € NVt € RT, f.(t) = tnn! . Montrer que (f,,) est une suite de fonctions de Bertrand. Expliciter une série divergente
Osit<n

qui est b-convergente. ¢) Pour n € N, on définit f,, : t € RT — {tnsin<t<n+1 . Montrer que (f,,) est une suite
n+2tsin+1<t<n+2

de Bertrand et montrer qu’une série ) . a,, converge si et seulement si elle est B -convergente. En cas de convergence, montrer que

+oo +oo +oo
n=0 an = 0 anfn
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Exercice 761 [Mines MP 2025 # 738] Montrer P'existence et calculer : limy_, 1 o, foﬂ/Z cos(Asint)dt.
Exercice 762 [MiNes MP 2025 # 739] Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On pose F(0)=0 et, pour 2 € [0,1], F(z)
f s -dt. Etudier la continuité de F.

Cl)

Exercice 763 [MINEs MP 2025 # 740] Soit F': ¢ € RT — f0+°° Wi%. Montrer que F est constante, en déduire sa valeur.

Exercice 764 [MiNes MP 2025 # 741] Pour tout = € R, existence et calcul de +OO em;;le*tdt.

Exercice 765 [MINEs MP 2025 # 742] Soit F : 0+OO ‘1’+; dt. a) Domaine de définition D de F - b) Montrer que F(x) =

f+oo bm(t 2) dt pour tout 2 € D. c) En déduire que fo Csintgp = %

Exercice 766 [MiNEs MP 2025 # 743] 1. Déterminer les z € C tels que f0+°° t*~le~!dt soit absolument convergente. On note
G(z) cette intégrale.
2. ) Onpose I, : z — f =1 ( ) dt. Justifier que I,, est bien définie.
ii) Montrer que lim,,_; 4 I (2) = G(z).- ¢) Montrer que G ne s’annule pas sur son domaine de définition.

Exercice 767 [MiNEs MP 2025 # 744] Onpose F' : z fo * %ng)t)dt a) Déterminer le domaine de définition D de F'. b) Montrer

que F est de classe C, puis calculer F'. c) En déduire la valeur de t;o Mdt
Exercice 768 [MINEs MP 2025 # 745] 1. Montrer que f0+oo sin(2?)dx est une intégrale convergente.

12 (2
eit? (@2 +1)

pr| dz est de classe C! sur R et

, 2
2. Montrer que : G : t — (fot e“”zdx) +i fol

1 git?(@2+41)
0 z2+1

Exercice 769 [MINEs MP 2025 # 746] Soit F' : x — [,
décroissante.
- b) Montrer que F(z) < fjoo: e~%tdt pour tout € D et en déduire la limite de I en +oo.
« c) Montrer que F est de classe C! sur D et que F(z)F'(z) = % pour tout x € D. En
x f-‘rOO e

calculer G’. ¢) On admet que : dx — 0 quand t — +o00. Calculer fo sin(z?)dx.

+o0 g%t

e “Lat. a) Domaine de définition D de F'. Montrer que F' est positive et

+ déduire que F est de classe C*° sur D. d) Montrer que F'(z) = ¢
0.
- ¢€) Montrer que F(z) ~ —In .

<t pour tout x € D et en déduire la limite de F' en

Exercice 770 [MiNgs MP 2025 # 747] Pour x>0, on pose I' : z f+oo t*~te~tdt.
« a) Trouver une relation entre I'(z) et I'(2 + 1) pour x>0.
« b) On pose, pour n € N*, u,, = In(I'(n)) Montrer que u, = nln(n) —n — # + 2T 4 o(1).
Exercice 771 [MiNes MP 2025 # 748] Soient E = {f € C*([0,1],C), f(0) = f(1) =0} et F = C°([0,1],C). a) Montrer que

A: f— f” est unisomorphisme de E dans F'. b) Pour g € F,onpose G : xz € [0,1] — fol |x — t|g(t)dt. Montrer que G est de classe
C? et calculer G”. c¢) En déduire une fonction de deux variables k : [0, 1]2 — R telle que $V g € F,V x € [0,1], A (g)(x) = fol k(x,t) g(t)
dt.$

Exercice 772 [MINEsS MP 2025 # 749] Soit F': a — f0+°° Donner un équivalent de F' en +o0.

di
(1+t2)(1+at?)’

Exercice 773 [Mines MP 2025 # 750] On pose

f:a:»—)/0+oo (e‘”’”t/ot Slr{u(u)du) dt.

Montrer que f est définie sur R™* et exprimer f a 'aide des fonctions usuelles.

Exercice 774 [Mines MP 2025 # 751] 1. Déterminer le domaine de définition de f :  — f —+—7dt et montrer que f est de
classe C! sur ce domaine.
2. Donner un équivalent de f en chacune des bornes du domaine.
Exercice 775 [Mines MP 2025 # 752] Soient f, g continues sur R. a) On suppose f intégrable sur R et g bornée.
Montrer que (f * g) : x +— fj:; f(t)g(z — t)dt est continue et bornée sur R.

1. On suppose f et g de carré intégrable sur R. Montrer que f g est définie et bornée sur R.

Exercice 776 [MINEs MP 2025 # 753] Soit
feC’(o,1],RT*).

Soient Ny : z € RT* (fo xdt)

1. Montrer que Ny est de classe C> sur RT*.
2. Déterminer la limite de N en +o0.
3. Déterminer la limite de Ny en 0.
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Exercice 777 [MiNEs MP 2025 # 754] On pose E = C°([0,1],R) et on se donne K : [0, 1]> — R continue.

1. Montrer que T : f € E+ [z + [ f(t)K (z,t)dt] est un endomorphisme de E.
2. Soit ¢ : [0,1]2 — R continue et telle que do¢ soit définie et continue sur [0, 1]2.
3. Montrer que (u,s) € [0,1]? — [;' ¢(z, s) dz est de classe C! (dans un sens & préciser).

ii) Endéduireque g : s € [0,1] — fos ©(x, s) dz est de classe C*, et expliciter sadérivée.c)Onpose T’ f € E [ac — le f@) K(z,t) dt} .
On note (, ) le produit scalaire sur E défini par (a, b) fo t) dt. Montrer que Y(f, g) € E?, (T(f),9) = (f,T'g)) et que T
est 'unique endomorphisme de E ayant cette propriété.

Exercice 778 [MinEs MP 2025 # 755] Soit f € CY(R,R) intégrable sur R. Montrer que Iéquation différentielle y’-y+f=0 posséde une
unique solution bornée.

Exercice 779 [MiNEs MP 2025 # 756] On considére I’équation différentielle (E) : 6(1 + t?)y” — 2y = t. a) Déterminer une solution
polynomiale non nulle ¢ de (1 + #2)y” — 2y = 0. b) Résoudre (E) grace au changement de fonction inconnue y = z.

Exercice 780 [MiNEs MP 2025 # 757] Soient k € N* et f € C°(R,R) 27 -périodique.

L’équation différentielle 3 + k%y = f admet-elle une solution 27 -périodique ?

Exercice 781 [Mines MP 2025 # 758] Soient ¢ € C°(R,R) et K € RT*. Montrer que toute solution non nulle de I’équation différen-
tielle " 4+ ¢(z)y’ — Ky = 0 s’annule au plus une fois sur R.

Exercice 782 [Mings MP 2025 # 759] Soit f € C%(R,R) telle que Vx € R, f(z) + f"(x) > 0

Montrer que Vz € R, f(z) + f(z + 7) > 0.

Exercice 783 [Mines MP 2025 # 760] Soit () ’équation différentielle 2xy” + y’ -y = 0.

1. Trouver une solution f de () développable en série entiére au voisinageqde 0 et telle que f(0)=1
2. Exprimer f al’aide de fonctions usuelles.
3. Déterminer toutes les solutions de ().

Exercice 784 [MiNEs MP 2025 # 761] On pose E = C*°(R, R) et ¢ I'endomorphisme de F défini par :
Vf e E Yt eR, o(f)(t) = f'(t) +tf(t). a) Déterminer les éléments propres de (.

1. Déterminer les éléments propres de (2.
2. Résoudre I'équation différentielle : v/ + 2ty + (t2 + 3)y = 0.
Exercice 785 [MiINEs MP 2025 # 762] Soit (E) ’équation différentielle sur RT* : ty” + ty y = 0. a) Déterminer les réels a tels que

ha @ t — t% soit solution de (E). b) Soient g : t € RT* t2 etG:teR™ fl s) ds. Dresser le tableau de variation de G.
Etudier la limite de G en 0" et montrer que G admet une limite finie en +oo0.

1. Soient f € C2(RT*,R) et h : t — tf(t). Montrer que h est solution de (E) si et seulement

sif” est solution de : (E’) : 2" + (1 + %) z = 0. d) Résoudre I’équation (E) et étudier le comportement des solutions en 0F.

Exercice 786 [MiNEs MP 2025 # 763] On note (S) le probléme de Cauchy (—2y” + zy’ +y = 0, y(0) = /7, 3/ (0) = 0). a) Montrer
que (S) posséde une unique solution développable en série entiére sur R et 'expliciter. b) On pose : f : z — fj;o e'*=** dt. Montrer
que f est de classe C? et expliciter f(x).

Exercice 787 [MINEs MP 2025 # 764] Montrer que la fonction z — exp ( ) n’est pas solution sur R™* d’une équation différentielle
linéaire homogeéne a coeflicients constants.

Exercice 788 [MINEs MP 2025 # 765] Déterminer les f € C'(RT*,R) telles que Vo € R**, f/(1/z) = — f(x/2).
Exercice 789 [MINEsS MP 2025 #766] Soitq : Rt — R™* continue. On suppose que (E) : y” + q(x)y = 0 admet une solution strictement
positive y et on pose f = £ .- a) Trouver une équation différentielle d’ordre 1 dont f est solution. b) Montrer que f est décroissante
et strictement positive. c) Montrer que q est intégrable sur R™ et que fioo q(t)dt =0 (T )
Exercice 790 [MiNes MP 2025 # 767] L’espace R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M, (R). Montrer
I’équivalence des énoncés suivants : i) A € A, (R),

« ii) toute solution = : R — R™ de I’équation différentielle x’ = Ax est de norme constante.
Exercice 791 [MINEs MP 2025 # 768] 1. Soient f,g € CO(R+ R+*)

On suppose qu'il existe A > 0 telle que Va > 0, f(x) < A+ [ f(t)g(t)dt. Montrer que Va > 0, f(x) < Aexp ([ g(t)dt). b) Soient
a,b € C°(RT,R) telles que b est intégrable sur RT et u ua( ) est intégrable sur RT. Soit x une solution sur R™ de I’équation
différentielle x” + ax = b. Montrer que,

pour toutt > 0, z(t) = z(1) + (¢t — 1)z flt—u ) a(u du+f1t—u b(u) du.
Exercice 792 [MINEsS MP 2025 # 769] Resoudre les systemes différentiels

=2r—y—=z
Y =-rtyte

2=z +2y+ 22

x/
x' =Tr+ 3y + te! ,
y =3z —y+e
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" =9z + 10y Z'(t) = (t + 3)x(t) + 2y(¢)
V= sy (1) = () + (¢~ 3)y(r)

Exercice 793 [MiNEs MP 2025 # 770] Soit A € My, (R) telle que A% + I5,, = 0. Déterminer les solutions de : X’ = AX.

Exercice 794 [MiNEs MP 2025 # 771] Déterminer les matrices A de M,,(R) telles que, pour tout + € R, la matrice e*4 soit stochas-
tique, c’est-a-dire que tous ses coeflicients sont positifs, et que la somme des coefficients sur n’importe quelle ligne vaut 1.

Exercice 795 [MiNEs MP 2025 # 772] Soit n € N*. On pose A = {M € M,,(R);Vi,j € [1,n],(—1)""m,; ; > 0}. a) Montrer que
A est stable par + et x. b) Soient A € Aet M € C'(RT, M,,(R)) vérifiant : V¢t € Rt M'(t) = AM(t) et M(0) € .A. Montrer que :
Vvt € R, M(t) € A.

Exercice 796 [Mines MP 2025 # 773] Soit A : [0, 1] — M,,(R) une fonction de classe C* telle que V¢ € [0, 1], A%(t) — 5A( )+61, =
0. a) Montrer qu’il existe une fonction P : [0,1] — GL,(R) telle que, pour tout ¢ € [0 1], A(t) = P(t)A(0)P(t)~1. b) Soient
t €[0,1],A € Ret X € M, 1(R) tels que A(t)X = AX. Montrer que A(t)A’'(t)X = (5A)A’(¢)X. ¢) Montrer qu’il existe une
fonction P : [0,1] — GL,(R) de classe C! telle que V¢ € [0, 1], A(t) = P(t)A(O)P(t)_l.

(2% + )7 si (z,y) # (0,0)

Exercice 797 [MiNEs MP 2025 # 774] On considére la fonction f : R> — R, (z,7) {1 ) 0
siz=y=0.

1. Etudier la continuité de f.

2. Montrer que f est de classe C'* sur R? \ {(0,0)}. Admet-elle des dérivées partielles en (0,0)?
3. Etudier les variations de la fonction 2 — f(z,0).

4. Etudier les extrema de f.

Exercice 798 [MINEs MP 2025 # 775] Soit

x

Fimy) eR2 s VI+a2+/1+42 - 22,
V2

Déterminer les extrema de f et préciser leur nature.

Exercice 799 [MiNgs MP 2025 # 776] Soit D = {(x,y) € [0,7)* :z +y < 7}

Déterminer les extrema de ¢ : (z,y) € D + sin(z) sin(y) sin(x + y).

Exercice 800 [MiNEs MP 2025 # 777] Soit f définie sur R? par : V(z,5) € R%, f(x,y) = x?zy?. a) Déterminer les points critiques
de f.Db) Soit D une droite passant par (0,0). Montrer que la restriction de f 4 D admet un minimum local en (0,0). c) La fonction f
posséde-t-elle un extremum local en (0,0) ?

Exercice 801 [Mines MP 2025 # 778] Soit I un espace vectoriel normé non nul. Soit N une norme quelconque sur E. Montrer que
N n’est pas différentiable en 0.

Exercice 802 [MINEs MP 2025 # 779] 1. Soient

feC'R"R)
etz € R™. Montrer : f(z) = f(0) + >, a; 0 az L (tx)dt.
1. Soit D le sous-espace des formes linéaires o sur E = C>°(R",R) vérifiant : V(f, g) € E?, ©(fg) = f(0) v(g) + g(0) o(f).

Montrer que D est de dimension finie puis que dim D = n.
Exercice 803 [Mines MP 2025 # 780] 1. Soient (E, ||||) un R -espace vectoriel normé de dimension finie, f € L(E,R) \ {0}.
Onposeg:xz € E— f(x)e‘””’”z. Montrer que g admet un minimum et un maximum.
1. On prend E = R"™ muni de sa structure euclidienne canonique. Soient a € R™ \ {0} et g : € E  (a, z) e~*II. Déterminer
le minimum et le maximum de g et indiquer les points en lesquels ils sont atteints.
Exercice 804 [MiNEs MP 2025 # 781] Déterminer les extrema de f : (x,y) € R? — ze¥ + ye®.
Exercice 805 [MiNEs MP 2025 # 782] On considére la fonction f : (a,b) € R? f_ll [t? + at + b|dt.
1. Déterminer le minimum de la fonction b — f(0, b).

2. On fixe b € R. Déterminer le minimum de la fonction a — f(a,b).

3. Déterminer le minimum de f.

Exercice 806 [MiNEs MP 2025 # 783] Soient (E, ||||g), (F, |||lr). (G, |||lc) trois espaces vectoriels normés. On pose, pour (z,y) €
E x F,||(z,y)||lpxr = max(||z||g, ||y||F). Soit B : E x F — G bilinéaire et

continue. a) Montrer qu’il existe o > 0 tel que, pour tout (x,y) € E x F vérifiant la condition

12, 9) | < 0 onait | B,y < 1

En déduire que ||B(z,y)||¢ < Hx”iw pour tout (z,y) € E X F.

1. Montrer que B est différentiable et que dB(z,y) - (h, k) = B(z, k) + B(h,y).
2. Montrer que (u,v) € L(E)? +— u o v est différentiable et exprimer sa différentielle.
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Exercice 807 [MiINEs MP 2025 # 784] 1. Calculer la différentielle de la fonction det : M,,(R) — R en I,,. b) Montrer de deux
facons différentes que det n’atteint pas d’extremum local en I,,.

2. Que peut-on dire d’un éventuel extremum local de la fonction det? d) On fixe » € [1,n — 1]. Expliciter une matrice «simple»
de rang r de M, (R). La fonction det y atteint-elle un extremum local ?

Exercice 808 [MINEs MP 2025 # 785] Soient/ un ouvert de R", 2y € U et trois applications f, g1, 92 : Y — Rtellesque g; < f < g2
et g1(x0) = g2(xp). On suppose de plus que g; et go sont différentiables sur /. Montrer que f est différentiable en .

Exercice 809 [Mines MP 2025 # 786] Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie (non nulle). Soit f : Br(0,1) — R

continue, constante sur la sphére unité et différentiable sur la boule ouverte B,(0,1). Montrer que f admet un point critique sur
B,(0,1).

Exercice 810 [MiNes MP 2025 # 787] On munit £ = M, (R) d’une norme sous-multiplicative. a) Montrer qu’il existe C' € R™ tel
queVX € E,|tr X| < C|| X]|.

1. Montrer que g : X +— X? est différentiable sur E et calculer sa différentielle. c) Montrer que f : X + tr X2 est différentiable
sur E et calculer sa différentielle.

2. Montrer que : V(A, B) € E?, |tr A? — tr B%| < 2C max(||A||, || B||)||4 — B]|.

Exercice 811 [MineEs MP 2025 # 788] Soient f : R™ — R une fonction différentiable, et k£ un entier > 1. Montrer I’équivalence des
énoncés suivants :

1. Vt € RT, Vo € R, f(tx) = tF f(z), ii) Vo € R, df (z)(z) = kf(z).
Exercice 812 [MiNEs MP 2025 # 789] Soit ¢ définie sur R par : V¢t > 0, ¢(t) = —tInt et p(0) = 0. Soit N > 2.
Onpose: Xy = {p € RHN, Zﬁvzlpi = 1}.
Soit h définie sur X par: Vp € S, h(p) = Zf;l o(pi).

1. Montrer que Xy est un compact convexe. b) Montrer que ¢ est continue et strictement concave sur R™, c’est-a-dire que
VA € [0,1[,¥(z,y) € RT)% 2z # y = p((1 — Nz + Ay) < (1 — N)p(x) + Ap(y). ¢) Soient a,b € R tels que a < b. Soit
te|0,(b—a)/2.

Montrer que ¢(a +t) + p(b —t) > @(a) + ¢(b).

1. Montrer que h admet un maximum, atteint en un unique point p.- €) En raisonnant sur ¢ = (p; +¢&,p2 —¢€,ps, . . ., pn ), montrer
que py = -+ =PN.

Exercice 813 [MINEs MP 2025 # 790] Soit f € S(R™) dont toutes les valeurs propres sont strictement positives. a) Rappeler pourquoi
f posséde une base orthonormée de vecteurs propres. b) Rappeler pourquoi Vo € R™ \ {0}, (z, f(z)) > 0. ¢) Soit v € R™. Montrer
queg:z € R" — L(z, f(z)) — (v, z) est de classe C'. d) Déterminer le gradient de g en tout point ) Montrer que g admet un unique
point critique, en un point noté ¢, et préciser sa valeur. f) Montrer que ¢ a un extremum global en c. La fonction ¢ possede-t-elle
d’autres extrema ?
Exercice 814 [MINEs MP 2025 # 791] Soit f : (z1,...,2,) € R" = exp(n—1— >}, k) + > r_, €**. a) Déterminer les points
critiques de f. b) Préciser la hessienne aux points critiques. Qu’en déduire sur f? ¢) Déterminer les extrema de f.
Exercice 815 [MiNEs MP 2025 # 792] Soit n € N. On munit R"*! de sa structure euclidienne canonique. Pour x = (g,...,7,) €
R™ ety = (yo,...,yn) € R™"L, on pose

2n+1
flay) = > iy, € R¥ L,
ity=k 0<k<2n

1. Montrer que, si x et y sont non nuls, alors f(x, y) est non nul.

2. Onposeu:x € R" — f(z,x)etv:z € R*™\ {0} — ||§§§’§§u~

Etudier la différentiabilité de u et v et calculer leurs différentielles quand c’est possible. c) Déterminer le rang de dv(x) pour z € R?*!
non nul.

Exercice 816 [MINEs MP 2025 # 793] Soit n > 2. On munit R de sa structure euclidienne canonique. Soient ¢ > 0 et f : R — R"
de classe C! telle que V(z,y) € (R™)2, ||f(z)f(y)|| > ||zyl||. a) Soit @ € R™. Montrer que ||df(a)(h)|| > c||h|| pour tout h € R™. En
déduire que d f(a) est bijective. b) Soient b € R" et g;, : « — || f(x)b||>. Montrer que g, admet un minimum sur R™. ¢) En déduire que
f est bijective.

Exercice 817 [MINEs MP 2025 # 794] On considere 'application f : P € M,,(R) — PTP € S,,(R). a) Montrer que, si M € GL,(R),
la différentielle de f en M est surjective. b) Onpose g = f|s, (r)-Si M € GL,(R)NS,(R), la différentielle de g en M est-elle surjective ?
Exercice 818 [MiNEs MP 2025 # 795] Soient p € N*, Dy, ..., D, des droites affines de R? non paralléles deux a deux, f1,..., f, des
formes linéaires non nulles telles que chaque f; soit constante (égale & a; ) sur D;. On pose T' = R? \ |J;_, D;, et on considére une
composante connexe par arcs C' de T a) Soit i € [1, p|]. Montrer que g; = f;a; ne changeqpas de signe sur C. b) Soit ¢ : (z,y) €
C— >P  b;In|g;(z,y)| ot les b; sont des constantes >0.

1. Montrer que ® est de classe C.
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ii) Soient 21 et zo dans C, et ¥ : ¢t € [0,1] — ®(tz1 + (1 — t)22). Montrer que ¥ est concave et que U” ne s’annule pas. iii) Si C est
bornée, montrer que ¢ n’admet qu’un seul point critique sur C. La fonction ¢ admet-elle un extremum en ce point ?

Exercice 819 [MINEs MP 2025 # 796] Soit f une fonction de classe C? de R? dans R. Déterminer la limite lorsque r tend vers 0 de
5 |7 f(rcos(t),rsin(t))dt.

Exercice 820 [MiNEs MP 2025 # 797] Soient r > 0 et a € R™. Soit f € C°(By(a,r),R), de classe C? sur B,(a,r).

On pose :

1. On suppose : Vx € B,(a,r), A(f)(xz) > 0. Montrer que f admet un maximum sur By(a, ) et que ce dernier ne peut pas étre
atteint sur B, (a, ).

2. On suppose : V& € B,(a,r), A(f)(x) > 0. Montrer que f atteint un maximum sur B (a, ) et que ce dernier est atteint en un
point de la sphére de centre a et de rayon 7. Ind. Pour € > 0, poser f- : x — f(z) + £||zal|?.
Exercice 821 [MiNEs MP 2025 # 798] Soit n > 2. Soit f : R” — R de classe O telle que, pour tout € R™, les valeurs propres de la
2

hessienne de f en x soient supérieures ou égales a 1. Montrer que, pour tout € R™, f(x) > f(0) + (V f(0),z) + @ et en déduire
que f admet un minimum.
Exercice 822 [Mings MP 2025 # 799] Soit f : R® — R de classe C'. On suppose qu’il existe un réel o > 0 tel que V(z,y) €
(R™)%, (Vf(2)Vf(y),zy) = allz — y||*. Montrer que f — +o0.

Exercice 823 [MiNes MP 2025 # 800] $ $ Soit f : R™ — R™. a) On suppose f de classe C2. Montrer que sa jacobienne J;(z) est
antisymétrique pour tout © € R™ si et seulement s’il existe A € A, (R) et b € R™ tels que f(x) = Ax + b pour tout z € R™. b) On
suppose [ de classe C'. Montrer que sa jacobienne J¢(x) est symétrique pour tout z € R™ si et seulement s'il existe g : R” — R de
classe C? telle que f = Vg.

Exercice 824 [MinEs MP 2025 # 801] Soit G : R® — R de classe C'. On suppose qu’il existe @ > 0 tel que, pour tous x,y € R,
G(y)G(z) > (VG(x),yz) + $|lyz|/* a) Montrer que, si f : R™ — R est continue et si lim;_, o f(2) = 400, alors f admet un
minimum. b) Montrer que G atteint son minimum en un unique point. ¢) Soit z € R” tel que VG(x) # 0. Montrer que la fonction
t — G(x+tVG(z)) atteint son minimum en un unique point. Que se passe-t-il si VG(z) = 07d) Soit la suite (uy,) définie par uy € R™
et, pour tout k € N, ugq1 = u + VG (ur), out € R est tel que la fonction t — G(uy, +tVG(uy)) atteint son minimum en ¢ = ty.
Quelle est la relation entre VG (ug41) et VG(ug)?

1. Montrer que (uy) converge.

Exercice 825 [MINEs MP 2025 # 802] 1. Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonction de classe C2. Montrer que f
est convexe si et seulement si H¢(z) € S, (R) pour tout z € U (ou Hy(z) désigne la matrice hessienne de f en x).

2. On fixe p € R, Soit

n 1/p
f:(ml,...,xn)E(R+*)"v—>(me) :
i=1

A quelle condition la fonction f est-elle convexe ?
Exercice 826 [MiNEs MP 2025 # 803] Soit f : R — R une fonction de classe C?. On note H(z) la matrice hessienne de f au point
x.

1. Montrer que si Hy(z) = 0 pour tout z € R™, alors il existe a € R" et b € R tels que f(z) = (a,z) + b pour tout z € R™.

2. Montrer que si la fonction  — Hy(x) est constante sur R”, alors il existe u € S(R™), @ € R™ et b € R tels que f(z) =

+(u(x), ) + (a,z) + b pour tout z € R™.

Exercice 827 [MiNes MP 2025 # 804] Soit F un espace euclidien non nul dont on note S la sphére unité. Soit u € S(FE). On pose :
frax— (u(x),x)etg:zr||z]|> - 1.

1. Montrer que f et g sont différentiables sur E et calculer les différentielles.

2. Montrer que la restriction de f & S admet un maximum, en un vecteur e. ¢) Montrer que e est un vecteur propre de u.

Exercice 828 [Mines MP 2025 # 805] Montrer que 'ensemble des vecteurs tangents a SL,,(R) au point I,, est ’hyperplan des matrices
de trace nulle de M, (R).

Exercice 829 [Mines MP 2025 # 806] Soit f € C*(R™,R") telle que I'imageqde tout fermé de R™ par f est fermée. On suppose

de plus que, pour tout a € R™, df(a) est bijective. On pose X = f(R™). a) Soit x € X. Montrer que 'espace tangent T, X est égal a
R™. b) Montrer que X = R". Ind. On pourra raisonner par I’absurde.

3) Probabilités

Exercice 830 [MiNEs MP 2025 # 807] Soient n > 2 et X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur

P([1,n]).
1. Déterminer E(card(X)).
2. Déterminer E(card(X NY)).
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Exercice 831 [MinEs MP 2025 # 808] Soient n,p € N avec 1 < p < n. On considére une urne contenant p boules blanches et n-p
boules noires. On effectue des tirages sans remise des boules de I'urne. Donner la loi et 'espérance de la variable donnant le rang de
la derniére boule blanche tirée.

Exercice 832 [Mings MP 2025 # 809] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On dit que X est sans mémoire si: V(m, n) €
NZ,P(X >n)>0etP(X >m+n|X >n)=P(X >m).
1. Soit p € [0, 1[. On suppose que X ~ G(p). Montrer que X est sans mémoire. b) On suppose que X est sans mémoire.
« i) Montrer que P(X > 0) = 1, puis que : Ip €]0,1[,Vn € N,P(X >n) = (1 —p)™.
« ii) Montrer que X ~ G(p).
Exercice 833 [Mines MP 2025 # 810] On considere une urne contenant deux fois plus de boules noires que de blanches. On y effectue

des tirages avec remise, et on note X la variable aléatoire donnant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir pour la premiére fois
deux boules noires consécutives. Pour

tout n > 0, on pose u,, = P(X > n). a) Montrer que u,, 12 = %unﬂ + %un pour tout n > 0. b) En déduire la loi de X c) Montrer
que X admet des moments de tout ordre, et calculer son espérance.

1. Calculer la fonction génératrice de X, et en déduire sa loi et son espérance.

Exercice 834 [Mines MP 2025 # 811] Soit p € [0, 1[. On dispose d’une urne contenant des boules blanches et noires, avec une
proportion p de boules blanches. On effectue des tirages successifs avec remise. Pour tout n € N*, on note X, le nombre de tirages a
effectuer pour obtenir n boules blanches. a) Déterminer la loi de X et sa fonction génératrice.

Exercice 835 [Mines MP 2025 # 812] Alice et Bob possédent chacun un sac avec n jetons numérotés de 1 a n. Alice tire un jeton au
hasard. Bob tire ensuite des jetons, sans remise, jusqu’a ce que le numéro tiré soit supérieur ou égal au numéro tiré par Alice. On note
Y le nombre de jetons tirés par Bob.

Exercice 836 [Mines MP 2025 # 813] On pose, pour k € N* : P(X = k) = % a) Montrer que cette relation définit une loi de
probabilité. b) Calculer la fonction génératrice de X.

1. Calculer 'espérance de X.

Déterminer la loi de Y.
Exercice 837 [MiNEs MP 2025 # 814] Soienta € RT* etp € [0,1]\{1/2}. On considére des variables aléatoires X et Y a valeurs dans

N telles que V(k,n) € N2, P(X =k, Y =n) =a %ﬁlkgn' a) Calculer a, puis les lois de X et Y. b) Calculer, si elles existent,

I'espérance et la variance de X et Y. c¢) Calculer la covariance de X et Y. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Exercice 838 [Mines MP 2025 # 815] Soient a €]0,1[, b > 0 et (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? tel que :
—byi_j i—3
V(i,j) e N2 P(X =4, = j) = Ebﬁé(i_lj)?w 1,>;. b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes? ¢) Déterminer
laloide Z=XY.
1. Déterminer les lois de X et Y.d) Les variables aléatoires Y et Z sont-elles indépendantes ?

Exercice 839 [Mines MP 2025 # 816] Soient X, Y des variables aléatoires telles que X ~ B(n,p) etY = %H Calculer E(Y).
Exercice 840 [Mines MP 2025 # 817] Soit X ~ P(\).

1. Calculer la probabilité que X soit paire.
2. On pose Y = (—1)X. Espérance et loi de Y.

Exercice 841 [Mines MP 2025 # 818] Soit X une variable aléatoire a valeurs entiéres ayant un moment d’ordre 2.

2 1
X—i—l) <1- 3 E(X) + 8 E(X?) et caractériser I’égalité.

Exercice 842 [Mines MP 2025 # 819] Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. a) Montrer que : V¢ € [0, 1], oo P(X >

k=0
k)th = # b) On suppose que X2 est d’espérance finie.

Montrer que E <

Montrer que :
= t—1

vt € [0, 1],;0P(X > k)th > %E(x) + TE(X2).

Exercice 843 [MiNgs MP 2025 # 820] On considére deux compartiments séparés par une valve. A 'instant t=0, le compartiment A
contient 2N particules et le second est vide. On ouvre la valve. A chaque instant, de maniére équiprobable, une des 2N particules passe
d’un compartiment a Pautre. On note X,, la variable aléatoire donnant le nombre de particules dans le compartiment A a 'instant n.
a) Soit k € [0,2N]. Trouver une relation entre P(X,, > k), P(X,,—-1 > k+ 1), P(X;,-1 = k+ 1) et P(X,,_1 = k). b) En déduire
que, pour n > 1, E(X,,) = 1+ (14 ) E(X,,_1). c) Déterminer E(X,,) pour n € N, puis lim,_,  oc E(X},).

Exercice 844 [MINEs MP 2025 # 821] Une urne contient r boules rouges et b boules blanches. A chaque tirage, on pioche une boule
dans’urne et on remet la boule tirée dans 'urne si et seulement si elle est rouge. On note F,, j, 'espérance du nombre de boules blanches
tirées a I'issue de n tirages (on considére r comme fixé définitivement). a) Montrer que F : (u,v) €] —1,1[*— Z(n,b)e(N*)Z E, pu™v®
est convenablement définie. b) Montrer la relation (b + 7)E, , = b+ bE,_1p—1 + rE,_1 (si b>0 et n>0). c) Montrer que 0> F est

bien définie sur ]-1, 1[ et que V(u,v) €] — 1,12, v 9o F (u,v) + r F(u,v) = e}
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Exercice 845 [Mines MP 2025 # 822] 1. Montrer que le polynéme P = X3 X2 X1 admet une unique racine réelle et deux racines
complexes non réelles de module strictement inférieur a 1.b) On lance une piéce équilibrée. Pour n > 3, A,, est I'événement «
obtenir trois pile consécutifs pour la premiére fois a I'instant n ».

Déterminer une relation de récurrence d’ordre 3 vérifiée par la suite (P(A4,,)),>3 et en déduire sa limite.

Exercice 846 [MINEs MP 2025 # 823] On lance simultanément n € N* fois deux piéces équilibrées. Soit E,, I'événement « les deux
piéces donnent le méme nombre de pile ». a) i) Pour a, b, n € N tels que a + b < n, montrer que Y,/ (Z) (nﬁk) = (“zb). ii) Calculer
P(FE,).b) On note N le nombre de fois ou les piéces ont donné le méme nombre de pile au cours des n lancers. Calculer E(N).

Exercice 847 [MINEs MP 2025 # 824] On donne la formule du crible de Poincaré : si A, ..., A, sont des ensembles finis alors

P
card(A; U---UAp) = 2:(—1)’“‘1 Z card A;; N---N A, .

k=1 1<i1 < <ip<p

1. On munit S,, de la probabilité uniforme. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de points fixes d’'une permutation
de S,,.

2. Calculer P(X=0).
3. Déterminer la loi de X.
4. Démontrer la formule de Poincaré.

Exercice 848 [Mines MP 2025 # 825] Une piéce tombe sur pile avec probabilité p €]0, 1. On la lance jusqu’a obtenir pile, et on note
N le nombre de lancers effectués. On relance alors IV fois la piéce, et on note X le nombre de pile obtenus. Déterminer la loi de NV,
celle de X et calculer E(X).

Exercice 849 [MINEs MP 2025 # 826] On dispose de n chapeaux et n tiroirs. On rangeqaléatoirement chaque chapeau dans un des
tiroirs (chaque tiroir pouvant contenir jusqu’a n chapeaux). On note X}, la variable aléatoire donnant le numéro du tiroir dans lequel
est rangé le chapeau numéro k. On note Z,, la variable aléatoire donnant le nombre de tiroirs vides a 'issue du rangement. a) Calculer
I’espérance et la variance de Z,,. b) Déterminer un équivalent de E(Z,,) et de V(Z,,) lorsque n tend vers +oc.

Exercice 850 [MINEs MP 2025 # 827] 1. Donner la loi d’'une somme de n variables aléatoires indépendantes suivant chacune la
loi géométrique de paramétre p €]0, 1[.
2. On lance un dé qui a une probabilité p €]0, 1] de tomber sur 6. On note X le nombre de lancers nécessaires pour avoir n fois 6.
Déterminer la loi et 'espérance de X.
Exercice 851 [MinEs MP 2025 # 828] Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parameétre
p €]0, 1[. a) Calculer 'espérance et la variance de %, notamment en fonction de 01 1{‘83 du. b) Calculer 'espérance de M et

de (X + 1)2Y .- ¢) Les variables aléatoires M et (X + 1)?Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 852 [Mines MP 2025 # 829] Soit X une variable aléatoire telle que X +1 ~ G(p). a) Soient m, n € N* et x €]0, 1[. Montrer

—pnm —m ’ ’ . . . . . . ’
que 11_2,," < 11_2 . b) Les événements « m divise X » et « n divise X » sont-ils indépendants? On pourra commencer par le cas
nAm=1

Exercice 853 [MiNEs MP 2025 # 830] Soient a, b > 0 et X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que, pour tout n € N,
P(X =n+1) =aP(X =n) + b"*1 a) Montrer que a, b sont strictement inférieurs a 1 et expliciter la loi de X. b) Calculer E(X).

Exercice 854 [Mines MP 2025 # 831] Soit (E}) une suite de variables aléatoires 4.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1,1}. Montrer

lexistence d’un réel ¢ tel que :
, I k
Ya > 0, lim P ,g cos| —+Ey ) -4 >a] =0.
n—-+00 n 1 n

Exercice 855 [MINEs MP 2025 # 832] 1. Donner une condition sur le couple (r, s) € R? pour qu’il existe une variable aléatoire
X avaleurs dans N telle que P(X =n) =r (2:) s™ pour tout 7 € N. On suppose dans le suite sette condition vériféée et en se
denne une telle variable. Y - dans la suite cette condition vérifiée et on se donne une telle variable X. b) Montrer que Gx est
solution sur [0,1] de I’équation différentielle (1-4st)y’(t)=2sy(t).

2. En déduire 'espérance et la variance de X.

Exercice 856 [MiNEs MP 2025 # 833] 1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour qu’il existe une va-
riable aléatoire X a valeurs dans N vérifiant V¢ € [0,1] G, (t) = 1.

variable aléatoire X a valeurs dans N vérifiant Vt € [0,1], Gx(t) = ﬁ b) Calculer 'espérance et la variance de X et montrer

queP(X=n)=0 (”QL—TJ)

Exercice 857 [MINES MP 2025 # 834] Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi géométrique de parametre p. On

introduit Y = max(Xy,...,X,,). Calculer P(Y > k) et P(Y = k) pour k € N. Montrer que Y est d’espérance finie.

Exercice 858 [MiNEs MP 2025 # 835] Pour n > 2, soit X,, une variable aléatoire a valeurs dans [1, n] telle que, pour tout & € [1,n],

P(X,=k)= 11:11((:!)) . Déterminer un équivalent de E(X,,) et E(X?2) lorsque n tend vers +oc.

Exercice 859 [MINEs MP 2025 # 836] Soient a et b dans R avec a < b. Quelle est la variance maximale d’une variable aléatoire a
valeurs dans [a,b] ?
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Exercice 860 [MINEs MP 2025 # 837] Soient f : R — R* bornée et X une variable aléatoire réelle.Montrer que : (E( f(X)™))!/" =
n—-—+0oQ

sup{f(z); z €R, P(X =x) > 0}.

Exercice 861 [MINEs MP 2025 # 838] Soient XY deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques de parameétres

respectifs p et g.

1. Calculer la probabilité que la matrice A = ()O( )1,> soit diagonalisable.

2. Calculer la probabilité que (é) (resp. (?) (1) ) soit vecteur propre de A.

Exercice 862 [MiNes MP 2025 # 839] Une matrice est dite a spectre simple lorsque toutes ses valeurs propres sont de multiplicité 1.

lj;lp ch) € Snt+1(R), ot A € S, (R). On suppose que M n’est pas a spectre simple. Montrer que M posséde un

vecteur propre dont le dernier coefficient est pul

1. Soit M = (

simple. Montrer que M posséde un vecteur propre dont le dernier coefficient est nul. b) En déduire que A posséde un vecteur propre

orthogonal a b. ¢) Soient X, ..., X5 des variables 7.i.d. de Bernoulli de paramétre p. Montrer que la pro-
babilité que la matrice aléatoire

0 0 X

1 X5 X

N= 5 —1 Xj

2
0
0 X
X1 Xo X3 Xy

soit a spectre simple est

supérieure ou égale a 3p> — 2p?.
Exercice 863 [MINEs MP 2025 # 840] Soit n € N*. On définit la matrice J = (J; j)1<ij<n € Mn(C) par Jip1; =1, J1, = let
Ji,; = 0 sinon.

1. Calculer le polynome caractéristique de J ainsi que son polynéme minimal. Soient X, ..., X,,_; des variables aléatoires 7.i.d.
de loi uniforme sur {—1, 1}.

Xo Xp1 - - Xy
X1 XO XQ
Onpose M = | x, X, Xo . € M, (C).
. . anl
Xn1 - X2 X1 X

Exprimer M en fonction de J.
On suppose dans cette question que n=2. Calculer P(M € GL2(C)).
Déterminer le spectre de M.

L

On suppose que 7 est premier et on admet qu’alors le polynéme 1 + X + X2 + ... + X"~ ! est irréductible sur Q. Déterminer
P(M € GL,(C)).

Exercice 864 [MiNEs MP 2025 # 841] Soient X1, ..., X,, 4.id. deloi B(p),U = (X;---X,) et M = UTU.
1. Déterminer la loi de rg(M) et de tr(M).

1

b)) Calculer la probabilité de I’événement « M est un projecteur ». c)Icin =2,V = <1

) et S = VMVT. Déterminer I'espérance et

la variance de S.

Exercice 865 [MINEs MP 2025 # 842] Soientn > 2 entier, et V un sous-espace vectoriel de R™ de dimension k. On note py la projection
orthogonale sur V, M sa matrice dans la base canonique. On écrit M=D+Aou D est diagonale et A a tous ses coefficients diagonaux
nuls. Soit X = (X1,..., Xn)T un vecteur aléatoire dont les composantes X; suivent la loi de Rademacher et sont indépendantes. Soit
enfin R = d(X, V).

1. Montrer que 0 < R < /.

2. Montrer que Vz € R", d(z,V)? = ||z||*(z, py (x)). c) Montrer que R?> = nkXT AX et calculer 'espérance de R2.

3. Montrer que tr(D?) > %2

4. Calculer I'espérance de (X7 AX)2.
Exercice 866 [MINEs MP 2025 # 843] Soit (X;);>1 une suite 4.i.d. de variables aléatoires suivant la loi géométrique de paramétre
p € [0,1]. Pour n > 1, on pose M,, = max{Xj,...,X,}. a) Donner une expression de E(},,). b) Pour tout n > 1, on définit la

fonction f,, : t € RT +— 1(1¢")". Montrer que I'intégrale fOJrOO fn(t)dt est convergente, et en donner un équivalent quand n — +o0.
¢) Donner un équivalent de E(M,,) quand n — +o0.
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Exercice 867 [MINEs MP 2025 # 844] Soit f : RT — Rune fonction continue et bornée. Soit h>0. On définit la suite de fonctions (u” ), en par
h h
f et pourtousn € Netz > 0,ul,,(z) = M a) Exprimer u 4 I'aide de f. b) On pose a” = u(0) et S(z,h) =
h

??) a’}jf ,ouz > 0. Montrer que S(x,h) est bien deﬁme c) Exprimer S(x,h) a l’aide de la variable aléatoire X, ou X, ~ P ( ) En
déduire limy_,o+ S(z, h).
Exercice 868 [MINEs MP 2025 # 845] Soient (py,),>1 une suite d’éléments de ]0,1[ et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes telle que, pour tout n, X,, ~ G(p,). Montrer que A = {w, X,,(w) — +00 } est un événement, et calculer sa

n—-—+0oo

probabilité en fonction de (p,, ).
Exercice 869 [MINEs MP 2025 # 846] Soit (X}),>1 une suite de variables de Rademacher idépendantes. Pour n € N*, soit .S,, =
X1+ -+ X,,. a) Calculer E(e!5") sin € N* et t € R. b) Montrer que, pour n € N* et a € R™*, P(|S,,| > na) < 2exp (— ”;’2).
¢) Montrer que le résultat de la question précédente subsiste si on suppose que (X} )r>1 est une suite ¢.i.d. de variables aléatoires
centrées et bornées par 1.

Exercice 870 [MINEs MP 2025 # 847] Soient a,b € R avec a < b, X une variable aléatoire a valeurs dans [a, b], (X, )n>1 une suite
de variables i.i.d. suivant la loi de X. Pour n € N*, on pose S,, = X1 + - -+ + X,,.

Soit

feC(a,b,R).
Montrer que E (f (%)) — [(E(X)).

n—-+oo
Exercice 871 [MINEs MP 2025 # 848] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires 7.i.d. & valeurs réelles et admettant un moment
d’ordre 4.

Onnote m = E(X;), Vo = E((X; — m)?) et V) = E((X; — m)%).

Pour ¢ > 0 et n € N*, on définit 'événement A5 = {‘% ZZ:1 X — m’ > 5}.
1. Majorer P(A%) en fonction de ¢, V5 et V.
2. Montrer que la série Z P(A%) converge.
3. Montrer que P ( oo A5> =0.

Exercice 872 [MiNEs MP 2025 # 849] Soient p, «« €]0,1[. Onpose g=1-pet S =1 — a. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé. Soit
(X)) nen une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi G(p). On pose :

+oo +oo

A= {wEQ ZWX( )converge} etAg=J (X

n=1n=1

1. Soit k € N*. Montrer que : P( > (X > nﬁ)) < Y =g

2. Montrer que P(Az) = 0.
3. Calculer P(A).

Exercice 873 [MinEs MP 2025 # 850] Soit (\,)n>1 € (RT)N". On suppose que 3 \,, converge. Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes telle que X,, ~ P(\,) pour tout n > 1.

1. Montrer que Y P(X,, # 0) converge.
2. Montrer que ), cn+ Ugs,, (Xk # 0) est un événement négligeable

3. Montrer que > X,, converge presque siirement. On note S =
aléatoire (a valeurs dans N U {+o0}).

21 X, et on admettra dans la suite qu’il s’agit d’une variable

4. Soient Y et Z deux variables aléatoires a valeurs dans N.

Montrer que V¢ € [0,1], |Gy (t)Gz(t)| < 2P(Y # Z). ) Montrer que S ~ P(8) pour 6 = 527 \,.

i=1

IX) Mines - PSI

1) Algebre
Exercice 874 [Mings PSI 2025 # 851] 1. Montrer que : V0 €]0,7/2[,sinf < 6 < tan6)].
2. En déduire que : V8 €]0, 7/2[, cot? § < 9% < 1+ cot?6.
3. Montrer que, V6 €]0,7/2], % =Im ((1 4 icot )" +1);
. Montrer qu’il existe un polyndéme P, tel que, V0 €]0, 7/2], % P, ((cot 6)?).

4
5. Calculer la somme des racines de P,,.
6

. Montrer que, pour 1 < k < n, cot (2510 est racine de P,,.

7. En déduire que foo L

m=0 m?2 6
Exercice 875 [MINEs PSI 2025 # 852] On considére des entiers N > 1 et n > 2, et une famille de réels (a;)1<i<n tous distincts. On
pose ¢ : P € Ry[X] — (P(a1), P'(a1), P(az), P'(a2), ..., P(ay), P'(an)).

75



1. Quel est le rang de ¢ ? b) A quelle condition, ¢ est-il un isomorphisme ? Cette condition étant remplie, déterminer I'imageqré-
ciproque de (71,91, - -, Tn, Yn) € R*" par .
Exercice 876 [MINEs PSI 2025 # 853] Soientn € N* et K = Rou C. Onpose V = {M € M,,(K),rg(M) < 1}.a) Soit M € M,,(K).
Montrer que M appartient & V' si et seulement s’il existe X, Y € K" tels que M = XY T,
1. Soient M; = XlYlT et My = XQYQT avec X1, Xo, Y1, Yy € K®. Montrer que, si M+ Ma est de rang inférieur ou égal a 1, alors
(X1, X>) estliée ou (Y1, Y2) est liée.
Exercice 877 [Mings PSI 2025 # 854] Soient Iy, . .., I, des segments de R non réduits & des points. Existe-t-il P € R, +1[X] tel que
Vi € {0,...,n}, [, P(t)dt = 0? Méme question avec P € R,[X].

Exercice 878 [MiNEs PSI 2025 # 855] Soient A, B € M,,(C). On pose M = (j g)

1. Déterminer la rang de M. b) A quelle condition la matrice M est-elle inversible ?
2. Cette condition étant vérifiée, déterminer I'inverse de M.

Exercice 879 [MiNEs PSI 2025 # 856] Soient F un K -espace vectoriel de dimension n et u € £(F) nilpotent d’indice n.

1. Montrer que 3z € F tel que (x,u(x),...,u" *(x)) soit une base de F. b) Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension k stable
par u. Montrer que F' = Ker(u").

Exercice 880 [Mings PSI 2025 # 857] Soit n > 2. Soit A la matrice diagonale Diag(n,n — 1,...,1). Déterminer I’ensemble Z des
matrices semblables a A et qui commutent avec A.

1 3 0
Exercice 881 [Mines PSI 2025 # 858] Soit A = [3 —2 —1] € Mj3(C). a) Déterminer le nombre de sous-espaces vectoriels de
0 -1 1

C3 stables par A. b) Soit E = {M € Mj5(C), AM = M A}. Déterminer la dimension de E. ¢) Combien I'équation M? = A a-t-elle
de solutions dans M3(C) ? dans M3(R)?

1 1 1
Exercice 882 [MINEs PSI 2025 #859] Soit A= [ 0 1 1 |.b)Déterminer une base de ’espace vectoriel engendré par les puissances
0 01

de A. c¢) Déterminer ’ensemble des matrices commutant avec A.

Exercice 883 [MINEs PSI 2025 # 860] Soit E un K -espace vectoriel de dimension n. Soient U et V' deux sous-espaces vecto- riels de
L(E)telsque U+V = L(E) et tels que Vu € U,Vv € V,uov+vou = 0.a) Montrer qu'il existe p € U et ¢ € V deux projecteurs tels
que p+ ¢ =1id.b) Siv € V, on pose p(v) = v|ker(p) € L(Ker p, E). Montrer que ¢ est injective. En déduire que dim (V) < (n—7)?,
avec r = rg(p). ¢) Montrer que U ou V est égal a {0}.

Exercice 884 [MINEs PSI 2025 # 861] Soient A € M,(C)et A : M € M,(C) - AMMA € M,(C). a) Montrer : Vn €
N,V(M,N) € My(C)?, A"(MN) =>7_ (})A"*(M)AF(N).b) Soient B, H € M,/(C) telles que A et B commutent et A(H) =
B. Montrer que, pour tout n € N, A"*1(H™) = 0. ¢) Montrer que, pour tout n € N, A"(H™) = n!B. d) Soit ||| une norme. Montrer
que (||A(H™)||%)n>1 tend vers une limite finie.

Exercice 885 [MINEs PSI 2025 # 862] Soit G C GL,,(C) tel que : i) si A, B € G alors AB € G;ii)si A € G alors A~! € G iii) si
A € G alors il existe k € N* tel que A* = I,,. Soit F le sous-espace de M., (C) engendré par les éléments de G et (Mj, ..., M,) une
base de F formée d’éléments de G. On considére ¢ : A € G — (tr(AM;))1<i<» € C". a) Montrer que ¢ est injective. b) Montrer que
©(Q) est fini. ¢) Que peut-on en déduire sur la dimension de F?

Exercice 886 [MinEes PSI 2025 # 863] Soient ag,...,a, € C distincts. Soient A et B € M, (C). On pose ® : P € C,[X]| —
(P(ag),...,P(a,)) € C""1 a) Montrer que ® est un isomorphisme. b) Montrer que, pour tout i € [0, n], il existe un unique L; €
C.[X] tel que L;(a;) = 1 et L;(a;) = 0sij # i. c) Exprimer x4 comme une combinaison linéaire des L;. d) En déduire que
f:Ae M,(C)— xa € C,[X] est continue. ) Montrer finalement que xap = XBA-
Exercice 887 [Mines PSI 2025 # 864] Soient A et B € M,,(R) telles que AB BA = B.a) Montrer que VX,Y € M, (R),tr(XY) =
tr(Y X).

1. Montrer que Vk € N, ABY — Bk A = Bk,

2. En déduire que B est nilpotente (on pourra utiliser § : X — AX — XB).

Exercice 888 [Mines PSI 2025 # 865] Montrer que

0 0 1
Azl emm

0O ... 0 1

1 1 1

est diagonalisable puis diagonali-
ser A.

Exercice 889 [MinEs PSI 2025 # 866] Soient A, B € M,,(C) avec A diagonalisable. On pose P : t € C — det(tA + B) € C.

1. Montrer que P est un polyndme en ¢ et que deg P < rg A. b) Montrer qu’il existe B € M,,(C) telle que deg P = rg A.
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Exercice 890 [MiINEs PSI 2025 # 867] Soient

(a1,a9,...,a,) €C"
ay as R,
4z 0 - 0
avecas #0, A, = | . . . .| € My, (C).
a, 0 - 0

1. Quel est le rang de A,, ? b) Montrer que x4, = X" ?(X%2 — a1 X —b,) avec b, = a3 + a3 + - - - + a2. c) La matrice A,, est-elle
diagonalisable ?

Exercice 891 [MINEs PSI 2025 # 868] Soit A,, € M, (R) telle que a;; = i eta;; = 1si¢ # j. On note P, son polyndme
caractéristique.

1. Montrer que P41 = (X —n)P, — X(X —1)--- (X —n+ 1).b) En déduire que A,, posséde n valeurs propres distinctes.
Exercice 892 [MiNEs PSI 2025 # 869] Soit

N
I
== O
= O W
O N n

avec z € C.

1. Si z=1, justifier que A est diagonalisable.
2. Pour quels z € C, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 893 [MinEes PSI 2025 # 870] Soit

E =R,[X].
SiP e FE,onpose L(P):x € E s e® [ e'P(t)dt.
1. Montrer que L(P) est bien défini.
2. Montrer
Vk € [0,n]

k izl
L L(XP)(2) = (~1)"k! Zj:o(_l)]%'
1. Montrer que L est un automorphisme de E.

2. Trouver les éléments propres de L. Est-il inversible ?

Exercice 894 [MINEsS PSI 2025 # 871] On définit une suite (f,)n>0 par fo = 1,f1 = Let,pourn € N, frqo = foy1 + fn. Pour
n € N*, onpose A, = (firj—2)1<ij<n € Mn(R).

1. Représenter explicitement A, A3 et A4.- b) Donner 'ordre de la valeur propre 0 dans A,,.
2. Montrer que la matrice A,, admet deux valeurs propres distinctes a,, < 0 < b,.
3. Etudier les suites (a,,) et (by,).

Exercice 895 [MinEs PSI 2025 # 872] Soient F un K -espace vectoriel et f, g € L(F). a) Montrer que les valeurs propres non nulles
de f o g sont valeurs propres de g o f. b) On suppose F de dimension finie. Montrer que les valeurs propres de f o g sont valeurs
propres de g o f.c) Soient E = R[X], f : P— XPetg: P+ P’ Est-ce que 0 est valeur propre de f o g? de g o f? Conclure.

A I,

Exercice 896 [Mings PSI 2025 # 873] Soit A € M,,(R) diagonalisable. La matrice M = ( A

) € Mo, (R) Iest-elle également ?

Exercice 897 [Mings PSI 2025 # 874] Soit A € M, (R). On pose B = <j ﬁ) a) Exprimer les sous-espaces propres de B en

fonction de ceux de A. b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit diagonalisable.

Exercice 898 [Mines PSI 2025 # 875] Soit A € M,,(C). a) Montrer que A est nilpotente si et seulement si Sp(A) = {0}. On pose
Es={X € C" 3\ € C,AX = AX}.b) On suppose det(A) = 0. Montrer que F4 est un espace vectoriel si et seulement si A est
nilpotente. ¢) On suppose det(A) # 0. A quelle condition nécessaire et suffisante, £ 4 est-il un espace vectoriel ?

Exercice 899 [MiNEs PSI 2025 # 876] Soit

0 -3 5
A=|-1 -2 5
-1 -3 6

1. Déterminer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que, pour tout n € N, il existe des réels a,, et b, tels que A™ = a,, I3 + b, A.

3. La matrice A est-elle inversible ? Le résultat de la question précédente reste-t-il valable pour tout n € Z?

4. Existe-t-il (o, 8) € R? tel que M = al3 + BAet M? = A?
Exercice 900 [Mings PSI 2025 # 877] Soient E un K -espace vectoriel de dimension n € N*, f € L(F) de rang appartenant a [1,
n-1] et H un supplémentaire de Ker f. a) i) Montrer que f induit un isomorphisme g de H sur Im f.
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0 0
1. Soit C' € M,,(C) telle que rg(C') = r. Montrer qu’il existe P, Q € GL,,(C) telles que :

I, 0
c=r(f
¢) Soit (A, B) € M,,(C) telles que AC = CB avec C' € M,,(C) et rg(C') = r. Montrer que A et B ont au moins r valeurs propres
communes (comptées avec multiplicité).

« ii) Montrer qu’il existe deux bases by et by de E telles que : Maty, ,(f) = (L" 0).

1. Redémontrer le résultat précédent dans le cas ou C est inversible.

Exercice 901 [MiNEs PSI 2025 # 878] On se place dans M3(C). On pose ® : M € M3(C) — tr(M)I; — M.

1. Calculer ®(M).

2. Montrer que ® est un automorphisme et déterminer sa matrice dans la base canonique.

3. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de ®.

4. Mon;rer que M et & (M) ontle méme polyndme caractéristique. e) Montrer qu’il existe P € GL,,(C) telque VM € M5(C), (M) =
PMTP~1L,

Exercice 902 [Mings PSI 2025 # 879] Soient K = RouC,n € N*, E = M, (K)et A € E.Onpose f4 : M € E — AM. a)
Montrer que, pour tout P € K[X], il existe B € E tel que P(f4) = fp.b) Montrer que f4 est diagonalisable si et seulement si A est
diagonalisable. ¢) Exprimer les valeurs propres et les espaces propres de f4 en fonction de ceux de A.

Exercice 903 [MINEs PSI 2025 # 830] 1. On considére le polynome P = X° —4X*+2X3 +8X2 —8X. Montrer que P(2)=P’(2)=0
et en déduire une factorisation de P en polyndmes irréductibles de R[X]. b) Trouver les matrices M € M, (R) telles que
M5 — 4M* + 2M3 + 8M? — 8M = O et
tr(M) = 0.
Exercice 904 [MINEs PSI 2025 # 881] Soit E' un K -espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2. Soient fi,..., f, des
endomorphismes de F tels que f1 +---+ f, =idet,sil <i,j < naveci # j, alors
des endomorphismes de E tels que fi +---+ f, =idet,sil <4,5 <n f;o f; =0.Soient \q,...,\, € K.On pose g = Z?:l Aifi-
Diagonaliser g.
Exercice 905 [Mines PSI 2025 # 882] 1. Montrer que In? est intégrable sur [0,1] et calculer fol In?(t)dt.
2. Soient a, b € R. Etablir 'inégalité : |ab| < #.
3. En déduire que I'ensemble F = {f € C°([0,1],R) ; fol () dt converge} est un R -espace vectoriel.

4. Montrer que I'application (o, 3) € R? fol (IntatB)?dt atteint un minimum.

5. Déterminer la valeur de ce minimum et les points en lesquels il est atteint.
Exercice 906 [MinNEs PSI 2025 # 883] On munit M,,(R) de sa structure euclidienne canonique.
Soit F = {M € M,(R),tr(M) = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

2. Si A € M,,(R), calculer d(A, F).

Exercice 907 [MinEs PSI 2025 # 884] Soient A, B € M,,(R) non nulles. a) Montrer que 'application (X,Y) € M,,(R)? — tr(X1Y)
est un produit scalaire sur M, (R).- b) Soit ¢ : X € M, (R) — tr(AX)B. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? ¢) Trouver une
condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit un projecteur orthogonal.

Exercice 908 [Mines PSI 2025 # 885] 1. Soient E un espace vectoriel et p un projecteur de E.
Montrer que Ker(p — id) N Im(p —id) = {0}.
1. Soient E un espace vectoriel normé et u € L(E) tel que : Va € E, ||u(z)]| < ||z||-
« i) Soit x € E tel que u(x) = x et il existe y € E tel que x = u(y) y.

Montrer par récurrence que pour tout n € N, ||nz + y|| < ||y||. ii) Montrer que Ker(uid) N Im(uid) = {0}. ¢) Soient E un espace
euclidien et p un projecteur de E tel que Vz € E, ||p(z)|| < ||z||. Montrer que p est un projecteur orthogonal.

Exercice 909 [MinEgs PSI 2025 # 886] Soient

1 0 0
afo 5 o2
0 —¥3 _1

D) 2

01 0
eteB=|0 0 1
1 0 0

1. Montrer que A est semblable a B.
2. Déterminer P € O3(R) telle que PTAP = B.
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Exercice 910 [MINEs PSI 2025 # 887] Soit V' un hyperplan de M3 (R) dont tous les éléments sont diagonalisables sur R.

1. Donner un exemple de tel hyperplan.

2. Soit F' = { <_ab 2) } . Montrer que F'NV # {0} et en déduire que I> € V.
(a,b)eR?

3. On munit M3 (R) de son produit scalaire canonique. Quelle est la dimension de V' ? Montrer qu’il existe Q € G'Lo(R) telle
que QVQ™" = Sy(R).
Exercice 911 [MINEs PSI 2025 # 888] Soit 7" € M,,(R) telle que ¢; j = 1 si|i-j| = 1 et 0 sinon. On pose M =T — 21,,.

1. Montrer que M est diagonalisable sur R.
2. Comparer les éléments propres de M et ceux de 7.
3. Soit A € Sp(T).
+ i) Montrer qu'il existe i € [1, 7] tel que [t; ;A[ < 32,4, [t 4.
« ii) En déduire qu’il existe o € [0, 7] tel que A = 2 cos(a).
iii) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que X = (x1,...,2,)7 soit vecteur propre de T associé a \.
« iv) En déduire que o €]0, 7[.
Exercice 912 [Mings PSI 2025 # 889] Pour P, @ € R[X], on pose (P,Q) = O+°° P(z) Q(z) e""dx. On admet que c’est bien un
produit scalaire sur R[X]. On pose : VP € R[X],p(P) = XP" 4+ (1 - X)P'.
1. Justifier que (P, Q) pour P, Q) € R[X] est bien défini.
2. Justifier que ¢ est un endomorphisme.

3. Soient P;, P, des vecteurs propres de ¢ associés a des valeurs propres différentes. Montrer que P; et P, sont orthogonaux.d)
Soit N > 2. Démontrer que ¢ induit un endomorphisme @y sur Ry[X] et que ¢ est diagonalisable.

4. Ecrire o dans labase (1, X,..., X™V). Donner les valeurs propres de .
5. Pourn € N, soit L,, : © — Pn—z, dd;:l (x™e~"). Montrer que L,, est polynomiale et donner ses coefficients.

6. Montrer que (Lo, ..., L) forme une base de Ry[X].

Exercice 913 [MiNEs PSI 2025 # 890] 1. Soient A € S/ T(R) et B € O,,(R). Comparer Tr(A) et Tr(AB).

2. Soit M € M,,(R). Montrer que la série Z:;’CO ]\]/f[—,k converge. On note sa limite exp(M).
3. On admet que, si M, N € M,,(R) commutent, alors exp(M + N) = exp(M ) exp(IN). Montrer que, si B € A, (R), alors, pour
tout z € R, onaexp(zB) € O,(R).

Exercice 914 [MiNgs PSI 2025 # 891] Soit n > 2. a) Montrer que la somme de deux matrices de S, +(R) appartient encore a S, (R).
b) Soient A, B € S;/*(R). Montrer que I,, + AB et AB + BA sont inversibles.
Exercice 915 [MiNEs PSI 2025 # 892] Soient U et V sans S;7 (R). Montrer que det(U + V) > det(U) + det(V).
Exercice 916 [MINEs PSI 2025 # 893] Soient (F, (,)) un espace euclidien, u € S(F), Ay < A2 < -+ < A, les valeurs propres
de u. a) Montrer que, Vo € E, \||z||? < (u(z),z) < A\,||z||%. b) Trouver 21,2, € E \ {0} tels que (u(z1),71) = A1||z1]|? et
(u(wy), xn) = Anl|zn||?. c) Montrer qu’il existe y1,y, € E tels que ||[y1]] = 1, [|yn|l = 1, (u(y1), y1) = A1 et (u(yn), yn) = An.d) On
note S la sphére unité de E. Que valent inf,cg(u(x), z) et sup,cg(u(z),z)?

Exercice 917 [MiNEs PSI 2025 # 894] Soit £ = RN. On note F le sous-espace de E constitué des suites de carré sommable. Si u =

(Un)n>0 € E,onpose D(u) = (Up+1—Up)n>0-2) Montrer que D est un endomorphisme de E. Est-il injectif ? surjectif ? b) Trouver les

valeurs propres et les vecteurs propres de D. Quelle est la dimension de ses espaces propres? Siu, v € F, onpose (u, v) = Z:E) Uy, Vnys

ce qui définit bien un produit scalaire sur ’'ensemble F' des suites de carré sommable. d) Montrer que {% ;s Ue F,U # O} =
] — 2,0]. Ind. Considérer I'application D(id).
Exercice 918 [MinEs PSI 2025 # 895] Soit E = S;F*(R). a) Montrer que VA € G L, (R),tr(AT A) > 0.b) Montrer que VS € E,3A €
GL,(R),S = AT A. ¢) Montrer que V(S5,59") € E?, tr(SS’) > 0.
Exercice 919 [Mings PSI 2025 # 896] 1. Rappeler la définition de S;F (R) et de S;TT(R).

2. i) Pour A, B € §,,(R), on note A < B si et seulement si AB € S,/ (R). Montrer que
c’est une relation d’ordre sur S, (R). ii) Soit A € S;"7(R). Montrer qu’il existe C' € S;"(R) telle que C? = A.iii) Soient M € S;7*(R)
et M’ € S,,(R). Montrer que M"MM’ appartient a S;" ¥ (R). c) i) Montrer que, si M € S,/ +(R), alors M inversible et M~ € S;FF(R).
ii) Soit f : M € ST (R) — M~! € S+ (R). Montrer que f est décroissante, i.e. si A < B alors f(B) < f(A). Ind. Montrer que si
I, < Balors f(B) < f(I).

2) Analyse
Exercice 920 [MiNEs PSI 2025 # 897] Soient n > 2, U un ouvert de R™ et «y : [0, 1] — U une fonction continue. Montrer qu’il existe
d > 0tel que V¢ € [0,1], B(y(t),0) C U.

Exercice 921 [MiNEs PSI 2025 # 898] Soient a>0 et w € CY(R™,]0, +00|). Pour f € E = C°([0, a],R), on pose T'(f) : = €]0,a]

m jow f(t) w(t) dt. a) Montrer que T(f) est continue sur [0, a] et prolongeable par continuité sur [0, a]. b) Montrer que 7" est un
w C
0

endomorphisme injectif de F et qu’il est continu lorsque E est muni de la norme infinie. ¢c) Déterminer ses éléments propres.
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0 X
Y 0
une suite de matrices inversibles convergeant vers M. b) Si X est inversible, montrer que VA € R, xz(\) = xxy (\?). Est-ce toujours
vrai si X n’est pas inversible ?
Exercice 923 [MINEs PSI 2025 # 900] 1. Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si
Vz € C,| P(2) |>| Im 2 |de& P
2. Montrer que 'ensemble des matrices trigonalisables de M,,(R) est un fermé de M., (R).

Exercice 922 [Mings PSI 2025 # 899] Soient X,Y € M, (R). On pose Z = ( ) a) Soit M € M,,(R). Montrer qu’il existe

3. Montrer que 'adhérence des matrices diagonalisables dans M, (R) est égale & ’ensemble des matrices trigonalisables.
Exercice 924 [Mings PSI 2025 # 901] Pour n > 2, on considére le polynéome P, = X™ + X"~! 4 ... + X1. a) Montrer que P,
admet une unique racine dans R™, notée z,,. b) Montrer que z,, € [1/2,1]. c) Montrer que (x,,) converge vers un réel £. d) Donner un
équivalent de x,, — /.

Exercice 925 [MiNEs PSI 2025 # 902] Soit (uy,)n>0 une suite réelle. On pose, pour n € N, v, = 5 >°)'_o (7) uk- ) On suppose que
(uy,) converge. Montrer la convergence de (v,,) et trouver sa limite. b) Etudier la réciproque.

Exercice 926 [MINEs PSI 2025 # 903] Soit a € R™*.

1. Sin € N, montrer que I'équation ), _, ﬁ = @ admet une unique solution dans
n, 400, que 'on notera x,,.

2. Etudier la monotonie de la suite (x,,).

3. Trouver un équivalent simple de z,,.

Exercice 927 [MiNEs PSI 2025 # 904] Soient (z,,) € CN et A € C avec || > 1. Montrer que la suite (z,,) converge si et seulement si
la suite (z,, + Azy4+1) converge.

Exercice 928 [MiInEs PSI 2025 # 905] On pose F' : x — f;oo et dt. a) Trouver un équivalent de F' en 400. b) Soit (ay,)nen telle

2
que:ag = let,pourn € N, ap41 = a, + f:oo e~ dt. Trouver un équivalent de a,,.

Exercice 929 [MINEs PSI 2025 # 906] Soient n > 2, My, ..., M, _; des points distincts de R2. On note M}, = (zk, yr)- On suppose
que My = (0,0) et, pour tout k € [0,n — 2], (xg41 = Tk et Y11 = yp = 1) ou (241 = 2 = 1 et yg+1 = yx). On constitue ainsi
des chemins. On note ¢,, le nombre de chemins auto-évitants (i.e. tels que pour tous i # j, M; # M ). On pose u,, = In(cy). a) Que
valent ¢ et co ? b) Montrer que pour tout n, m entiers naturels ¢, ., < ¢,Cp,. €) On fixe m € N* et € > 0. En utilisant la division
euclidienne de n par m, démontrer qu’il existe un entier N tel que, pour tout n > N, <= > =g, d) Démontrer que <> — £ ou
= sup{%c7 ke N*}.

Exercice 930 [MiNes PSI 2025 # 907] Nature de la série de terme général In (tan (Zk 1 (21«:-)1 )) ?

Exercice 931 [MiNEs PSI 2025 # 908] Pour n € N*, on pose f, : ¢ € Rt — > " “;c—, et on note (E,) I'équation f,(z) = 2.
a) Montrer que (F,) admet une unique solution dans R™ ; on notera x,, cette solution. b) Montrer que la suite (x,) converge. c)
Déterminer la limite ¢ de la suite (z,,). d) La série Y _(x,,¢) est-elle convergente ?

(=1*
k+1 -

Exercice 933 [MinEs PSI 2025 # 910] Résoudre dans C?(R, R) I’équation fonctionnelle : f(2x) = 4f(x) + 3x + 1.
Exercice 934 [MinEs PSI 2025 # 911] Soit f : R — R telle que f(x) = exr—_l siz # 0 et f(0) = 1.

Exercice 932 [MINEs PSI 2025 # 909] Nature de la série de terme général e“»2 avec u, = >, _,

1. Montrer que f est de classe C* sur R
2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R**.
3. Donner le développement limité & I'ordre 5 de f~! au voisinageqde 1.

Exercice 935 [MinEs PSI 2025 # 912] Pour f € C°(R,R), on note () la propriété : V(x,y) € R%, f(z+y)f(z —y) = f(x)? — f(y)*
1. Montrer que si f vérifie () alors f est de classe C? et qu’il existe A € R tel f”/ = Af. b) Déterminer toutes les solutions de ().

Exercice 936 [MINEs PSI 2025 # 913] Soit f : = — f21n (@) eTtdt. Quel est le comportement de f(x) lorsque z — 1?

in B
Exercice 937 [MiNEs PSI 2025 # 914] 1. Montrer que, pour t € R\ 27Z, >~)'_ cos(kt) = % - 3.
3

2. Montrer que Yz €]0, 7], [*_ 375 cos(kt)dt =
Exercice 938 [Mines PSI 2025 # 915] Pour tout n € N, on pose I,, = 0+OO e dr, ol w = — (% + z?)

1. Calculer I,,. En déduire un exemple de fonction g continue sur RT, 4 valeurs réelles et non identiquement nulle, telle que
vk €N f g(t)dt = 0.

2. Soit f € CO([a, b], R) telle que Yk € N, fob t* f(t)dt = 0. En admettant le théoréme d’approximation de Weierstrass, montrer
que f est identiquement nulle.

Exercice 939 [Mings PSI 2025 # 916] Pour N € N*, on pose Hy = Zz 1 k Soit [ = fo (; m) dt.

1. Montrer que Hy = In(N) + v+ O(1/N)
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2. Montrer que [ est bien défini. c) Montrer que [ = f ( - l) e “du.

l—e— v u
3. En déduire que I = , en utilisant u, : { — e Tt (1 — %)
Exercice 940 [Mines PSI 2025 # 917] Onpose f : x v+ [120siitgpet J = [F°° sintgy

1. Montrer que f est de classe C! sur |0, +00o] et donner f”. b) Montrer que l'intégrale J converge. On admet que J =
2. Montrer que f(z) = O (l).- d) Trouver un équivalent de f en 0T

x

jus
5 -

3. La fonction f est-elle intégrable sur |0, +-o00[?

4. Calculer [ j_f; f(z)dz en fonction de .J.
Exercice 941 [MINEs PSI 2025 # 918] Soit f : [2, +-00[— R**] telle que f soit intégrable. On pose ¢ :  +— f(2)'~'/%. Que dire de
I'intégrabilité de g?
Exercice 942 [MiNEgs PSI 2025 # 919] Pour tout z € R™*, on définit la suite (f,,(z))nen par fo(z) = zetVn € N, frii(x) =

% ( fulz) + ﬁ(z)) Etudier la convergence simple, puis la convergence uniforme, de la suite de fonctions (f,,)nen-

Exercice 943 [Mings PSI 2025 # 920] Soit (a,, )nen une suite réelle convergeant vers £ € R*. On pose f : # € Rt Z+°O %x”
a) Etudier la convergence normale de f sur R™, puis sur des intervalles appropriés. b) Déterminer la limite de f en +oo0.

Exercice 944 [MiNEs PSI 2025 # 921] Soit f : x +— Zn 5 m a) Donner le domaine de définition de f. Montrer la continuité de
f sur cet intervalle. b) Donner les limites et des équivalents aux bornes.

Exercice 945 [MINEs PSI 2025 # 922] Soit, pourn € N*, u,, : © € R — 5155 pourn € N*. Soit 5 = Z:i% Up- a) Montrer que S est
définie sur R. b) La série converge-t-elle normalement sur R? ¢c) Montrer que S est de classe C''. d) Trouver un équivalent de S quand

en 0T. On rappelle que Zn 0 n12 = %2 e) Trouver la limite de .S en +o0. f) La série de fonctions converge-t-elle uniformément sur
R?
Exercice 946 [MINEs PSI 2025 # 923] Pour tout réel = > 0, on pose f(z) = — Z;ro% In(1e="*). a) Montrer que f est bien définie sur

RT*.b) Soit a > 0. La série de fonctions définissant f est-elle uniformément convergente sur [a, +00[?Sur R**?] c) Déterminer des
équivalents de f en 0T et +oo.

Exercice 947 [MINEs PSI 2025 # 924] 1. Déterminer le rayon de convergence de » %x” b) Calculer la somme Z:Lr:a (”Hz#

Exercice 948 [MINEs PSI 2025 # 925] Pour n € N*, on note a,, le nombre de bijections d’un ensemble a n éléments n’ayant pas de
point fixe. On pose ag = 1. a) Montrer que, pour toutn € N, n! = >}, ( )an k- b) Montrer que la série entiere )  %%.2™ a un rayon

strictement positif. ¢) Calculer e” E+°°0 Sz, d) Exprimer a,, sous forme d’'une somme.

Exercice 949 [MinEgs PSI 2025 # 926] Soit f : = +— ffoo et dt. a) Montrer que f est de classe C'! et calculer sa dérivée. b) On

pose g : x eZQf(:c). Montrer que ¢ est solution du probleme de Cauchy : y(0) = 0 et y’ 2xy = 1. ¢) Déterminer les fonctions
développables en série entiére solutions du probleme de Cauchy. d) En déduire que g est développable en série entiére et déterminer
son développement.

Exercice 950 [MinEs PSI 2025 # 927] 1. Soit f € CO([1, +oo], R) telle que f(z) — 0 quand x — +00. Montrer que f;roo fet

+oo ’ﬂ+1 Cos(lnt) dt et 400 cos(Inn)

2. Montrer que -1 n—1l o sont de méme nature.

cos(lnn
) g
n

Exercice 951 [MinEs PSI 2025 # 928] 1. Montrer que . | + = In(n) +7 + o(1) avec y € R.
2. Soient a>0 et f, : * €]a, +oo[— (1 — E) . Montrer que f, est bien définie et croissante. Donner la limite de f, en +o0.
3. Pour n € N*, justifier I'existence de I,, = fon fe(n) In(t)dt
4. Justifier que I, e f+oo “tIn(t)dt.

3. En déduire le rayon de convergence de la série entiére )

5. En déduire que fo e~ tn(t)dt = —

n+l

Exercice 952 [Mings PSI 2025 # 929] Soit, pourn € N, U, fo TTeE=] dt.

1. Montrer que, pour tout n € N, U,, est bien définie.
2. Trouver un équivalent de U,,.

Exercice 953 [MINEs PSI 2025 # 930] Soit, pourn € N, f,, : € RT i ¢~ 3a) Montrer que (fy,) converge 51mplement sur R™ vers

une fonction g. b) Montrer que ( f,,) converge uniformément sur R™. c) Calculer fo (z)dz et lim,, o fo fn(x)dz. Pouvait-on
s’attendre & un tel résultat au regard du cours?

Exercice 954 [MINEs PSI 2025 # 931] 1. Soient a et b strictement positifs. Montrer que fol %dt = j}f(’) ((;-172; .
2. Calculer %9 (111?3:.

Exercice 955 [MiNEs PSI 2025 # 932] Soit f : + € RT — oo 1" - sin(t)dt. a.i) Justifier la convergence de l'intégrale I =

0
+00 sint
fo idt.

ii) En déduire que f est bien définie sur R™

1. La fonction f est-elle continue sur R™*? Sur R* ?
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2. Montrer que f est dérivable sur R™*. Exprimer f” d’'une maniére simple.

3. Trouver une expression de f. En déduire la valeur de I.

Exercice 956 [MiNEs PSI 2025 # 933] Soient f : xz — f0+°° f:: dtetg:xw— f0+°° ;lif dt. a) Montrer que f et g sont de classe C?
sur RT et qu’elles vérifient 'équation différentielle v/ + y = % b) Montrer que f et g sont continues en 0. ¢) Trouver les limites de f

et g en +o0. d) En déduire que [F° sintgp = 1.

Exercice 957 [Minges PSI 2025 # 934] On pose cos : z € C +— eizge_iz. a) Exprimer cos z en fonction de Ree(z) et Im(z). b) En

déduire max|,|<1 | cos z|*. ¢) On pose f : (x,y) € R? — cos(z + iy). Montrer que la fonction r € R* fo% f(rcosf,rsinf)do est
constante.

2s

Exercice 958 [MiNEs PSI 2025 # 935] Soit s > 0. Soit w : (a,7,y,t) ER X R X R™* x R+ ——2
((m—1)2+y?)°*2
1. Pour tout (a,z,y) € R x R x RT*, établir la convergence de fj—;j w(a, x,y,t)dt.

2. Montrer qu'’il existe une unique constante c¢ € R telle que, pour tout (z,y) € R x RT*, f+°°

fj;o w(c, x,y,t)dt = 1. c) Soient x € Rete > 0. On pose U, = {t € R, [tz| > ¢}.
Mont , oy, t)dt — 0.
ontrer que st w(c,x,y,t) o

1. Soit f une fonction continue et bornée sur R.

Pour tout x € R, prouver fj;o w(c,x,y,t) f(t)dt — fa).
y—0

Exercice 959 [MiNEs PSI 2025 # 936] A partir des solutions développables en séries entiére, trouver toutes les solutions de (22 +
z)y" + Bz + 1)y +y=0.
t?jrsiz >t

x=tPour f € F on
x/t?siz <t f

Exercice 960 [Mings PSI 2025 # 937] Soient E = C°([0,1],R) et k : (z,t) € [0, +oo[*—~ {

pose T(f) : & [ k(x,t) f(t)dt.

1. Montrer que, pour z €]0,1], T(f)(z) = L [ 2 f(t)dt + 2 fj @dt.
2. Montrer que T'(f) € E et calculer T(f)(0).

3. Montrer que 7" est un endomorphisme de E.
4

. i) Montrer que T(f) est C* sur [0,1] et calculer T(f)’(0).

ii) Montrer que T(f) est de classe C? sur ]0,1].

iii) Résoudre ¢/’ ’x—%y = —3f. On pourra chercher les solutions de I'équation homogene sous la forme = — z™ avecn € Z.

Exercice 961 [Mings PSI 2025 # 938] Soient E = C*(R,R) etp € E.Soitp : y € E — y' + py. a) Montrer que ¢ est un
endomorphisme de E. b) Montrer que Im(¢?) C Im(ip). Soient g € Im(?) et f un antécédent de g par p?. Trouver un antécédent
de g par ¢ en fonction de f et de p.

1. Cas particulier : p = th (pour toute la suite) Calculer ©?(q) pour g € E.
2. Soit (E) : ¢ + 2th(z)y’ +y = ch?(x). Trouver une solution particuliére de la forme y, = a + bch? avec (a,b) € R2.
3. Donner les solutions de 3’ + th(x)y = ch?(x).

Exercice 962 [MINEs PSI 2025 # 939] Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles que ’équation différentielle y”(x)
+y'(x) + f(x)y(x) = 0 admette une base de 'ensemble des solutions de la forme (g2, g), ou g est une fonction de classe C2.

Exercice 963 [MINEs PSI 2025 # 940] On note (E) I'équation différentielle 4" = (2%1)y. a) Soit y une solution de (E). On suppose que
y(0) = 0 (resp. y’(0) = 0). Montrer que y est impaire (resp. paire). Ind. Utiliser le théoréeme de Cauchy linéaire. b) Pour quelle(s) valeur(s)
de a € R, la fonction z — %" est-elle solution de (E)? ¢) Soit u € C%(R,R). Montrer que x + u(:v)e’””2/2 est solution de (E) si et
seulement si uest solution d’une équation différentielle que 'on déterminera. d) Exprimer 'ensemble des solutions de (E) a aide de
p:xeRm [T e’ dt.

Exercice 964 [MINEs PSI 2025 # 941] Soit (z,y) € R On pose f(z,y) = :;Of % a) Déterminer le domaine de définition de f;
le représenter graphiquement. b) Etudier I'existence des dérivées partielles d’ordre 1 de f.

Exercice 965 [MINEs PSI 2025 # 942] Onposeu,, : (z,a) €]—p, p[x]0, +oo[— nﬁ:a].b) Vérifier Va,a’ € RT, Yz €]—p, p[, |un(z,a’)—

¢)Onpose F' : (z,a) — Z::()) un (2, a). Montrer que F' est continue sur | — p, p[x]0, +oco[. d) Montrer que F’ est

la—a'|

un(z,a)| < .

dérivable par rapport a x et que % est C.
Exercice 966 [Mings PSI 2025 # 943] Pour z,y > 0, on définit f(x,y)

continue sur [0, +0c]?. b) Déterminer ses extrema.

Exercice 967 [MiINEs PSI 2025 # 944] Soit f : (x,7) € R2\ {(0,0)} — (1+$2)(1£_:3;)(12+u2) . a) Montrer que f est continue en (0,0). b)
La fonction f ainsi prolongée est-elle de classe C*° ? ¢) Montrer que f admet un minimum global, le calculer. d) Montrer que f admet

un maximum global.

= m et on pose (0, 0) = 0. a) Montrer que f est
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3) Probabilités

Exercice 968 [MINEs PSI 2025 # 945] Soit n € N*. On considére I'univers @ = {1,2,...,n}. Pour p € N, on note A, 'ensemble
des éléments de Q multiples de p.- a) Soit d € N* avec d divisant n. Calculer P(A,). b) Soit n = p{*p5? ... p2~ la décomposition en
facteurs premiers de n.

Montrer que A,,, ..., A, sont indépendants.
1. Soit ¢(n) le nombre d’éléments de 2 premiers avec n.

Montrer que
: 1
<p(n)=n| | (1—).
i=1 pi

Exercice 969 [MINEs PSI 2025 # 946] On dispose d’une station d’appels. Le nombre d’appels entre 10 & et 11 A est une variable
aléatoire X qui suit la loi de Poisson de parameétre \. La probabilité pour qu’un appel concerne le standard A est p € [0, 1]. On note
Y la variable aléatoire correspondant au nombre de personnes ayant choisi le standard A entre 10 h et 11 h. Donner la loi de Y.

Exercice 970 [MINEs PSI 2025 # 947] On considere un immeuble de trois étages avec un rez-de-chaussée). Cinq personnes prennent
I’ascenseur. On considére que chacune va aller a un étageqde maniére équiprobable et indépendamment des quatre autres. L’ascenseur
ne fait pas demi-tour, il ne fait qu'une montée pour déposer les personnes. On note X; le nombre de personnes qui descendent a
’étageqi. a) Donner la loi de X7, E(X7), V(X1). b) Que dire de X5 et X3? On considére Y; qui vaut 1 si ’ascenseur s’arréte au i-éme
étage, 0 sinon. ¢) Déterminer P(Y; = 0) et P(Y; = 1). d) En déduire E(Z) avec Z la variable aléatoire représentant le nombre d’arréts
de 'ascenseur.

Exercice 971 [MiNEs PSI 2025 # 948] Soit (X,,),,>2 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de
paramétre p,, = n~“ ou « est un réel strictement positif.

On pose 7 = min{n > 2, X,,(w) = 1} € N* U {4o0}.

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur « pour que P(7 = +00) = 0.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur o pour que E(7) < +o0.
Exercice 972 [MINEgs PSI 2025 # 949] Soit p € [0, 1]. On a un détecteur de particules qui détecte une particule avec la probabilité p, de
maniére indépendante. On note N le nombre de particules qui traversent le détecteur. On suppose N ~ P()). On note S le nombre
de particules détectées. a) Soit 0 < s < n. Calculer P(S = s | N = n). Puis P(S = s, N = n) et enfin P(S = s). b) En déduire
E(S) et V(). ¢) Sans calculs, donner la loi de N S. d) Les variables N S et S sont-elles indépendantes? a) Les variables N-S et S
sont-elles indépendantes e) Les variables IV et .S sont-elles indépendantes ? f) Calculer P(N = n|S = s) avec 0 < s < n.

Exercice 973 [MinEs PSI 2025 # 950] Soientn € N, a € RT et p €]0, 1[. On considére une variable aléatoire X a valeurs dans N dont
la loi est donnée par Vk € N,P(X = k) = a(nzk)pk. a) Que vaut a? b) Déterminer E(X).
Exercice 974 [Mings PSI 2025 # 951] Soient p1,p2 €]0,1[. On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y de lois

respectives G(p1) et G(p2). On note M la matrice aléatoire <)0( ‘1/>

1. Déterminer la probabilité que M soit diagonalisable.
2. Soit ¢ €]0, 1[. On considére une variable aléatoire Z de loi B(g) indépendante de (X.Y).

On note M’ la matrice aléatoire <)1( }Z,> . Quelle est la probabilité que M’ soit diagonalisable ?

Exercice 975 [MinEs PSI 2025 # 952] On dispose d’'une piéce pour laquelle la probabilité de faire pile est p € [0, 1]. On note g = 1
- p. On réalise une suite de lancers indépendants jusqu’a faire deux pile, pas nécessairement consécutifs et on note X le nombre de
face obtenus. a) Montrer que 'espérance de X est finie et la calculer. b) Lorsque X=n, on tire une boule dans une urne contenant n+1
boules numérotées de 0a n. On note Y le numéro de la boule tirée.

Montrer que ’espérance de Y est finie et la calculer.

Exercice 976 [Mings PSI 2025 # 953] On considére une piéce que donne pile avec une probabilité 2/3 et face avec une probabilité
1/3. Soit X}, une variable aléatoire qui vaut 1 si on obtient face au k-ieme lancer et a 0 sinon. Soit 7" la variable aléatoire qui compte le
nombre de lancers nécessaires pour avoir deux face consécutifs. a) Quelles sont les valeurs possibles de T? b) On note p,, = P(T" = n).

« i) Calculer p; et ps.
ii) Soit n > 3. Montrer que (X; = 1, X3 =0),(X; =1, X5 = 1), (X; = 0) forme un systéme complet d’événements.
« iii) En déduire que, pour toutn > 2, p,, = %pn—2 + %pn_l.

« iv) En déduire une expression de p,, en fonction de n.

1. Est-ce que 7" possede une espérance ?

Exercice 977 [MInEs PSI 2025 # 954] On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. On effectue des tirages
successifs. A chaque tirage, on retire les boules de numéro supérieur ou égal a celui obtenu. On note X, le nombre de tirages nécessaires
pour vider I'urne. a) Calculer E(X) et E(X5). b) Montrer que E(X,,) =1+ 1 Zz;ll E(Xk). c) Déterminer E(X,,).

Exercice 978 [MinEgs PSI 2025 # 955] Soient n, N > 2. On considére n variables aléatoires ¢.i.d. de loi U/ ({1,..., N}). On note T le
nombre de valeurs distinctes prises par ces n variables. a) Calculer E(T"). b) Donner un équivalent de E(T") lorsque i) n — 400, 4 N
fixé; ii) N — +oo, a n fixé; iii) n = N — +o00. ¢) Calculer V(T).
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Exercice 979 [Mings PSI 2025 # 956] Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que X,, ~ P(\,) avecd - A,
convergente. On note A I’événement « la suite (X,,) est nulle a partir d’un certain rang ».

1. Déterminer la probabilité de A.

2. Montrer que X = lim,, 4o [[1e €** est presque stirement définie.

Exercice 980 [MinEs PSI 2025 # 957] Soient F un espace euclidien et (uy, ..., u,) une famille de vecteurs unitaires de E. Soient
X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur {—1, 1}. Soit X = || Xju; + - -+ + Xpu,||%

1. Calculer E(X).

2. Montrer qu’il existe (e1,...,e,) € {—1,1}" tel que ||lequs + -+ + entin || < VN
Exercice 981 [MINEs PSI 2025 # 958] Soient a > 0,p €]0, 1] et X.Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que V(i,j) €
N2, P(X =i,Y = j) = ap'ti.

1. Calculer a.

2. Déterminer laloide X etde Y, E(X) et V(X).

3. Calculer la covariance de X et Y. d) Soit U = maxz(X,Y"). Soit n € N. Déterminer la loi de U sachant (X +Y = 2n +1).
Exercice 982 [MiNEs PSI2025 # 959] Une variable aléatoire X est décomposable s’il existe deux variables Z et Y indépendantes dantes
et non constantes telles que X ~ Y + Z. a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N décomposable telle que P(X = 0) > 0. Soit
(Y, Z) un couple de variables aléatoires indépendantes et non constantes telles que X ~ Y + Z. Montrer que Y et Z sont a valeurs
dans N. Donner une relation entre Gx, Gy et Gz. Y+Z. Montrer que Y et Z sont a valeurs dans N. Donner une relation entre Gx, Gy
et Gz b) Soient n > 2, p €]0,1[, X ~ B(n, p). Montrer que X est décomposable. c) Soit n > 2 non premier, X ~ U([0,n — 1]).

« i) Montrer Ir,s € N\ {0, 1} tels que Gx () = (% S ti) X (% Zj;é t"j).

« ii) En déduire que X est décomposable.

X) Mines - PC
1) Algebre

7

Exercice 983 [MINEs PC 2025 # 960] Calculer minges, > ., V@J

Exercice 984 [MINEs PC 2025 # 961] Soit n € N*. Soient A, B, C' trois points du plans complexe d’affixes a, b et c. On suppose que
le triangle ABC n’est pas aplati et que a, b, ¢ € U,,. a) Combien y a-t-il de tels triangles? b) Combien d’entre eux sont rectangles ?-

iz —iz
€

Exercice 985 [MINEs PC 2025 # 962] Pour z € C, on pose f(z) = “—57— et p(z) = |f(2)]2. a) La fonction ¢ est-elle bornée sur b)

Montrer que ¢ est bornée sur D = {z € C, |z| < 1} et déterminer son maximum sur D.

Exercice 986 [MiNEs PC 2025 # 963] Onpose f : z € C\ {i} — —L-. a) Montrer que I'imageqde toute droite du plan complexe ne

z—1

passant pas par i est un cercle privé de I'origine. b) Peut-on généraliser a f : z € C\ {b} — 2=%, avec (a,b) € C*eta # b?

Exercice 987 [Mings PC 2025 # 964] On dit que P € R[X] de degré n > 0 est un polynéme réciproque si P = X" P (%) Soit
P un polynéme réciproque. a) Soit z une racine complexe de P. Montrer que z # 0. Montrer que 1/z est une racine de P de méme
multiplicité que z. b) On note «, 5 les multiplicités (éventuellement nulle) de 1 et -1 comme racines de P. Montrer qu’il existe g un N
et Q € R[X] de degré q tels que :

P:@X—D%X+D&WQ(X+;>.

1. Factoriser X723 X6+ 3 X% 4 3X25x 4+ 1.

Exercice 988 [Mines PC 2025 # 965] Soient p, ¢ € N* distincts. Déterminer les P € C[X] tels que P(X?)? = P(X?)?.

Exercice 989 [MinEs PC 2025 # 966] Soit P € R[X] de degré n dont les racines sont distinctes, réelles, strictement supérieures a 1.
On pose Q = (X2 + 1)PP’ + X(P? + P'?). Montrer que () admet au moins 2n-1 racines réelles distinctes.

Exercice 990 [Mines PC 2025 # 967] Soit ¢ : P € R[X]| — PP’. a) Pour n € N, montrer que la restriction de ¢ & R,,[X] induit une
bijection sur R,,[X]. b) Pour € R[X], montrer qu’il existe un unique R € R[X] tel que @ = R R’. ¢) Avec les notations précédentes,
on suppose Va € R, Q(x) > 0. En considérant f : z — e~ *R(z), montrer que : V& € R, R(x) > 0. d) On suppose R scindé sur R &
racines simples. Montrer que () est scindé sur R a racines simples.

Exercice 991 [Mines PC 2025 # 968] Soient L1, ..., L, les polynomes de Lagrangeqassociés au n-uplet (—1,—2,..., —n).
Pour k € [1,n], soit ap k = [ [1<i<n (i — k).
ik

Soient enfin .

fnie s T T

et gn(2) = i1 ooy

1. Donner I’écriture factorisée des polynomes L; et les valeurs de L;(—j) pour i,j € [1,n].
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2. Montrer que (L1, ..., L,) est une base de R,,_1[X]. Donner la décomposition de P € R,,_1[X] dans cette base.- ¢) Calculer
> Ly, et en déduire une expression simple reliant f,, et g,,.

3. Montrer que f,, est intégrable sur RT pour n > 2.

. . 1
4. Trouver une relation simple entre —— et (77 )).
Qn,k k—1

5. Donner une expression de f;oo fn(t)dt.

Exercice 992 [Mings PC 2025 # 969] Si P € C[X] et k € Z, on pose cx(P) = 5~ ["_P(e)e~**dt. a) Exprimer les c;(P) en
fonction des coefficients de P. b) Déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant P(U) C R.

Exercice 993 [Mings PC 2025 # 970] Soit n > 2. On consideére 'égalité (x) : (1 +iX)?"t! — (1 —iX)?"*! = 2iX Q,(X). a)
Montrer qu’il existe un unique @,, € R[X] tel que () soit vérifiée. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Q,,. b) Déterminer

. n—1 s
les racines de @,. c¢) Calculer [ [, (4 + tan? (27’:+1>).

Exercice 994 [Mings PC 2025 # 971] Soit u € R. On pose Py = 1 et, pour k € N*, P, = X (Xku)*~1. a) Montrer que (Py, ..., P,)
k) (o

est une base de R,,[X]. b) Montrer que VP € R, [X], P(X) = P(0) + >}, Pl ;Ek“) Pr(X).

Exercice 995 [MinEs PC 2025 # 972] Soit P € R[X] de degré n € N*. On suppose que P est minoré sur R. On pose Q = P+ P’/ +

.-« + P Montrer que Q est minoré sur R.

Exercice 996 [MiNEs PC 2025 # 973] Déterminer les P € C[X] tels que P(U) C U.

Exercice 997 [Mings PC 2025 # 974] Soit P € R[X] tel que : Vo € R, P(z) > 0. Montrer qu’il existe (Q, R) € R[X]? tel que

P=Q+R2

Exercice 998 [Mines PC 2025 # 975] Soit P € R[X] tel que, pour tout z € [—1,1], P(x) > 0. a) On suppose que deg(P) < 2.

Montrer qu’il existe o, 3 € R et a € [—1,1] tels que P = a(Xa)? + 3(1X?). b) On revient au cas général. Montrer qu’il existe
A, B € R[X] tels que P = A? + B?(1X?).

Exercice 999 [Mines PC 2025 # 976] Soit n € N*. Soit E/ un K -espace vectoriel de dimension n. Soit ' un sous-espace vectoriel de
E. Montrer que dim(F') = n1 si et seulement s’il existe ® € L£(E, K) non nulle telle que F' = Ker(®).

Exercice 1000 [Mines PC 2025 # 977] Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel E. Montrer que p-q est un projecteur si
et seulementsigop =poq=q.
Exercice 1001 [Mings PC 2025 # 978] Soient F un espace vectoriel de dimension n et u € L(F). Donner une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe v € L(F) tel que u o v = 0 et u + v inversible.
Exercice 1002 [MinEes PC 2025 # 979] Soit

Ae M,(R).
Résoudre X7 4+ X = tr(X)A.

Exercice 1003 [Mings PC 2025 # 980] Soientn > 2 et A € M,,(R) telle que rg(A) = 1 et tr(A) = 0. Montrer que A est semblable
ak,.

Exercice 1004 [MinEgs PC 2025 # 981] 1. Existe-t-il

(A, B) € M,(R)*
telque AB— BA=1,?

1. Soit A € M, (R) non nulle et de trace nulle. Montrer qu’il existe v € R™ tel que (u, Au)est libre.
2. Soit A € M,,(R) de trace nulle. Montrer que A est semblable a une matrice a diagonale nulle.
Exercice 1005 [MinEes PC 2025 # 982] Soient
Ace M&Q(R)
0 -1 -1
et Be My3(R)tellesque AB=|—-1 0 -1
1 1 2
1. « Décrire » AB.
2. Montrer que BA est inversible.
3. Etudier le noyau et I'imageqde A et B.
4. Déterminer BA.
Exercice 1006 [Mines PC 2025 # 983] $$ Soit (A, B,C) € M.,,(R)3. Montrer que rg(ABC) + rg(B) > rg(AB) + rg(BC).
Exercice 1007 [MinEes PC 2025 # 984] Soient

r1,T9 € C.

Montrer que

0
X1 1 i) 1 0
¥? 2w 3 21 2

3 323 23 323 6m2

x4t xt 423 1223

= 0 si et seulement si 1 = x5.
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Exercice 1008 [MinEs PC 2025 # 985] Soit
(()‘,17 e, Gp,bo, . ,bn) € K2,

Exercice 1009 [Minges PC 2025 # 985] Soit
(al, - ,an,bo, C. ,bn) S K2",

a1 + bl bl b1 cee bl
b2 as + b2
Calculer A,, = by by
. : bn,1
bn, b, R
Exercice 1010 [MinEes PC 2025 # 986] Calculer
1 2 n—1 n
2 3 n 1
n—1 n - n—3 n-—2
n 1 - n—2 n-1

Exercice 1011 [MinEgs PC 2025 # 987] 1. Pour

(x1,...,2y) €C"

1 x?71
, caleuler V(z1,...,2,) = |! :
1 znt
1. Montrer :
Y(my,...,my,) €Z"
n—1
0= I o —m)
k=1 1<j<i<n
1. Montrer :
n—1
Vimy,...,mp) ez [k ] (ms—ma).
k=1 1<j<i<n
1 m mmi—=1) -+ mqg---(mi—n+1)

Ind. Considerer D,, = : :
1 my mp(mp—1) - my---(mp—n+1)
Exercice 1012 [MinEes PC 2025 # 988] 1. Soit (U,V) € M,,(R)? tel que U + iV € GL,(C). Montrer qu’il existe zo € R tel que
U+ 20V € GL,(R).
2. Soient M et N dans M,,(R) semblables sur C. Montrer que M et N sont semblables sur R.

3. Soit A € M3(R). Montrer que A est semblable 4 une unique matrice de la forme <8 2) (a,b) € R% ou (g

1
),aeR,ou
a

a —b
encore (b a ) (a,b) € R%, b # 0.

Exercice 1013 [Mines PC 2025 # 989] Soient A et B dans M., (R) telles que BAB = A et ABA = B. Montrer que A?> = B2 Montrer
que A et B ont le méme noyau et la méme image.

Exercice 1014 [MiNEs PC 2025 # 990] Soient A, B € M3(R) telles que det(A) = det(B) = det(A+B) = det(A—B) = det(A—B)
0. Montrer que Vz,y € R, det(zA + yB) = 0.

Exercice 1015 [MiNEs PC 2025 # 991] Soient A, B € M,,(Z). On suppose que Vk € [0, 2n], det(A+ kB) = +1. Déterminer det(A)
et det(B).
. . A B I, O
Exercice 1016 [Mines PC 2025 # 992] Soient A, B, C, D dans M,,(R). On pose M = C D et J = 0 jE On suppose
—in

que MTJM = J. Montrer que A et D sont inversibles.

Exercice 1017 [MinEes PC 2025 # 993] Soit p € N avec p > 2. Déterminer toutes les matrices M € M (C) triangulaires supérieures
telles que M? = Is.
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Exercice 1018 [Mings PC 2025 # 994] Soit D I’endomorphisme de dérivation de K[X]. Déterminer tous les sous-espaces vectoriels
de K[X] stables par D.

Exercice 1019 [Mines PC 2025 # 995] Soient E un K -espace vectoriel de dimension n, ainsi que uq, . .., u, des endomorphismes
nilpotents de £ commutant deux a deux. Simplifier u; o - - - 0 w,.

Exercice 1020 [Mings PC 2025 # 996] Soit A € M3(C). Montrer que A et AT sont semblables. Et si A € M3(R)?
Exercice 1021 [Mings PC 2025 # 997] Soient E un R -espace vectoriel de dimension n et f € L(E) tel que f? = —id.

1. Montrer que n est pair.
2. Soit x € E. Montrer que Vect (x, f(x)) est stable par f.

3. On suppose n=2p. Montrer qu’il existe une famille (eq, ..., e,) de EP telle que (e1,u(e1),...,ep, u(ep)) soit une base de E.
Préciser la matrice de f dans cette base.

Exercice 1022 [Mings PC 2025 # 998] Soit A € M3, (R) telle que A3 = 0 et rgA = 2n. Montrer que A est semblable a

0 0 O

I, 0 O

0 I, O
Exercice 1023 [MINEs PC 2025 # 999] Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie. Soient £; et L5 des sous-espaces vectoriels
de L(E) tels que (1) L(E) = L1 ® Lo et 2) V(u,v) € L1 X Lo, uov+vou=0.
we correst the £(L) ters que (1) L(L) = L1 & Lo et (2) V(u,v) € L1 X L2, uo v+ vou = 0. a) Montrer qu’il existe un projecteur
p1 € L1 et un projecteur pa € Lo tels que p; + p2 = id. b) Montrer que rg(p1) + rg(p2) = dim E. ¢) Montrer, pour i € {1, 2}, que si
w € L;, alors Im p; et Ker p; sont stables par w. d) Montrer que £; = {0} ou L5 = {0}.
Exercice 1024 [MinEgs PC 2025 # 1000] Soit

(a1,...,an) € C™

A quelle condition la matrice

0o .- 0 a
0o --- 0  apn_1
ay - Ap-1 QA
est-elle diagonalisable ?
Exercice 1025 [MinEgs PC 2025 # 1001] Soient
(a,b) € C?
a b 0 0
b :
et M = | ol Eléments propres de M ?
: .. . . b
0O -~ 0 b a

Exercice 1026 [MINEs PC 2025 # 1002] Soient aq,...,a, € Ret M = (m;  )i<ij<n € Mu(R) telle que m,,_;11, = a; pour
1 <7 < m, les autres coefficients étant nuls. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable.

Exercice 1027 [Mings PC 2025 # 1003] Soit A € M,,(R) telle que tr(A) # 0. Soit ¢ : M € M, (R) — tr(A)M — tr(M)A.

1. Préciser Im ¢ et Ker ¢.

2. En déduire les éléments propres de .
Exercice 1028 [Mings PC 2025 # 1004] Soit n € N*. Pour j € [0, 2n], on pose f; : ¢ +> sh?(t) ch®* 77 (¢) définie sur R.a) On note F’
le sous-espace vectoriel de RR engendré par les f;.
Montrer que F = (fo, ..., fon) est une base de F.

1. On note D Popérateur de dérivation sur F. Montrer que D induit un endomorphisme.

Donner ses éléments propres.
Exercice 1029 [Mines PC 2025 # 1005] Soient A € C[X] et B = [[;_;(X — A\;), o n > 1 et les \;, sont des complexes distincts
et non racines de A. Pour j € [1,n], on pose P; = [%=1(X — \;). Soient N >n — let ¢
kg
I'application qui & P € C[X] associe le reste de la division de AP par B.

1. Montrer que ® est un endomorphisme de Cy [X].

2. Donner le noyau et 'imageqde ®.

3. Donner une expression de P;(z) sans produit, pour z # ;.

4. L’endomorphisme & est-il diagonalisable ? Préciser ses éléments propres.

Exercice 1030 [Mines PC 2025 # 1006] 1. Soit A € M,,(K) telle que rg(A) = 1. Donner le polynéme caractéristique de A.
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2. En déduire une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité pour une matrice de rang 1.
3. L’ensemble des matrices diagonalisables de M, (K) est-il un sous-espace vectoriel de M,,(K)?
4. Existe-t-il une base de M,,(K) formée de matrices diagonalisables de rang 1?

Exercice 1031 [MinEes PC 2025 # 1007] 1. Déterminer le commutant

-1 0 2
C(M)ydeM=|0 0 1
0 1 1

1. Montrer que C(M) = Vect([,,, M, M?)
Exercice 1032 [Mines PC 2025 # 1008] Soient A, B € M,,(C) telles que AB = 0. Montrer qu’il existe P € GL,,(C) tel que P~1AP
et P~1 BP soient triangulaires supérieures.
Exercice 1033 [Mings PC 2025 # 1009] Montrer que deux matrices de M, (C) qui commutent sont simultanément trigonalisables.
Exercice 1034 [Mines PC 2025 # 1010] Soient F un C -espace vectoriel de dimension finie, f € L(FE) et P € C[X]. Que dire du
spectre de P(f)?
Exercice 1035 [MINEs PC 2025 # 1011] Soient A, B,M € M, (C) et \,;x € C* avec A # pu. On suppose que I, = A + B,
M = MA+ pBet M? = \2A+ 1i°B.

1. Montrer que M est inversible et déterminer M ~!.

2. Montrer que M est diagonalisable et déterminer son spectre.

Exercice 1036 [MinEgs PC 2025 # 1012] Résoudre dans
M;3(R)

1 0 0
I’équation X 2=11 1 0
1 0 4
. . 5 " . A A . .
Exercice 1037 [Mings PC 2025 # 1013] Soit A € M,,(R). A quelle condition la matrice 0 A est-elle diagonalisable ?

Exercice 1038 [Mines PC 2025 # 1014] Soit A € M,,(C) diagonalisable. Montrer que B = (I" A) est diagonalisable.

A I,
Exercice 1039 [MINEs PC 2025 # 1015] Soientn € N* et A € M,,(R) telle que Vi € [1,n],a;;, = 0etVj # i, a;, ; = j.a)Si\ € Rest
une valeur propre de A et (1 ...x,)” un vecteur propre associé, montrer que (A +1)x; = (A+2)xy = - -+ = (A +n)x,. b) Montrer
que —1,—2, ..., —n ne sont pas valeurs propres de A. c) Montrer que \ est valeur propre de A si et seulement si ) -, /\LM =1.d)
En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 1040 [Mines PC 2025 # 1016] Soient E un R -espace vectoriel de dimension finie n, f, g € L(E) tels que f o g = f+q.

1. Montrer que Im f =Im g et Ker f = Ker g.

2. On suppose f diagonalisable, montrer que f o g est diagonalisable et que ses valeurs propres ne peuvent pas étre dans |0, 4[.
Exercice 1041 [Mings PC 2025 # 1017] Soit F un R -espace vectoriel de dimension finie. Soit u € £L(FE) de spectre vide. a) Montrer
qu'il existe P € R[X] de degré 2 tel que Ker(P(u)) # {0}. b) Montrer que 'on peut trouver un sous-espace stable par u de dimension
2. ¢) En déduire que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension finie admet un sous-espace stable de dimension 1 ou
2.

Exercice 1042 [Mings PC 2025 # 1018] Soit p € N avecp > 2.
Soit (tn)nen € CN telle que, pour tout 7 € N, Upyp = Upyp—1 + Untp—2 + -+ + Up.
On note P = XP — Zf;ol Xietpourn € N, U, = (up Upt1 -+ Upsp1)?.
1. Trouver une matrice A € M,(C), ne dépendant pas de (uq, ..., u,—1), telle que, pour tout n € N, U,,41 = AU,,. En déduire
une expression de U,, en fonction A, Uy et n.
2. Montrer que le polynome caractéristique y 4 de A est P. c) Montrer que P admet une unique racine a sur R™* en considérant
T=(X-1)P, puis
que v €]1,2].
Exercice 1043 [MinEs PC 2025 # 1019] Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA? et VA € Sp(4), |\| # 1. Montrer que A et B
ont un vecteur propre en commun.

Exercice 1044 [MiNEs PC 2025 # 1020] Soient A € M, (R) telle que A2 = —1I,, et f € L(R"™) canoniquement associé a A. a)
Montrer que n est pair. b) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs avec pour blocs diagonaux

1
Exercice 1045 [Mings PC 2025 # 1021] Soit A € M,,(C). Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes :

(0 *0 1), c¢) Montrer qu’il n’existe pas d’hyperplan stable par f.

« A est diagonalisable,
« VP e CIX],P(A)"=0= P(A) =0,
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+ le seul élément nilpotent de C[A] est 0.

Exercice 1046 [MiNEs PC 2025 # 1022] Soient A, B, C' € M,,(C) telles que ABBA=C, ACCA=0etBCCB=0.a)Soit M € GL,(C).
i) Que dire de la famille (Mk)ogkgnz ?

« ii) Montrer qu’il existe une famille (Ay)1<r<y2 telle que I), + ZZ; AeMFE = 0.

iii) Montrer qu’on peut trouver un indice & tel que 7r(M*) # 0. b) Montrer que C n’est pas inversible. c) Montrer que A, B et C
admettent un vecteur propre commun. d) Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que P~' AP, P~!BP et P~1CP soient
triangulaires. e) Montrer que C' est nilpotente.

Exercice 1047 [MinEs PC 2025 # 1023] Soit A € M3(R) telle que A? = A3 etdim(F;(A)) = 1.a) Montrer que Ker A2 et E; (A) sont

1 0 0

supplémentaires. b) Montrer que Ker A? et E(A) sont stables par A. c) Montrer que A est semblablea [0 0 ¢ | avece € {0,1}.
0 0 O

Exercice 1048 [MinEes PC 2025 # 1024] On note D,, I'ensemble des matrices carrées diagonalisables dans M., (R). a) L’ensemble D,

est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)? b) Soit V' C D,, un sous-espace vectoriel de M,,(R). Montrer que dim V' < w c)

Exhiber un sous-espace vectoriel de M,,(R) contenu dans D,, de dimension M

Exercice 1049 [Mings PC 2025 # 1025] Soit A € M,,(C). On suppose tr(A*) ——— 0. Montrer : VA € Sp(A4), |A| < 1.

k— 400

Exercice 1050 [MinNgs PC 2025 # 1026] Si A € M,,(C), montrer que A est nilpotente si et seulement si Vk € N*, tr(A¥) = 0.
Exercice 1051 [Mings PC 2025 # 1027] On dit que M € M., (C) est d’ordre fini s’il existe un entier k € N* tel que M* = I,,. Dans ce
cas, on appelle ordre de M le plus petit entier & € N* tel que M* = I,,. a) Montrer que les matrices d’ordre fini sont diagonalisables.
b) Soit M une matrice d’ordre p et soit k& € N*. Montrer que M* = I,, <= k € pZ. c) Soient V,, 'ensemble des matrices d’ordre
fini de M,,(C) a coefficients dans Z et O,, I'ensemble des ordres des éléments de V,,. Montrer que V,, est non vide et que O,, est fini.
Exercice 1052 [Mines PC 2025 # 1028] Soit E préhilbertien. Pour (a,b) € E? et a € R, on pose f,, : © — = + a(x, a)b. a) A-t-on
fa € L(E)?

1. Déterminer Os.- b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f, soit un isomorphisme, dans le cas ou E est
euclidien.

2. Pour 8 € R, calculer f, o f3.

3. En supposant f, € GL(E), préciser f, .

4. Qu’en est-il lorsque ’on suppose £ mmplement préhilbertien.

Exercice 1053 [Mines PC 2025 # 1029] Soient E et F' deux espaces euclidiens et f € L(E, F). a) Pour tout y € F, montrer qu’il
existe un unique (z,y’) € (Ker f)* x (Im ) tel que y = f(x) + y’. b) Avec les notations précédentes, on note g : y > z. Montrer
que g est linéaire. c) Préciser Ker ¢ et Im g.

Exercice 1054 [Mines PC 2025 # 1030] Soit E un espace euclidien. a) Montrer : Vf € L(E,R),3la € E, Vz € E, f(x) = (a,z).b)
On munit £ = R,,[X] du produit scalaire (P, Q) fol PQ. Soit f : P+ P(0). Montrer qu’il existe A € Etelque:VYP € E, f(P) =
fol AP. c) Montrer que A(0) > 0 et deg(A) = n. d) Montrer qu’il n’existe pas de A € R[X] tel que P(0 fo AP pour tout P € R[X].
e) Montrer qu’il n’existe pas de C' € R tel que : VP € R[X], |P(0)| < C||P||.

Exercice 1055 [MINEs PC 2025 # 1031] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit (u1, . .., u;) une famille de R™. On
note la propriété suivante (1) : ¥(i,5) € [1,p]°,i # j = (u;,u;) < 0. a) Soit (u;)1<i<, une famille vérifiant (1). Montrer qu’il
existe une sous-famille libre de u - a) Soit (u;)1<i<p une famille vérifiant (1). Montrer qu’il existe une sous-famille libre de u ayant
p-1 vecteurs. b) Montrer qu’il n’existe pas de famille ayant au moins n+2 vecteurs vérifiant (1). ¢c) Donner une famille (w1, ..., %p41)
vérifiant (1).

Exercice 1056 [MINEs PC 2025 # 1032] Soient E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E, pr le projecteur orthogonal de
E sur Fet(fi,...,fp) unebasede F.Onpose G = ({fi, f;))1<i,j<p- orthogonal de E sur F et (f1, ..., a) Montrer que G € GL,(R).

<y, fl> x
b) Soienty € E,Y = 5 et X = | @ | lasolution de GX =Y. Montrer que pp(y) = > .5, ; fi.
<y> f1> €
Exercice 1057 [Mings PC 2025 # 1033] Soit £ = C*([0, 1],R). On pose V(f,g) € E?, fo + f(t) ¢g'(t))dt a)

Montrer que { , ) est un produit scalaire. b) Soit V' = {f € C2([0,1],R), f = f"'}. Montrer que V est un sous- espace vectoriel de
dimension finie et déterminer une base de V.- ¢c) Montrer que V& W = E et que V- = W.

Exercice 1058 [MiNEs PC 2025 # 1034] Soit M € M, (R) de trace nulle. Montrer qu’il existe une matrice orthogonale P telle que
PT M P soit de diagonale nulle.
Exercice 1059 [Mines PC 2025 # 1035] 1. L’ensemble O3 (R) est-il un sous-espace vectoriel de M2 (R)?

2. Déterminer Vect (O2(R)).

Exercice 1060 [Mings PC 2025 # 1036] Soit M € O,, (R). Etudier la limite de la suite de matrices Ay = ( Zk ! Mz) .

keN*
Exercice 1061 [Mings PC 2025 # 1037] Soit A € S,,(R) N GL,,(R) semblable a son inverse. a) Montrer que tr(A?) > n. b) Montrer
que tr(A?%) > n si et seulement si A est une matrice de symétrie orthogonale.
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0 a 1—a
Exercice 1062 [MinEes PC 2025 # 1038] Soienta € ]0,1[et M = a 1—a 0 ].a)Lamatrice M est-elle diagonalisable ?
1—-a 0 a
Préciser ses valeurs propres. b) Montrer que (M"™),,cn converge vers une matrice L. Caractériser géométriquement L. c) Soit S €
Sp(R). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (S™),,en converge et déterminer alors sa limite. d) Soit A € A,(R)
telle que (A™),cn converge. Déterminer sa limite.
Exercice 1063 [Mings PC 2025 # 1039] Pour
(a,b) €R
a’> ab ab b?
ab a®> b ab
ab v a®> ab
b> ab ab d?

1. Montrer que M(a, b) est diagonalisable.

, on pose M (a,b) =

2. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de M(a,b).

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M (a,b)™ — 0.
1 2 ... n
2 0 0
Exercice 1064 [MinEgs PC 2025 # 1040] Soientn > 3et M = .
n 0 0
1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Déterminer les valeurs propres de M et leur multiplicité.
3. Trouver un polyndéme annulateur de M.
0 1 0 0 sin (-5
1 : sin %
Exercice 1065 [MINEs PC 2025 # 1041] Soientn > 2, A = [ .. .. . | € Mu(R)et X, = [ sin Ei’rl pour
: . | :
0O ... 0 1 0 sin(%)
¢ € [1,n]. On pose, pour p,q € [1,n],Spq = D p_; sin (%) sin (7%”1) a) Justifier que A est diagonalisable. Que peut-on dire
de ses sous-espaces propres ? b) Montrer que (X1, ..., X,,) est une base de vecteurs propres de A. c) Calculer S, , pour p, ¢ € [1,n]
avec p # q.
Exercice 1066 [MINEs PC 2025 # 1042] Soit
Uy
U=| 1 [ &MniR)
Un
n
avec > u? =1.0npose A = I, —2UU7T.
Montlrei que A est orthogonale. Caractériser A.
Exercice 1067 [Mings PC 2025 # 1043] Soit A € M,,(R). Montrer que les matrices AA” et AT A sont semblables.
Exercice 1068 [MinEs PC 2025 # 1044] Montrer que O, (R) = {A € GL,(R), ATA = AAT et (A*)cz est bornée}.
Exercice 1069 [Mings PC 2025 # 1045] Déterminer les matrices M € M,,(R) telle que M? = MM7T.
Exercice 1070 [Mings PC 2025 # 1046] Soient (a,b) € R*? et @, : M € M, (R~ aM +bM7T).
1. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres associés de @ .
2. Donner la trace et le polynéme caractéristique de @, 5.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ®, ; soit inversible. Préciser alors fD;}).
4. L’endomorphisme ®,, ; est-il autoadjoint pour le produit scalaire (M, N) ~— tr(MTN)?
Exercice 1071 [Mings PC 2025 # 1047] On munit F = R,,[X] du produit scalaire (P, Q) — f_ll PQ.Soit®: F — E
I'endomorphisme défini par : ®(P) = (1 — X?)P" +2XP'.
1. Montrer que ® est autoadjoint.
b ) Montrer que ® est diagonalisable et donner ses valeurs propres. c) Montrer qu’il existe une unique base orthonormée (P, ..., P,)

de E telle que, pour tout k € [0,7], deg P, = k et (Py, X*) > 0. d) Pour k € [0,7n], on pose Qi = (—1)¥P,(—X). Montrer que
(Qo, - - .,Q,) est une base orthonormée de E, telle que pour tout ¥ € [1,7], on a deg(Qy) = k et (Qr, X¥) > 0. e) Conclusion? f)
Montrer que, pour tout C' € R,,_1[X], C et P, sont orthogonaux. g) Montrer que P, est scindé sur ]0,1[ a racines simples.

Exercice 1072 [Mines PC 2025 # 1048] Soit A € S,,(R). Soit I’ un sous-espace vectoriel de R™ tel que, pour tout X € F'\ {0},
XTAX > 0.0n note k la dimension de . Montrer que A posséde au moins k valeurs propres strictement positives.
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2) Analyse
Exercice 1073 [MinNEs PC 2025 # 1049] Pour g €]0,1[, on pose N, : P € R[X] Z o |P(k)|g"

1. Montrer que N, est une norme.
2. Existe-t-il un produit scalaire sur R[X| dont N, soit la norme associée ?

3. Soit (p, q) € [0,1]? avec p # q. Les normes N,, et N, sont-elles équivalentes ?

Exercice 1074 [MiNes PC 2025 # 1050] Soient £ = C[X]etb€ C.SiP =}, ., apX*, on pose || P|| = sup{|ax|, k € N};
c’est une norme sur F. Soit f : P € E +— P(b)

1. Montrer que f est linéaire.
2. Etudier la continuité de f.

Exercice 1075 [MinEs PC 2025 # 1051] Soit E = R[X]. Pour P = 3% a, X" et Q = 3.7 b, X" dans F, on pose

+oo

a
Z anby, et 2;’

n=0
1. Montrer que {, ) est un produit scalaire et que ¢ est une forme linéaire sur . On munit F de la norme euclidienne associé a
ce produit scalaire.
2. Soit 1) une forme linéaire continue de (E, || - ||). Montrer que Ker 1) est un fermé de F.
3. Montrer que H = Ker ¢ est un fermé de (E, || - ||).
4. Soit A une partie de E, montrer que AL est une partie fermée de F.

Exercice 1076 [MinEgs PC 2025 # 1052] Soit n € N*. Soit w = e etV = (w(k_l)“_l))
Si

€ My (C).

1<k 0<n+1

P%:E:aPXkECJX]
k=0

,on pose N1(P) = supy,—1 |P(2)| et No(P) = maxo<k<n |ax|-
1. Calculer 37— 1 wk.

2. Calculer V'V. En déduire que V est inversible et calculer V1.
3. Soit P = ", ap X" € C,[X]. Déduire de b) une expression des aj, en fonction des

PWH,0<0<n—1.

1. Justifier Pexistence de Ny (P) et montrer que Ny < Nj.
2. Trouver « et 3 dans RT* tels que aN7 < No < SNVy.

Exercice 1077 [Mings PC 2025 # 1053] Soit £ = C°([0, 1],R). On munit £ de la norme donnée par Vf € E, || f|2 = ‘/fo t)2dt.
Soit K : [0,1]? — R tel que K(s,t) = (1-s)t si 1 >t < set K(s,t) = (1 — t)s sinon.
SifeE onposeT(f):s€l0,1] — fol K(s,t) =(1—1t)ssin

1. Montrer que 7" est un endomorphisme de F.

TPl < 11l
Soit I' = {f € C*([0,1],R), f(0) = f(1) = 0}

1. Montrer que 'image de T est incluse dans F'.

2. A-t-on égalité?

Exercice 1078 [MiNEs PC 2025 # 1054] On munit F' = M,,(C) d’une norme ||||. Pour A € M,,(C), onpose p(A) = 0 maxegp(a) |Al-
a) L’application p est-elle une norme sur M,,(C)? b) Soit A € M,,(C). On suppose que A? ——— 0. Montrer que p(A4) < 1. c) i)

p——+o00

Soit A € C vérifiant |A| < 1. Pour k € N, montrer () \?~F —— 0.
p——+o0

ii) Soit A € M,,(C). On admet qu'il existe (B, N) € M,,(C)? tel que A = B + N, avec N nilpotente, BN = NB et B diagonalisable.

On suppose que p(A) < 1. Montrer que AP — 0.
pP—+0o0

Exercice 1079 [MinEs PC 2025 # 1055] Déterminer la limite de la suite de terme général Zn 1 \/W

Exercice 1080 [Mings PC 2025 # 1056] Pourn € N, soit f,, : x — —1+ >, _; %
1. Montrer que, pour tout n > 2, 'équation f,,(z) = 0 d’inconnue x €]0, 1] admet une unique solution qu’on notera z,.

2. Montrer que la suite (z,,),,>2 ainsi définie est décroissante et convergente.
3. Calculer sa limite.
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Exercice 1081 [MINEs PC 2025 # 1057] Pour n € N*, on pose u,, = % (szl(fﬂc - 1))1/n. Calculer limy,— 4 o0 Un.
Exercice 1082 [MinEs PC 2025 # 1058] Montrer que

an—)—&-oo (\/5_1)\/7;

Exercice 1083 [Mines PC 2025 # 1059] Etudier la suite (2;,), ot 20 € C\ R™ et, pour n € N, 2,41 = 3(2 + |2a]).
Exercice 1084 [MINEs PC 2025 # 1060] On définit f : € R — 7 + arctan(m — ). On considére une suite (u,,) € R
vérifiant ug € [7/2,37/2] et, pour n € N, up11 = f(un).

1. Etudier les variations de f. Montrer que (7, 7) est un centre de symétrie du graphe de f. Préciser les asymptotes.
2. Montrer : Vx € RT™, x > arctan z. En déduire, pour z € [/2,37/2], le signe de f o f(x) — x.

3. Déterminer les solutions de f o f(z) = x. d) Etudier la convergence de (u2,,).

4. Etudier la convergence de (u,).

Exercice 1085 [Mings PC 2025 # 1061] Soit (¢,,) € (R**)N. Pour n € N on pose : u,, = \/Eo +a/e1 4+ + VEn-

1. Etudier (u, ) dans le cas ou (&,,) est constante.

2. Montrer que (u,, ) est croissante. c) Montrer que (u,, ) converge si et seulement s’il existe a>1 tel que, pour tout n € N, ¢, < a?".

Exercice 1086 [MinEs PC 2025 # 1062] Soit (z,) € (RT*)N telle que : z, — 0 et —2)_ _, 4 < . Déterminer la limite de

14 Fxy
In(z,)
Inz '

Exercice 1087 [MINEs PC 2025 # 1063] Soit (uy,)n>1 € RN telle que : u1 > 0 et, pour tout n € N, w41 = Uy + —+

nu”’

1. La suite (uy,) est-elle convergente ? b) Donner un équivalent simple de w,,.

Exercice 1088 [MiNEs PC 2025 # 1064] Soit, pourn > 2, u, = >, _, % a) Déterminer un équivalent de u,,.

. ’ . 2
1. Déterminer un équivalent de u,, — I“T”

Exercice 1089 [Mines PC 2025 # 1065] Soit a > 0. Soit (uy,) la suite définie par ug = a et Vi € N, u,, 41 = arctan(uy ).

1. Montrer que u,, — 0.
n—-+oo

2. Donner un équivalent de u,,.

3. Quelle est la nature de la série Y u,, ?
Exercice 1090 [MiNEes PC 2025 # 1066] Soit (u,,) la suite définie par ug > 1 et Vn € N, up41 = up, + In(uy,).
1. Déterminer la limite de (uy,).
2. Soita > 1. Nature de ) - ?
3. Nature de ) 1“# ? d) Nature de > 1 2

Exercice 1091 [MinEes PC 2025 # 1067] Soit § € R. Déterminer la nature de Zn>1 2
Exercice 1092 [Mings PC 2025 # 1068] Soient

— * et calculer sa somme en cas de convergence.

a,b,c €RT
tels que a + b + ¢ = Z. Montrer que sin(a) sin(b) sin(c) < 3.
Exercice 1093 [Mings PC 2025 # 1069] Soit P € R[X]. Soit n € N*. Montrer que P(x) = o(2"~!) si et seulement si X" divise P.

A(—z)* siz <0
Exercice 1094 [Mings PC 2025 # 1070] Soit (A, B, «) € R3. Soit f la fonction définie par : f(z) =} 0 siz=0

Bx® siz > 0.
Discuter, en fonction de (A, B, ), du caractére dérivable de f, de son caractére C'. Soit k € N*. Discuter du caractére C* de f.
Exercice 1095 [Mings PC 2025 # 1071] Soient (a,b) € Rx] — 7, 7] et v,y : t €] — 27, —7[— t + €2~ (b= ot n(t) gin ¢, a) Montrer
z + e* cosy

= Qa .
admet une solution. c) Montrer que

quil existe y €] — 2m, —] tel que vq 4(y) = b. b) En déduire que le systéme .
y—e¥siny =

lapplication f : z € C — ze® € C est surjective.
Exercice 1096 [MinEes PC 2025 # 1072] Déterminer les
feC’RR)

vérifiant : ¥(z, y) € R, f(z)f(y) = [anis f(t)dt

Exercice 1097 [Mings PC 2025 # 1073] Soit f € C°(R,R) telle que : V(z,y) € R? f(z + ) f(z —y) = (f(x)f(y))? (). a) Quelles
sont les valeurs possibles de £(0) ? b) Montrer que, si f(xg) = 0, alors f (;—2) = 0 pour tout n € N. c) Montrer que, si f s’annule, alors
est nulle. d) Déterminer les fonctions qui vérifient ().
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Exercice 1098 [MiNEs PC 2025 # 1074] Soit f : Rt — R continue et surjective. a) Montrer que f a une infinité de zéros. b) Montrer
que tout réel a une infinité d’antécédents par f.

Exercice 1099 [Mings PC 2025 # 1075] 1. Soit f : I — R continue et injective, ou [ est un intervalle de R. Montrer que f est

strictement monotone.
2. Soit f : [0, +00[— [0, +00[ continue telle que : Vz € [0, +oo|, f(f(x)) = 2. Montrer : Va € [0, +o0[, f(x) = .

Exercice 1100 [Mines PC 2025 # 1076] On admet le résultat suivant : si f : I — R est continue et injective, ou [ est un intervalle de
R, alors f est strictement monotone. On note £ 'ensemble des f € C°(R,R) telle f o f = id. On fixe un f € £ \ {id}. a) Montrer que
[ est décroissante. b) Montrer que f admet un unique point fixe, que 'on note d.c) On note g|(q 1 o[- Montrer que g est strictement
décroissante, que g(d)=d et que lim,_, { o g(z) = —c0.

1. Réciproquement, montrer que, si on se donne d € R et une fonction continue g : [d, +oo[— R strictement décroissante, telle
que g(d) = d et lim,_, o g(x) = —00, alors il existe f € £ \ {id} tel que fl[g 400 = g-
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour f soit de classe C".
Exercice 1101 [Mings PC 2025 # 1077] Soit E = C°(R, R). Déterminer les sous-espaces vectoriels de E vérifiant : i) pour tout f € F,
ona|f| € F,ii) pour tout f € F,si f > 0, alors /f € F.Ind. Soit f € F. Poser g = |f. Que dire de (g,¢"/?,...,¢"/?")?

Exercice 1102 [Mings PC 2025 # 1078] Soient f, g € C°(R,R). On suppose que f o g est décroissante. Montrer que f o g et go f ont
un unique point fixe.

Exercice 1103 [MinEs PC 2025 # 1079] Déterminer les f € C°(R,R) telles que : Vo € R, f(z) =142 [ f(t) cos(at) dt.

Exercice 1104 [MiNEs PC 2025 # 1080] Pour n € N, calculer I(n) = Tr/ cos((n + 2)x) cos™(x)dzx.

X7L(a7bX)TI,
n! .

Exercice 1105 [Mings PC 2025 # 1081] On suppose m = ¢ avec (a, b) € N*2. Pour n € N, on pose P, =
tout (n,k) € N2, montrer que Pr(Lk)(O) et P,gk)(w) sont des entiers. b) Pour n € N, on pose In = fo . (t) sin(t)dt. Montrer :
vn € N, I,, € Z. c) Montrer : Vn € N, I,, > 0. d) Montrer qu’il existe un réel £ tel que: Vn € N, I, 5+ Conclure.

a) Pour

Exercice 1106 [MiNEs PC 2025 # 1082] Soient f,g € C°(0,1],R** ). Pour n € N, on pose u, = fo t)"dt. Etudier la suite

(u"u“) Ind. Commencer par étudier la limite de (un n)

Exercice 1107 [MinEs PC 2025 # 1083] Soit F 'ensemble des fonctions des f € C!(R,R) 27 -périodiques. a) Montrer qu’il existe
A,B € R tels que, pour toute f € FE, sup,, |f| < Afoz7r lf] + Bfozﬂ | f|- b) Est-ce toujours vrai pour des fonctions a valeurs
complexes?

Exercice 1108 [Mines PC 2025 # 1084] Soit p € N. Montrer que ¢ — e~ (t=pm)? sin(t) est intégrable sur R et que son intégrale est
nulle.

Exercice 1109 [MINEs PC 2025 # 1085] Soienta >1etb > 1deuxréels. Calculer fo In (bcob t) dt.Ind. Remarquer que x — In (z + Va2 — 1)

acost

1
est une primitive sur |1, +oo[ de z — T

Exercice 1110 [Mings PC 2025 # 1086] Soient f : R — R croissante et bornée, ainsi que (a,b) € R? avec a < b. Convergence et
caleul de [ (f(b+1t) — fla+1)) dt.

Exercice 1111 [MinEes PC 2025 # 1087] Soit f : R — R continue, telle que lim,_, ., = £ et I'intégrale f0+oo f(x) dzx est convergente.
Soit (a, b) € R? avec a < b. Montrer que I'intégrale fj;o(f(b + ) — f(x + a))dx convergente et la calculer.

Exercice 1112 [Mings PC 2025 # 1088] Calculer
o0 b
/ exp <—at2 — > dt
0 t2
, pour (a,b) € (RT*)2.

Exercice 1113 [Mines PC 2025 # 1089] Soit f : ¢ — 1 — [1].

1. La fonction f est-elle intégrable sur |0, 1[?
2. Calculer fol f(t)dt

+oo _ _
I:/ In(]1 x|)cos(lnx ot J — / In(|]1 — zl) cos(lnx)dm.
1

(1 + x) (1 + x)
Exercice 1114 [Mings PC 2025 # 1091] Pour n € N* , on pose I,, = 0+°° Wdt et J, = O+OO Sm(m) dt.
1. Montrer que Iy converge. On admet que Ip = 7.
2. Montrer que : Vn € N, Vt € R, sin®"T1(¢) = Zfzo(—l)k(?:jkl)w.

3. Montrer l'existence de J,, et de I, pour toutn € N
4. Montrer que, pour tout n € N, il existe ¢, € Q tel que I,, = g, 7.

Exercice 1115 [MINEs PC 2025 # 1092] Soit (C) : (y’ + 2xy = 1, y(0) = 0.) a) On note ¢ la solution de (C). Justifier ’existence et 'unicité
de . b) Exprimer ¢(z) a I'aide d’une intégrale que I'on de cherchera a calculer. c) Pour x>0, sachant que t?> < tz pour ¢t € [0, ],

2
donner le comportement de ¢ au voisinageqde +00. d) Montrer e’ ff i %dt =0 (é) e) Donner un équivalent simple de ¢(z).
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Exercice 1116 [Mings PC 2025 # 1093] Pour n € N et z € [0, 7/2], on pose f,,(z) = sin”(z) cos(z) et gn(x) = nf,(z)Etudier la
convergence simple et uniforme des suites (g,,) et ().

Exercice 1117 [Mings PC 2025 # 1094] Soit (f,,) la suite définie par fo : * € RT — Oet,pourn € N, 11 : 2 € RT =0
fa(@) + 5 (2 = (fa(@))?)
1. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [0,1].

2. Est-ce que (f,) converge uniformément sur [0, +oo[?

Exercice 1118 [MINEs PC 2025 # 1095] Pour n € N*, soit f,, : « € RY — 200,
Etudier la Convergence simple/uniforme/normale de 3, f,,.
Exercice 1119 [MinEs PC 2025 # 1096] Soit S : 2+ > 12 E/;%:L

1. Etudier la continuité, la dérivabilité et les limites en 0 et en +oo de S.
2. On admet que f0+oo e tdt = ﬁ

Montrer que, pour tout z > 0, S(z f 1+e 5 ————dt.

Exercice 1120 [MNEs PC 2025 # 1097] Soit S : z +— 7% 1

1. Montrer que S est bien définie et continue sur |0, +o0.
2. Déterminer la limite de .S en +00 et donner un équivalent de S(x) quand x — +o0.

Exercice 1121 [MinEgs PC 2025 # 1098] Soit f : x — ;‘;:6 lv_fyl:;;.

1. Donner le domaine de définition de f.
2. Etudier la continuité de f.
3. Déterminer la limite puis un équivalent de f en +o0.

4. Déterminer la limite puis un équivalent de f en 0.

Exercice 1122 [MinEs PC 2025 # 1099] On considére f(z) = 720 u,(2), ot uy, () =

ntn2z?

1. Montrer que f est définie sur R*, paire.

2. Montrer que Y u,, ne converge pas normalement.

3. Montrer que f est intégrable sur RT* et donner son intégrale sous la forme de la somme d’une série numérique.

d) Montrer que f est monotone sur R**.

1. Donner la limite, puis un équivalent en +o0.

2. Donner la limite, puis un équivalent en 0.
Exercice 1123 [Mines PC 2025 # 1100] Soit f € C°([a, b],R). On pose fo = f et,pour n € N, f,, 41 : = € [a,b] — f; fa(t)dt
On pose g = Z:i% fn- Justifier la définition de g et I’exprimer en fonction de f.
Exercice 1124 [Mings PC 2025 # 1101] Soit (ay)n>0 € (RT)Y décroissante. Pour n € N, soit u,, : @ € [0,1] = a,z™(1 — z). a)
Montrer que Y u,, converge simplement. b) Montrer que la convergence est normale si et seulement si ) %= converge. c) Montrer
que la convergence est uniforme si et seulement si a,, — 0.

Exercice 1125 [Mings PC 2025 # 1102] Soient f € C°(R,C) et M € R™. On suppose que V(z,y) € R?, |f(z + ) f(z)f(y)| < M.

a) Si M=0, montrer qu’il existe o € C tel que V € R, f(z) = ax. a) Si M=0, montrer qu’il existe & € C tel que Va € R, f(z) = auz.
b) Pour n € N et z € R, on pose v, (z) = % En considérant la série > (v,4+1 — vy, ), montrer que (v,,) converge uniformément

sur R vers une fonction continue g. c) Montrer que g est la seule application linéaire telle que la fonction f-g soit bornée sur R.

Exercice 1126 [Mines PC 2025 # 1103] 1. Montrer: Vo € [-3, 5], 2|z| < |sina].

2. Donner le rayon de convergence de > m
kP

Exercice 1127 [MINEs PC 2025 # 1104] Soit p € N*. Rayon de convergence et somme de la série entiére Zk>0 ok

Exercice 1128 [Mings PC 2025 # 1105] Soit Y a,,2z™ une série entiére de rayon de convergence R € R™ > 0 telle que > a,, R" soit
absolument convergente. a) Donner un exemple de telle série. b) On pose f : x > Z:O% a,x™. Montrer que f est continue sur [-R,

R].c)Pourt € R\ {—1,0,1}, on pose g(t) = 1 In ‘ 177 |- ) Montrer que fo g converge.

=
« ii) Exprimer g comme une somme de série entiére sur ]-1,1[. En déduire fo g

iii) Calculer f1+oc g.-

Exercice 1129 [MinNgs PC 2025 # 1106] Soit f : x — :Of) 1><3>7<17(2n+1)m 2nt1 a) Déterminer le rayon de convergence R de f.b)

Montrer que f est solution de I’équation différentielle (E) : (22 — 2)y’ + 2y + 2 = 0. ¢) En déduire une expression de f(x). d) La série

entiére converge-t-elle pour x = R?

Exercice 1130 [Mings PC 2025 # 1107] On donne Z:g # = % Pour n € N*, on pose u,, Zu J)EN*2 2 —. a) Donner un
Z i=n
équivalent de u,, lorsque n — 400. b) Donner le rayon de convergence de  u,,z"
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Exercice 1131 [Mings PC 2025 # 1108] Soit « €]0, 1[. Donner un équivalent de S : z — Z+°° 2 enl”.

Exercice 1132 [Minges PC 2025 # 1109] Soit (T;,) la suite de polynomes définie par Top = 1 et, pour n € N, T, 11 (X) = X(T,,(X) +
T7(X)). Int1(A) = A(1,(A)+1,(A)). a) Expliciter Ty, T5, T et T. b) Montrer que, pour tout n € N, Ty, 1 (X) = X 37 () Te(X).
¢) Soit @ : t — exp(e'). Montrer que, pour tout n € N et tout t € R, o™ () = T,,(e")p(t).

1. Soit n € N. Développer = — T, (x)e” en série entiére.

Exercice 1133 [MinEes PC 2025 # 1110] Soit D = {z € C, |z| < 1}. Soit (ay,)nen une suite de nombres complexes. On suppose que
la série > na,, est absolument convergente. a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiére > a,, 2" est supérieur ou égal
a1.b) Pour z € D, onnote f(z) = :LFO% an2". On suppose que a; # 0 et que 3% Zonlan| <laql.

Montrer que f est injective.

Exercice 1134 [Mings PC 2025 # 1111] On pose f : (z,s) — Ztoo 27 a) Calculer f(x,0) et f(x,1) lorsque c’est possible. b) Donner

5s=0 ns
le rayon de convergence (a s fixé). ¢c) Donner le domaine de définition. d) Donner une relation entre f(x, s) et f(x, s 1). e) Donner une

expression simple de f(x,-1) et f(x,-2). f) Donner un équivalent simple de f(x,-p) au voisinageqde 17, avec p € N*.

Exercice 1135 [Mings PC 2025 # 1112] Soit (a,,) € RN telle que lim,,_, { »(na,) = 0.a) Montrer que le rayon de convergence de
> anpa™ est au moins 1.

1. Montrer que le rayon de convergence de
> anx™ est au moins 1 + oo
1. Montrer que 3% a,2" = o(In(1 — z)).

Exercice 1136 [Mings PC 2025 # 1113] On note I = f+oo < at et,pourn > 1, u, = 1+O° e " dx.

1. Montrer que I est bien définie. b) Montrer que (u,,) est bien définie.
2. Trouver un équivalent de u,, lorsque n — +00. Comment trouver le terme suivant du développement asymptotique ?
3. Donner le domaine de convergence de la série entiére > a,z".

Exercice 1137 [MINEs PC 2025 # 1114] Pour n € N, on pose lorsque cela a un sens I, = 1+oo mdt
1. Montrer que la suite (,,),>2 est bien définie et calculer sa limite

2. Soit n > 3. Montrer que I,,_1 = fol n=3 A=t gy,

—umn

1 1— 1/n _
Montrer que I,,_; = # 0 %s 2/nds.

1. En déduire un équivalent de I,

2
Exercice 1138 [MinEs PC 2025 # 1115] On donne f0+°° e~ Tdt = /2r.

sin(ﬁ'y,ﬂs)

n
1/4 . , . . R ;.
et p, 1T — \/ﬂ (\/?%x ) . Soient également A>0 et f : R — R continue, nulle a I'extérieur

Pour n € N* on pose v, =n
de [-A,A]. Montrer que [~ fp,, — f(0).
Exercice 1139 [MinEes PC 2025 # 1116] Pour n € N, on pose I, fo In(t) In(1 —¢™) dd.

1. Trouver la limite de (I,).

2. Trouver un équivalent de I,,. ¢) Pour a € R, nature de la série > I7.

Exercice 1140 [MinEs PC 2025 # 1117] Soit, pourn € N, I,, = 01 1_‘3’;1”.

1. Montrer que (I,,) admet une limite ¢ que I’on explicitera. b) Déterminer un équivalent de I,, — /.

1 ln(l—i—y)d +OB ((k_ll))kz
= + *

3. Déterminer un developpement asymptotique de I,, a trois termes.

2. Montrer que |,

Exercice 1141 [Mings PC 2025 # 1118] Pour tout n € N, on note I, = 01 tn1+1t12ntdt

1. Montrer que I,, est bien définie. b) Ecrire I,, sous forme d’une somme.

2. Déterminer un équivalent de I,,.

Exercice 1142 [Mings PC 2025 # 1119] Soient a, b > 0.

+ —at
1. Montrer que Zn o (a+1nb)2 =/ o0 1tee = dt.
2. Montrer que 370 (a+17)lb = 01 i:_tb dt. Calculer 37 3242:
Exercice 1143 [Mings PC 2025 # 1120] Soitz € [0, 1]. Aprés avoir justifié 'existence des deux membres, montrer I’égalité Z:B (;i); =

+o0 pr—1
Jo ™t
Exercice 1144 [Mines PC 2025 # 1121] On pose S : t — Z::é In(1 + e~™*). b) Convergence et calcul de fil Wdu.

1. La fonction S est-elle intégrable sur [1, +00[?]0,1]?

95



Exercice 1145 [Mings PC 2025 # 1122] Pour n € N, on pose I,, = fol In(1 + ¢™)dt. a) Déterminer la limite de (I,,). b) Justifier
Iexistence de I = fl ln(lu'm) du. ¢) Montrer que I, ~ £. d) Montrer que L = 3% ot

n=0 n2

Exercice 1146 [MiNEs PC 2025 # 1123] Soit F' : = +— jf tr(1+t)

continue et décroissante sur R**. c) Déterminer la limite de ' en 0™ et en +oo. d) Déterminer un équivalent de ' en 0" et en +oo.
Ind. Calculer F(x) + F(x+1).

a) Montrer que F est définie sur R™ b) Montrer que F est

a2(1442
Exercice 1147 [Mines PC 2025 # 1124] On pose f : z — f+oo e”r 041D

77— dt. a) Montrer que [ est définie sur R** et de classe C'.b)

On pose I': z +—> fo exp( —t2)dt et 'on donne lim;_, F' = %
Exprimer simplement f’(x).

Exercice 1148 [MINEs PC 2025 # 1125] Soit f : z — f0+oo tl(‘jj_l).

Déterminer le domaine de définition Dy de f.
Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
Montrer que la droite d’équation = = % est un axe de symétrie de la courbe représentative

Montrer que f est minorée par une valeur que I'on explicitera.

M e

Déterminer un équivalent de f en 0.

Exercice 1149 [Mings PC 2025 # 1126] Pour x > 0, on pose s(x) = f+°° sin ¢ dt

0 exrt —
1. Montrer que s est continue sur |0, +o00].

2. Ecrire s comme la somme d’une série de fonctions rationnelles.

3. Montrer que s(x) ~ 5~

Exercice 1150 [MinEs PC 2025 # 1127] On pose F': x +— f+°° ;Hdt

1. Donner le domaine de définition et montrer que F' est monotone. b) Montrer que F est de classe C.
2. Limite et équivalent de F' en +o0.

3. Limite et équivalent de F" en 0.

Exercice 1151 [MinEs PC 2025 # 1128] On pose f : x f0+°° s

1. Domaine de définition
2. Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
3. Calculer £(0).

Exercice 1152 [MINEs PC 2025 # 1129] On pose f : z — fj;o (1+t2)d(7tl+ixt)'

1. Montrer que f est définie, continue sur | b) Montrer : Vo € R, f(z) € R.
2. Exprimer f(x) sans signe intégral.

Exercice 1153 [MINEs PC 2025 # 1130] Soit [ : a € R** > [[7° 22U ap.

1. Montrer que I est bien définie
2. Calculer I(1).
3. En déduire une expression de I(a).

Exercice 1154 [Mines PC 2025 # 1131] On pose [ : x — ff e*c°stdt. Donner un équivalent, puis un développement & deux termes
de I(x) lorsque = — +oc.

Exercice 1155 [MiINEs PC 2025 # 1132] Etudier F' : x — f+°° —at bm(t) dt. En déduire la valeur de +°O bm(t) dt.
Exercice 1156 [MiINEs PC 2025 # 1133] 1. Pour quelles valeurs de t la série Y 7, % converge-t-elle? On note alors ((t) sa
somme.

Pour t>0, on pose I'(¢) = f0+°° x'~1le~! dt. On admet la convergence de cette intégrale.

+00x

1. Soit ¢ > 1. Justifier 'existence de dac et Pexprimer en fonction de ((t) et I'(¢).

2. Justifier que T'(t) = 0+°O ;de est deﬁnle pour t > 0 et, pour ¢ > 1, exprimer T(t)a I'aide de (¢) et T'(¢).
oo In(14-xt?)

Exercice 1157 [MINES PC 2025 #1134] Soit F' : z — fO )

dt. Déterminer le domaine de définition D de F' et montrer que

Exercice 1158 [Mines PC 2025 # 1135] On donne f+°° e~ et f - A ”‘[ . a) Justifier I'existence de +OO e du
400 =@ ('L+f )

1+t4
puis de K = f+oo i*4t. b) Pour z € R, on pose f(z) = o
de classe C'! sur |0, +oo] et que Vz > 0, f'(z) = fe‘””z d) Montrer que fo cos(t?)dt = f0+°° sin(t?)dt = @.
o0 sin(t)

Exercice 1159 [MINEs PC 2025 # 1136] On pose f : o — fo 1+t2 “dtetg:z— fo e
sur RT. b) Montrer que f et g sont de sont de classe C? sur |0, +00], et solutions de y” + y = 1/t. ¢) Calculer f

dt. Montrer que f est continue sur R. ¢c) Montrer que f est

dt. a) Montrer que f et g sont continues
+oo blntdt
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Exercice 1160 [MinEs PC 2025 # 1137] Soit f : x € RT™ fo In(t) In(1 — t)dt. a) Montrer que f est bien définie.- b) Ecrire f
comme somme d’une série de fonctions. ¢) Déterminer la 11m1te de fenO™.

Exercice 1161 [MiNEs PC 2025 # 1138] Soit f : ¢t — f1+ Ch(m dz. a) Justifier que f est définie et de classe C*° sur R™. b) Calculer
£(0). c) Montrer que, pour n > 2, I’équation f(t) = n posséde une unique solution notée t,,.

Exercice 1162 [MINEs PC 2025 # 1139] On pose J : x +— f o Chét(t)- a) Domaine de définition de J? b) Etudier la continuité

de J. ¢) Calcul de J(1) et J(2). d) Déterminer une relation entre J(x+2) et J(x). e) Expliciter J(2p) et J(2p+1) pour p € N*. f) A-t-on
J(x) ~ J(x 4+ 1)? g) Donner un équivalent de .J en +o0.

Exercice 1163 [MINEs PC 2025 # 1140] Soit ¢ € C°(R, R). On considére I’équation différentielle (E) : y” +y = ¢. a) Donner les solutions
de (E). b) Soit f une solution de (E) telle que : Vo € R, f”/(x) + f(z) > 0. Montrer : Vo € R, f(z + m) + f(x) > 0. c) Soit f une
solution de (E) pour laquelle il existe a € R tel que f(a+7)+ f(a) = 0. Montrer que f est de la forme A cos +sin, avec (\, ) € R

Exercice 1164 [MiNEs PC 2025 # 1141] Déterminer les f € C?(R?,R) vérifiant %afy =

Exercice 1165 [MiNEs PC 2025 # 1142] Soit f : R? — R telle que V(m y) € R2 \ {(0,0)}, f(z,y) = xfi%Q et £(0,0) = 0. a) Montrer
que f est continue sur R2. b) A-t-on f € C'(R2,R)? ¢) Calculer -2 S 7(0,0) et MOI 7(0,0) si elles existent.
Exercice 1166 [Mings PC 2025 # 1143] Soitf R? — R declasse C%. a) Pour tout (a, b, ¢, d) € R* montrer: f(b,d)— f(a,d)— f(b,c)+

fo z)droug: x> f awu (x,y) dy. b) Montrer qu’il existe M € Rtel que : V(z,y) € [-1,1)2, | f(z,v) f(0,9) f(z,0) +
(0 0)| < M\$y|

Exercice 1167 [MinEs PC 2025 # 1144] Soient f € C!(R?,R) et n € N. Montrer I'équivalence entre les assertions :i)

ii)
of

Wo) R, a5 e.0) + g (o) = nf(a)

Exercice 1168 [MinEs PC 2025 # 1145] Etudier les extrema de (x,y, 2) — 22 + y? + 2% — 2xy2.

Exercice 1169 [MINEs PC 2025 # 1146] Soient ¢ € L(R™,R) et f : z € R" s o(x)e~#1”. Montrer que f admet un minimum et un
maximum, que I'on déterminera.

3) Probabilités

Exercice 1170 [Mines PC 2025 # 1147] Soient {2 un ensemble de cardinal n et P(§2) 'ensemble de ses parties. On appelle mesure
sur {2 toute application p de P(€2) dans R telle que, pour tout couple (A,B) de parties disjointes de 2, u(A U B) = u(A) + u(B). On
dit que 4 est une mesure de probabilité si de plus p est a valeurs dans R™ et u(2) = 1. Soit zy € Q. On définit d,, : P(Q2) — {0,1}
par VA € P(Q), 05,(A) = 1sizg € A, et §,,(A) = 0 sinon. On admettra que J,, est une mesure de probabilité. a) Montrer que
I’ensemble M (§2) des mesures sur €2 est un espace vectoriel de dimension finie et calculer sa dimension. b) Donner sans justifier une
norme sur M (€2). ¢) On note Pr(2) 'ensemble des mesures de probabilité sur §2. Est-il convexe ? borné ? ouvert? fermé ? d) Montrer
que, pour toute mesure u € M () il existe Py et P probabilités et A1, Aa € R tels que p = A1 Py + A2 P». Ind. On pourra introduire
A={weQ, u({w}) >0} et B={w € Q, u({w}) < 0}.e) Montrer que N (u) = inf{|\1|+]|A2|; A1, A2 € R,3Py, P, € Pr(Q),n =
A1 P; + Ao P>} est une norme sur M ().

Exercice 1171 [Mings PC 2025 # 1148] On munit P({1,2,...,n})? de la probabilité uniforme. Quelle est la probabilité pour que
deux parties de {1,2,...,n} soient disjointes ?

Exercice 1172 [MinEes PC 2025 # 1149] On considére une particule se déplacant sur un axe de N+1 positions, indexées par [0, V].
Lorsqu’elle est en position k € {1,...,n — 1}, la particule peut se déplacer en position k+1 avec probabilité p €]0,1/2[ ou bien en
position k-1 avec une probabilité 1-p=q. On arréte le processus lorsque la particule atteint I’abscisse 0 ou V.

On note u,, la probabilité que la particule termine son parcours en 0 en ayant commencé a ’abscisse a € [0, N].

1. Que valent ug et uy ?

2. Pour 0 < a < NV, trouver une relation entre g, ug—1 et Ug41.

3. Quelle est la probabilité que le processus ne se termine pas?
Exercice 1173 [MiNEs PC 2025 # 1150] On dispose d’urnes numérotées (U, ),,>1. Dans 'urne U,, il y a une boule blanche et n boules
noires. On commence par tirer une boule de I'urne U;. Si elle est blanche, on s’arréte et si elle est noire on recommence I'expérience
dans I'urne suivante. Ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne une boule blanche. On note X la variable aléatoire donnant le numéro

de I'urne ou l'on tire pour le premiére fois une boule blanche.- a) Déterminer la loi de X. b) Soit f : = + |/z|. Montrer que f(X) est
d’espérance finie et calculer cette espérance.

Exercice 1174 [MinEes PC 2025 # 1151] Soit n € N*. On considére deux jeux de hasard. Les deux jeux consistent a tirer a Pile ou
Face un certain nombre de fois. Pour chaque lancer, on obtient Pile avec probabilité p €]0, 1. Premier jeu : on tire 2n-1 fois la piéce.
On gagne lorsqu’on obtient au moins n fois Pile. Deuxiéme jeu : on tire 2n fois la piéce. On gagne lorsqu’on obtient au moins n+1 fois
Pile. Si on obtient n fois Pile, on a alors une chance sur deux de gagner.

On note X le nombre de Piles au jeu 1 et X5 le nombre de Piles au jeu 2.

1. Donner les lois de X et de X5.
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2. Exprimer P(X;y > n).
3. Soient p; la probabilité de gagner au jeu 1 et py la probabilité de gagner au jeu 2. Exprimer pop; en fonction de P(X; = n) et
P(X2 = n)
4. A quel jeu vaut-il mieux jouer si 'on aime gagner ?
Exercice 1175 [Mines PC 2025 # 1152] 1. Soit (€, A, P) un espace probabilisé. Caractériser les A € A tels que, pour tout B € A,
A et B sont indépendants.
2. Soit {2 un ensemble fini. Existe-t-il une probabilité sur (€2, P(£2)) telle que les éléments de P(£2) soient mutuellement indépen-
dants ? Si oui, caractériser les probabilités qui vérifient cela.
3. Soient 2 un ensemble de cardinal N € N* et P une probabilité sur (2. Soit (41, . .., A, ) une famille d’événements mutuellement
indépendants, non négligeables et non presque-stirs. Montrer que 2™ < N.
Exercice 1176 [MINEs PC 2025 # 1153] Soit X et Y deux variables aléatoires réelles a valeurs dans un ensemble fini telles que
Vk € N, E(X*) = E(Y*). Montrer que X ~ Y.
Exercice 1177 [MinEs PC 2025 # 1154] Soit X une variable aléatoire positive, qui ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
Soit k € N*. Montrer que E(X*) = f0+oo kth=1P(X > t)dt.

Exercice 1178 [Mings PC 2025 # 1155] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans (N*)? tel que, pour tout n € N*, la
loi conditionnelle de X sachant (Y = n) est laloiZ/([1,n]). a) Montrer que X et Y + 1 X suivent la méme loi. b) On suppose X ~ G(p).
Déterminer la loi de Y et en déduire les valeurs possibles pour p.

Exercice 1179 [Mings PC 2025 # 1156] Soient (p,p’) €]0, 1[2 et (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes telles que,
pour tout n € N*, Xy, ~ B(p) et Xon—1 ~ B(p').
Onpose Y = min{n € N, X,, = 1}.

1. Montrer que Y est presque stirement finie.
2. Loi, espérance et variance de Y.

Exercice 1180 [Mines PC 2025 # 1157] Soient XY deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de para-
metres respectifspet get U = %.- a) Calculer la loi de U. b) Calculer I'espérance de U.

Exercice 1181 [MinEes PC 2025 # 1158] Soit p €]0, 1[. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
B(p). Onpose Y,, = X,, + X;,+1 + X412 pour tout n € N*.
Montrer que, pour toute > 0, P (’% Z:l Y. — 3p| > 6) — 0.

n—+o0o
Exercice 1182 [Mings PC 2025 # 1159] Soient X une variable aléatoire réelle et g : R — R™T. Soient b > 0 et I une partie de R telle

que Vx € I, g(x) > b. a) Montrer que P(X € I) < w. b) On suppose que E(X) = 0 et que X admet une variance. Soit ¢ > 0.

Montrer que P(X > t) < %
Exercice 1183 [MiNEs PC 2025 # 1160] Soit (X, ), >1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant B(p), avec p €]0, 1[. On note
¢=1—p.Onpose,pourn € N, S, =>" X, etT, = S"T/i;p.

1. Loi et fonction génératrice de S,,.
2. Donner E(T},) et V(T},).

3. Soit x > 0. Exprimer E (xT") et déterminer la limite de (E (xT" ))n>1.

Exercice 1184 [Mings PC 2025 # 1161] Soit N € N*. Soit (U, )neN une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur {1,2,..., N}. On note y I'espérance de U; et o2 la variance de U;.

Pour tout entier n € N* , on définit les variables S,, = U; +---+ U, et V,, = S;:/%“.

Soit ¢ € R. Montrer que E(ef"") - et’/2,
n—-+oo

Exercice 1185 [MinNEs PC 2025 # 1162] Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de loi uniforme sur {—1,1}.
Pourn € N* ,onnote S, =Y Xp et P, = [[}_o X

1. Déterminer I’espérance et la variance de S*=! et de P,.

2. Déterminer la loi de P,.

3. Les variables S,, et P, sont-elles indépendantes ?
Exercice 1186 [MINEs PC 2025 # 1163] Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans N. On suppose que
P(Xo =0) < 1let E(X() < 4+00. Onnote R le rayon de convergence de > X, t" a) Rappelez la définition du rayon de convergence

d’une série entiére. b) Montrer que : (R > 1) = (X,, = 0 a partir d’un certain rang N € N ). En déduire que (R > 1) est un événement
et P(R > 1) =0.c)Soit 0 < ¢ < 1. Montrer que P(R < ¢) = 0. d) Montrer que P(R=1)=1.

Exercice 1187 [MiNEs PC 2025 # 1164] Soit (X )ren+ une suite de variables aléatoires de méme loi, a valeurs dans N et d’espérance
finie. Pour n € N*, on pose M,, = max(X1,...,X,).

Montrer que la verieble eléctoire 1 < V, est d’espérance finie.

1. Montrer que la variable aléatoire 1;x, >n1) X1 est d’espérance finie. Montrer que limy 4 oo E (1{X12N+1}X1) =0.
2. Pour N € N, montrer que M,, < N+ >/ 1ix, >n+13 Xk
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M,

3. Déterminer lim, _, . E ( - ) Ind. Revenir a la définition d’une limite.

4. Ftendre ce résultat a une suite de variables aléatoires positives, de méme loi et d’espérance finie.
Exercice 1188 [MiNEs PC 2025 # 1165] 1. Comparer E(X?) et E(X)? lorsque X est une variable aléatoire réelle discréte telle
que E(X?) soit finie.

2. Soient N > 0 et (X,,),,>1 une suite 7.i.d. de variables a valeurs dans [0, N], ainsi que

f:R—>R

de classe C*. Pour n € N*, on pose S, = > .- ; X.
Montrer que E (f (%)) — f(E(X1)).
Exercice 1189 [Mings PC 2025 # 1166] Soient X, Y deux variables aléatoires et (X,,), (Y;,) deux suites de variables aléatoires, toutes

a valeurs dans N, les variables étant définies sur un méme espace probabilisé. On suppose : Ve > 0, P(|X,X| > ¢) o7 Vet
P(|Y,Y| > ¢€) -5552 0. a) Pour tout (z,y) € R?ete > 0, montrer: [z + y| > € = |z > 5 ou|y| > § b) Montrer : Ve > 0,
P(|Xn + Yo (X +Y)[ > €) 5555 0. ) Soit (Uy) une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi B(p), ou p € [0, 1]. Pourn € N,

on pose V,, = Upy1 + U,. Montrer : Ve > 0, P (% 2?21 Vi—2p> 5) —+> 0. d) Montrer P(|X| > M) Y 0. e) Montrer :
n——+00 o0
Exercice 1190 [MINEs PC 2025 # 1167] Soit (X} )x>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. telle que X soit d’espérance finie,
. X2
mais pas X7.
Pour (n,k) € N* x N*, onpose : Yy, = Xp1(1x,|<n)» Sn = S XpetT, =" Yo

1. Montrer que : 2E(S,T,,) — 0.
2. Montrer que : Vn € N*, P(S,, # T,,) < nP(|X1| > n).
3. Pour n € N* et £ > 0, montrer :

V(T,)
(ne)?

Exercice 1191 [MINEs PC 2025 # 1168] Soit (€,,),,>1 une suite 4.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme sur {—1, 1}.

1
P<n|Sn—E(Tn) 26) < +nP(|X1] > n).

Pour n € N*, on pose X,, = # S
Déterminer le comportement asymptotique de (E (ch(X,,)))n>1 et (E (sh(Xy)))n>1

Exercice 1192 [Mings PC 2025 # 1169] Soit p € [0, 1[. Soit n € N*. Soient X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendent dantes
suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Soit N une variable aléatoire suivant la loi binomiale B(n, p), indépendante de (X1, ..., X,,).
OnposeY = X; +---+ Xn.

1. Montrer que Y est une variable aléatoire a valeurs dans N.
2. En utilisant les fonctions génératrices, trouver la loi de Y. ¢) Retrouver ce résultat sans utiliser les fonctions génératrices.
Exercice 1193 [Mines PC 2025 # 1170] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois géométriques de
1
- . o
0 Y) soit diagonalisable ?
Exercice 1194 [MinEs PC 2025 # 1171] Soient p € [0, 1] et X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi G(p). On pose

parametres respectifs p et g. Quelle est la probabilité pour que <X

M = (?/( §) On note S et B respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de M.

1. Exprimer S et B en fonction de X et Y. Justifier qu’elles sont des variables aléatoires.

2. Calculer E(S), V(S), E(B) et V(B).
Exercice 1195 [MINEs PC 2025 # 1172] Soit (X; ;) (; j)e(n+)? i-i.d. suivant la loi uniforme sur {—1, 1}. Pour n € N*, on note A,, =
(X j)i<i,j<n €t Dy, = det(Ay). a) Calculer E(D,,). b) Montrer, par récurrence, que, pour tout n € N*, V(D,,) = nl.

XI) Centrale - MP
1) Algebre

1

2 3 4
2 5 8 3

Exercice 1196 [CENTRALE MP 2025 # 1173] 1. Donner la définition de la signature et calculer celle de la permutation o = (

(1 2 3 45 6 7 8
7“2 5826174
1. Pour tout o € S, on note £(0) la signature de o, et v(o) le nombre de ses points fixes.

2. On pose
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Calculer x 4 sous forme factorisée.

e(o)
oeS 14v(o)"

Exercice 1197 [CENTRALE MP 2025 # 1174] Soit G' un groupe fini d’ordre n. On appelle caractére de G tout morphisme de groupes
X de G vers C*. On note G le groupe des caracteres de G.

ii) En déduire la valeur de la somme

1. Montrer que G estun groupe multiplicatif, et que les éléments de G sont a valeurs dans U,.
2. Dans cette question, on suppose G cyclique.

Montrer que G est isomorphe a Z/nZ et que G est isomorphe a G.

1. Dans cette question, on suppose G abélien. Montrer que, si H est un sous-groupe de G'et { € H,ilexiste y € G tel que x|z = §.

Exercice 1198 [CENTRALE MP 2025 # 1175] On note, pourn € N*, F,, =[] ccu,, (X —¢&), ot w(§) estordre de la racine n -iéme £
w(©=n

comme élément du groupe C*.

. Montrer que w(¢) divise n pour tout § € U,,.

. Exprimer (X — 1)F,, et I}, dans le cas ol i est premier.

. Soient A, B € Q[X] tels que AB € Z[X] et A € Z[X] est unitaire. Montrer que B € Z[X].

. Montrer que, pour tout n € N*, F,, € Z[X].

. Soit n € N*. Calculer F,,(1).

U W N =

Exercice 1199 [CENTRALE MP 2025 # 1176] 1. Ecrire et démontrer I'inégalité de Jensen puis en déduire I'inégalité arithmético-
géométrique.
Soit P € C[X]. On note H l'intersection des convexes de C contenant les racines de P.
1. Montrer que H est convexe et compact.

2. Soit z € C\H.
« i) Montrer qu’il existe un unique ¢ € H tel que d(z, H) = d(z, q).

ii) Montrer qu’il existe ¢ € [0, 7/2[ tel que Vh € H,

Arg (%) ‘ < 1 (argument dans [—m, 7] ).
Exercice 1200 [CENTRALE MP 2025 # 1177] Soit A et B deux polyndmes a coefficients complexes.
1. Montrer que deg(A + B) < max(deg(A), deg(B)), et donner un exemple ot I'inégalité est stricte.

Dans la suite, on suppose que A et B n’ont pas de racine commune, et on pose C' = A + B. On suppose enfin qu’aucun des polynémes
A, B, C' n’est constant. On pose W = A’B - AB’.

1. Soit z une racine de multiplicité m de ABC. Montrer que z est de multiplicité m-1 comme racine de W.
2. On note y le nombre de racines distinctes de ABC.

Montrer que p > deg(A) + deg(B) + deg(C) — deg(W).
1. En déduire que x> max(deg A, deg B, deg C).

Exercice 1201 [CENTRALE MP 2025 # 1178] 1. Rappeler la définition d’un polyndéme irréductible sur un corps K et I’énoncé du
théoréme de d’Alembert-Gauss.- b) Soit P € R[X] non nul tel que Yz € R, P(x) > 0. Montrer que toute racine réelle de P est
de multiplicité paire et que le coefficient dominant de P est positif. En déduire qu’il existe (A, B) € R[X]? tel que P = A+ B.
2. Soit @ € R[X] non nul tel que Vo € [—1,1], @(x) > 0.
3. Montrer que si deg(Q) < 2 alors il existe (a,b) € (RT)% et A € [—1, 1] tels que Q@ = (X))? + b(1X?)
a(X — A)? +b(1 — X?). ii) Montrer plus généralement qu’il existe (A, B) € R[X]? tel que Q = A% + (1 — X?)B2.
Exercice 1202 [CENTRALE MP 2025 # 1179] Dans ce qui suit, K désigne un corps. a) Enoncer le théoréme de division euclidienne
dans K[X]. b) Soient P € K[X] et a € K. Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)2. En déduire une condition
nécessaire et suffisante pour que a soit racine simple de P. ¢) Pour n > 2, on pose P,, = X" X + (—1)". Déterminer le nombre des

racines de P dans Q, dans R et dans C. d) On note aq, . .., a, les racines complexes de P,,.
Calculer le déterminant
1+a7 1 --- 1
1
: . . 1
1 R
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Exercice 1203 [CENTRALE MP 2025 # 1180] 1. Soit A € M,,(R). Montrer que A Com(A)T = det(A)L,.

2. On définit GL,,(Z) comme I'ensemble des matrices de GL,,(R) a coefficients entiers, dont I'inverse est également a coefficients

entiers.
Soit A € M,,(Z). Montrer que A € GL,,(Z) si et seulement si det(4) = =+1. c) Soit P € Q[X] un polynome irréductible sur Q.
Montrer que les racines complexes de P sont simples.
Exercice 1204 [CENTRALE MP 2025 # 1181] On note S, le groupe des permutations de {1,...,n} pour n € N\ {0, 1}. Soit £ un
C -espace vectoriel de dimension n. On se donne une base {e1, ..., e, } de E - C -espace vectoriel de dimension n. On se donne une
base (e1,...,e,) de E. a) i) Soit G un groupe fini. Que vaut z!¢! pour z € G'? Le démontrer dans le cas abélien. ii) Pour o € S,,, on
définit 'endomorphisme f, par fo(e;) = e, (;). Montrer que 0 f, est un morphisme de groupes de S, dans GL(E).b) Soit o € .S,,.
Montrer que f,, est diagonalisable. Déterminer ses éléments propres. ¢) On dit qu'un sous-espace de E est stable par permutation si
tous les f,, le stabilisent. Déterminer les sous-espaces stables par permutation.
Exercice 1205 [CENTRALE MP 2025 # 1182] 1. Soit A un ensemble fini de matrices diagonalisables de M,,(C) qui commutent
entre elles. Montrer qu’il existe une base de vecteurs propres communs a toutes les matrices de A.

2. Montrer que, si p # n, les groupes GL,,(C) et GL,(C) ne sont pas isomorphes.
Exercice 1206 [CENTRALE MP 2025 # 1183] Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur K = Rou C, et u € L(FE). a)
Montrer que K[u] est de dimension finie et que dim K[u] = deg .- b) Montrer que si u est inversible alors u~* € K[u]. c) Montrer
que exp(u) € K[u]. d) On prend E = K[X] et D l'opérateur de dérivation. Montrer que u = id D est inversible. A-t-on u=! € K[u]?
Exercice 1207 [CENTRALE MP 2025 # 1184] Soit M € M,,(C). On note Ay, ..., A les valeurs propres deux a deux distinctes de M.
a) Montrer que, pour tout P € C[X], M et P(M) commutent. b) On pose P = [];_, (X ). Montrer que P'(M) € GL,,(C). c) Soient
A, B € M,,(C) telles que AB = BA. i) Montrer que A et B posseédent un vecteur propre commun. ii) Montrer qu’il existe ) € GL,,(C)
telle que les matrices Q' AQ et Q' BQ soient triangulaires supérieures. d) On considére la suite (M},)x>o définie par My = M et
My41 = My — P(My)P'(My)~" pour tout k > 0. Montrer que la suite (M}, ) x>0 est bien définie et étudier sa convergence.
Exercice 1208 [CENTRALE MP 2025 # 1185] Soit A € M,,(K). a) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si A a un polynoéme
annulateur scindé a racines simples. b) Soient A, B deux matrices diagonalisables de M,,(C) et qui commutent. Montrer que A + AB
est diagonalisable pour tout A € C. ¢) Soit n > 3. Mettre en évidence deux matrices A, B de M,,(R) qui ne commutent pas et telles
que A + AB soit diagonalisable pour tout A € R. d) Soient A, B deux matrices diagonalisables de M3(C) telles que A + AB soit
diagonalisable pour tout A € C. Montrer que A et B commutent.

Exercice 1209 [CENTRALE MP 2025 # 1186] Soit Y une colonne de C* ! nonnulle, z € Ceta = Y7Y € C.

0 Y
On pose A = (YT z)

1. Montrer que y 4 s’écrit X" 2(X — \)(X — p). Calculer A + p et A2 + p? et en déduire x 4 en fonction de a, z et n.
2. Discuter du rang de A2. Déterminer le polynome minimal de A selon que « est nul ou

non.

Exercice 1210 [CENTRALE MP 2025 # 1187] Soientn € N* et ' = Zk o ax X" € C,_1[X]. On désigne par ® I'application qui a
P € C,,_1[X] associe la reste de la division euclidienne de PF par X"1. a) Rappeler la définition de la division euclidienne de deux
polynémes.

Montrer que ® € £L(C,,_1[X]).

1. i) Donner la matrice de ® dans la base canonique. ii) Déterminer les éléments propres de ®. L’endomorphisme ¢ est-il diago-
nalisable ?

Exercice 1211 [CENTRALE MP 2025 # 1188] Soit © un endomorphisme d’un R -espace vectoriel de dimension n. a) Montrer que les
valeurs propres de u sont exactement les racines de y.,.b) Exprimer les coefficients des termes en X"~ ! et X"~ 2 de Y, en fonction
de tr(u) et tr(u?).

1. On suppose u de rang 2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur tr(u) et t(u?) pour que u soit diagonalisable.
Exercice 1212 [CENTRALE MP 2025 # 1189] Soient A € M,,(C) et p(A) = maxyegp(a) |-

1. Justifier que p(A) est bien défini. Montrer que les valeurs propres de A sont les racines de y 4.

2. Onpose Pa(X) = X"x4 ( ) Calculer la décomposition en éléments simples de P,

3. On suppose que p(A) < 1 etque 1 ¢ Sp(A). Montrer que Z+°° (A% et bien défini et

k
+oo tr(A 1Py
que Y ;= =—Jo At
Exercice 1213 [CENTRALE MP 2025 # 1190] Pour n € N*, soit H,, = (ﬁ) € M, (R). On note F le R -espace
O<z i<n—1

vectoriel des f : [0, 1[— R continues et intégrables. On pose K, : © — Zk L a”

1. Enoncer et démontrer le critére d’injectivité d’une application linéaire.

2. Pour f € F,onpose T,,(f) : z € [0, 1] fo t)dt.
3. Montrer que 7}, est un endomorphlsme de E. 11) Montrer que 0 est valeur propre de T,.
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iii) Comparer les valeurs propres de 7}, et de H,,.

Exercice 1214 [CENTRALE MP 2025 # 1191] Soient E un espace euclidien et une partie finie R de E \ {0} telle que :
+ R engendre F,
« pour tout o € R, R est stable par la réflexion s,, par rapport a ’hyperplan de vecteur normal «,
« pour tout a € R, les seuls vecteurs colinéaires a & dans R sont o et —q,

« pour tout (a,ﬂ) S RQ, Na,p = Q?ng e”Z

1. Soit (o, B) € R2.
« i) Donner la définition de la réflexion s, ainsi que son expression analytique.
« ii) Calculer n, gng, o en fonction de %
iii) On suppose a, 3 non colinéaires et tels que n, 3 > 0. Montrer que n,,g = 1 oung, = 1. b) On munit £ d’un ordre total < qui
respecte :
e V(z,y,2) e B2 a<y=a+2<y+2
e Y(z,y,\) € B2 xRT, 2 <y = \x < \y.
On note R* I'ensemble des éléments de R plus grands que O au sens de <. On note B3 I'ensemble des éléments de R ne s’écrivant
pas comme somme de deux éléments de R,
1. Soit x € R*. Montrer que x s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de B3 a coefficients entiers positifs.
« ii) Montrer que 3 est une base de E.

Exercice 1215 [CENTRALE MP 2025 # 1192] Soit F un espace euclidien de dimension n € N*. a) i) Donner la définition d’'un
endomorphisme autoadjoint.

Soient B une base orthonormale de F et f € L(FE). Montrer que f est autoadjoint si et seulement si sa matrice dans la base B est
symétrique.

1. Soient B une base orthonormale de F et f € S*(F).

On note M = (m; ;)1<i,j<n € Sn(R) la matrice de f dans la base B. Soit i € [1,n].
Montrer que, sim; ; = 0, alors les ligne ¢ et colonne ¢ de la matrice M sont nulles. Ind. Considérer I'application t — (f(e; +te;), e; +

t€7>
1. Soient f € ST(E) et g € S(F) tels que Vt € R, det(ftg) = 0.
« i) Montrer que Ker(g) # {0}.
« ii) Montrer que Ker(f) N Ker(g) # {0}.
Exercice 1216 [CENTRALE MP 2025 # 1193] On pose, pour
A= (aij)1ijen € Mu(R),N(A) = max ('“J'*'“J') :

1<i,5<n 2

1. Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2. L’application N est-elle une norme sur M, (R)?
3. Soient A € M,,(R) et A € Sp(A). Montrer que |A| < nN(A).

Exercice 1217 [CENTRALE MP 2025 # 1194] L’espace R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. a) Soit f : [a,b] — R une

fonction continue, positive et telle que f; f = 0. Montrer que f est nulle. b) Montrer que la matrice M,, = (l +;_1> i est
symétrique définie positive. Indi-
cation : zﬂ%l = fol tiHI=24t.

1. On note Apin (resp. Amax ) la plus petite (resp. grande) valeur propre de M,,. Montrer que Apin||7||? < 27 Mz < Amax||2||?

pour tout x € R™.
2. Onnote F' le sous-espace propre de M, associé a Apax. Montrer que, si € F, toutes les coordonnées de x sont de méme signe.

3. Déterminer dim F'.

Exercice 1218 [CENTRALE MP 2025 # 1195] 1. Soit A € S,,(R). Justifier que A posséde au moins une valeur propre réelle.

2. Soit A € S,(R). Soit (z1,...,z)) une famille libre formée de vecteurs propres de A tels que les valeurs propres associées
41, - - -, ik solent en ordre croissant.
On note S = Vect(z1, ..., x). Montrer que
T T
xt Ax xt Ax
1= min zTAz = min et = max Az = max .
z€S, ||z|=1 zes\{0} zTx xS, ||z|=1 zes\{o} zTzx

c) Soient A, B dans S, (R). On note A1 (A) < --- < A, (A) les valeurs propres de A (en tenant compte des multiplicités), et de méme
pour B et A+ B.

Montrer que Vi € [1,7n], Vj € [0,n — 1], A\i(A+ B) < Xi;(A) + A (B).
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2) Analyse
Exercice 1219 [CENTRALE MP 2025 # 1196] 1. Montrer que E = ¢*(N), espace des suites réelles sommables, est un espace vec-
toriel normé pour u +— Y |y,

2. On munit E de la relation d’ordre partielle u < v <= Vn € N, u,, < vy,. Soit (ux) une suite d’éléments de E croissante et
majorée par v € E. Montrer que (uy) converge dans E.

3. Soient u, v deux éléments de F tels que u < v. Montrer que ’ensemble des éléments wde E tels que u = w < v est compact.
4. Donner un exemple de partie compacte K de E telle qu’il n’existe pas de suite u € E vérifiant Vo € K| |z| < u.

Exercice 1220 [CENTRALE MP 2025 # 1197] Soient E un R -espace vectoriel de dimension finie, C' un convexe compact d’intérieur
non vide de E, symétrique par rapport a 0.

Pour z € E, on pose jo(x) = inf {\ € R™*, % € C}, en convenant que inf () = +o0.
1. i) Rappeler la définition d’une norme.
« ii) Montrer que jc est a valeurs réelles, positive et homogéne.
- iii) Montrer que jo(x) = 0 si et seulement si z = 0.
2. 1) Montrer que z € C'si et seulement si jo(z) € [0, 1].
« ii) Montrer que, pour tous ,y € E, jo(x +y) < jo(x) + jo(y).

jc(z)+e
th= Jc(t)+Jc(y)+2e

f oz Iy
Ind. Pour € > 0, poser 2’ = ot Y T joFe ©

1. On munit ¥ d’une norme. Montrer l'existence de f : E — F, continue, bijective, et telle
que f(C) = B(0,1) et f(C'\ C) = S(0,1).

Exercice 1221 [CENTRALE MP 2025 # 1198] 1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel normé E. Montrer que la conti-
nuité de u est équivalente a son caractere lipschitzien, et aussi a sa continuité en 0.

2. On munit #2(Z), espace vectoriel des familles de réels de carré sommable indexées par Z (on admet qu’il s’agit d’un sous-espace
vectoriel de ZN ), de (u,v) — > vy, dont on
admet qu’il s’agit d’un produit scalaire, et on munit ¢/?(Z) de la norme associée. On pose 7" : u € (?(Z) +— (2uy, — Up11 — Un—1)nez-

Montrer que 7" est un endomorphisme continu de /%(Z).

1. Montrer que T est injectif mais non surjectif.
2. Montrer que 7" + id est surjectif.
Exercice 1222 [CENTRALE MP 2025 # 1199] 1. i) Montrer que I'imageqd’une partie connexe par arcs par une fonction continue
est connexe par arcs.

ii) Soit f : I — R continue et injective sur un intervalle I de R. Montrer que f est strictement monotone.Soit f € C°(R,R) telle que,
pour tout n € N* et toute matrice A = (a; ;)1<; j<n € GL,(R), la matrice f(A) = (f(a:;))1<i,j<n est inversible.

1. Montrer que f est strictement monotone et ne s’annule pas sur R*.

2. On suppose f croissante et surjective. Caractériser f.

Exercice 1223 [CENTRALE MP 2025 # 1200] 1. Rappeler la définition de O,,(R) et montrer que c’est un compact de M, (R).
2. Soit A € M,,(R). Montrer que AT A € S;F(R).
Montrer qu’il existe O € O,,(R) et S € S;F (R) telles que A = OS. ¢) On munit M, (R) de la norme subordonnée 4 la norme euclidienne
de R™. On note B la boule unité de M,,(R).
« i) Montrer que B est convexe.
ii) Trouver les points extrémaux de B, c’est-a-dire les matrices A € B telles que B \ {A} est convexe.
Exercice 1224 [CENTRALE MP 2025 # 1201] Soit £, = C"([~1,1],C).Si f € E,,, on pose 7, (f) = maxeo,n] | /)| . a) Montrer

que 7, est une norme sur E,, puis calculer m,(z — 2™).b) Si f € E,, onpose A,(f) : « € [-1,1] — zf(x). Montrer que
A, est un endomorphisme de E,, continu pour 7,, et de norme subordonnée n+1. ¢) On suppose n € N*. Si f € E,, on pose

B.(f) :x € [-1,1] — fo (xt)dt. Montrer que B, est une application linéaire de F,, dans E,,_1. Montrer que B,, est continue

pour les normes 7, et Tp_1, €t de norme subordonnée 1.

Exercice 1225 [CENTRALE MP 2025 # 1202] 1. Enoncer les théorémes de sommation des relations de comparaison pour les séries
numériques.

2. Montrer que >_;_; In(k) = nln(n)n + O(In(n)).
3. Soient (aj)k>2 une suite réelle et b : [2, —|—oo[—> R de classe Cl On pose A(t) = Zk 1 Gk

pour ¢t > 2. Montrer que Y., _,arb(k) = — [ V/(t)A(t) dt pour tout entier n > 2. d) On note P I'ensemble des
nombres premiers. On pose R : ¢t > 1 — ZpE'P p<t —ln( ) Montrer que > cp. p<n% = 1+ In(lnn)In(ln2) + % +

s t(lnt dt pour tout entier ¢ = 1 +In(Inn) In(In 2) + £& ) + gr(f;))z + t(lférgz + t(11%15732 +

Inn
C telle que Y

=In(Inn) +C + O (%) quand n — +oc.
Exercice 1226 [CENTRALE MP 2025 # 1203] 1. Enoncer et démontrer le théoréme des bornes atteintes.b) Montrer que I'on définit
une norme sur R[X] en posant || P|| = sup,¢|_ 1) [ P(z)| pour tout P € R[X].

R(n

e) Montrer qu’il existe une constante

pEP ,n<p p

103



2. Montrer que, pour tout d € N*, il existe un unique polynéme 7; € R[X] unitaire de degré d tel que cos(df) = 29~ 1T(cos )
pour tout 6 € R.

3. Pour tout d € N*, on note F,; I'ensemble des polynomes unitaires de degré d de R[X].

> 2(,%1 pour tout P € E.

ii) Etudier le cas d’égalité.

Exercice 1227 [CENTRALE MP 2025 # 1204] 1. Rappeler la définition de la continuité uniforme pour une fonction de R dans R.
2. Soit f : R — R continue et périodique. Montrer que f est uniformément continue.

3. Soit f : R — R continue, périodique et non constante. Montrer que f admet une plus petite période strictement positive, que
I’on notera P(f).

4. Montrer que le résultat de la question précédente peut tomber en défaut si 'on omet I’hypothése de continuité.

5. Soient f et g continues, périodiques et non constantes de R dans R. Montrer que f+g est périodique si et seulement si P ) ¢ Q.
Exercice 1228 [CENTRALE MP 2025 # 1205] Soient f € C1([0, 1],R?) et |||| une norme sur R2.

1. Soit € > 0. Montrer qu’il existe > 0 tel que :

V(t,s) € [0,1%, [t = s| <n = |If(s) = f(t) = (s =) f ()] < els —¢].
1. En déduire que 37— || £ (L) — £ (&) tend vers fo |/ (t)||dt quand n — +oc.

Exercice 1229 [CENTRALE MP 2025 # 1206] Pour n € N on pose I,, = fﬂ/Q sin(@nt D) gy ot . ﬂ/z sin(nt) gy

sin t sin2 ¢

1. Montrer que toute fonction continue par morceaux sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite de fonctlons en escalier.

2. Justifier I'existence des intégrales puis calculer 1,411, Iy, Jpt1J, et Jy.

3. Soit f : [0,7/2] — C continue par morceaux.
Montrer que

/2 1 w/2
t)sin®(nt)dt —— = t)dt.
| roseena —— 3 [ 10

Exercice 1230 [CENTRALE MP 2025 # 1207] Soit f € C%(R,R).

Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour un produit scalaire, ainsi que sa démonstration.
Montrer que si ff” a une limite (finie ou infinie) non nulle en +oc, alors f2 tend vers +o0c en -+oc.
On suppose désormais que f2 et (f')? sont intégrables sur R. Montrer que (f’)? I'est aussi.

Montrer que (fD(f')2)2 < (fo 12) (Jo(f")?).

Montrer que f est uniformément continue et tend vers 0 en £o0.

ik W

Exercice 1231 [CENTRALE MP 2025 # 1208] Pour une fonction f : N* — R et un réel s, on note Lf(s) = 327> 1 fn) lorsque la

n=1 ns
série converge absolument. On pose A(f) = inf{s € R, Lf(s) défini} avec la convention inf () = +o0.

1. Rappeler la définition de la borne inférieure d’une partie de R.
2. Soit s un réel tel que s > A(f). Montrer que Lf(s) est défini.

3. Soient f et g deux fonctions de N* dans C telles que A(f) < +ooet A(g) < +00. Onsuppose que Vs > max(A(f), A(g)), Lf(s) =

Lg(s). Montrer que f = g.
4. Soient f et g deux fonctions de N* dans R telles que A(f) < +oo et A(g) < +o0. Onpose h(n) =>_,,, f(d) g(n/d). Montrer
que Vs > max(A(f), A(g)), Lh(s) = Lf(s)Lg(s).
Exercice 1232 [CENTRALE MP 2025 # 1209] On note L?(R™) I'’ensemble des fonctions continues de R* dans R, de carré intégrable.
a) Montrer que (f,g) — fD+ fg est un produit scalaire sur L?(RT). b) Rappeler I'inégalité de Cauchy—Schwarz ¢) Montrer que
T % fow f est prolongeable en une fonction continue v sur R*. d) Montrer que ¢ € L?(R*) et 0+ <4 f+°o 2,

Exercice 1233 [CENTRALE MP 2025 # 1210] 1. Enoncer les théorémes de changement de variable et d’intégration par parties pour
les intégrales généralisées.

2. Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 2. Montrer que f0+oc cos(P(t))dt converge.
3. Montrer que f0+oo cos(t?)dt n’est pas absolument convergente.

Exercice 1234 [CENTRALE MP 2025 # 1211] 1. Caractériser la convexité pour les fonctions dérivables sur un intervalle.
2. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme P,, € R[X] tel que V8 € R, sin((2n + 1)8) = (sin 8) P, (sin? 9).

3. Montrer que Vz € R, sin(rz) = (2n + 1) sin (ﬂ> I (1M)
: q ) = In+1 k=1 \*sinZ(kn/(2n+1)) )

4. Pour x € Retn € N*, on pose u,, (z) = [[,_, (1 z—i) Etudier la limite simple de la suite (ty,),>1.

Exercice 1235 [CENTRALE MP 2025 # 1212] Pour tousn > letz € R, on pose K, (z) = > ,__ (1M> e*®_a) Soient ¢ € C et

n

m,n € Z avec m < n. Calculer la somme >_;'_, ¢".b) Pour tous n > 1 et z € R\ 27Z, montrer que K, (z) = L Z?:_Ol §:0 ethr —

2
1 (smT)
n sin & .
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1. Soit f € C°(R, C) 2w -périodique. On pose, pour k € Z, ¢, = 5= 027r f(t)e~®*tdt. Pour

n € N, soit S, : @ € R+ > p_  cret*® et, pourn € N, soit f, : ¢ € R — 2 Z;é Sk(z). i) Montrer que f,(x) =

—’rL n
= Ozﬂ f(t)K,(x — t)dt pour tousn > 1 et z € R. ii) Montrer que la suite (f,,),>1 converge uniformément vers f sur R.

Exercice 1236 [CENTRALE MP 2025 # 1213] Pourn > 1,s0it f,, : z € R —~ %arctan( ) On pose f = Zn o fn- a) Montrer que
f est bien définie et de classe C' sur R. La convergence de Y f,, est-elle uniforme sur R*? b) Montrer que f(z) ‘T% +00 et
Tr—r+00

() P 0. ¢) Trouver un équivalent de f” en +o0.

Exercice 1237 [CENTRALE MP 2025 # 1214] Soit (a,,) € RN telle que la série " a,, converge. Soit S : = — >0 | @ COS (%)
On suppose que S a une limite réelle £ en +00. On souhaite montrer que la suite (a,,) est nulle.

1. i) Enoncer I'inégalité de Taylor-Lagrangeqa un ordre quelconque.

ii) Montrer que S est bien définie sur R. b) On suppose dans cette question que la série > a,, converge absolument et que ¢ = 0.
« i) Montrer que S est continue.
+ ii) Soit m € N*. Onpose I : T € R™ — £ fOT S(z) cos (£) da.
Montrer que limg_, 4 I(T) = 0.
iii) Montrer que a,, = 0. c) Traiter le cas général.
Exercice 1238 [CENTRALE MP 2025 # 1215] On pose E = C*°(R,R). Pour f € F, onpose fo = f et fri1: 2z +— fR tf,(t)dt pour
n € N. a) Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme. b) Etudier la convergence simple de la suite (f,,) puis de la série Z fn:

« i) dans le cas ou f est constante, ii) dans le cas général.

1. SoitT': f — Zj;i% fn- Montrer que T' définit un automorphisme de 'espace vectoriel E.

Exercice 1239 [CENTRALE MP 2025 # 1216] 1. Démontrer le théoréme d’interversion série-intégrale sous convergence uniforme
sur un segment
2. Soit I : v+ [2, e2V*sin()g¢. Montrer que I est développable en série entiére sur RT.
2

3. Donner un équivalent en +oo de g : x — Z::(J) (i’%

Exercice 1240 [CENTRALE MP 2025 # 1217] 1. Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque.
2. Pour tout n € N, calculer intégrale [,, = 0+OO tne=t"dt.

3.S0it L:z € R [) 29 gtz —t*qt. Montrer que la fonction L est développable en série entiére au voisinageqde 0. Préciser la
validité et les coefficients de ce développement. On admettra que [, e /2dt = 2.

Exercice 1241 [CENTRALE MP 2025 # 1218] Soit (a,,) une suite réelle. Pour n € N, on note A,, = >, _, aj. a) Donner la définition

du produit de Cauchy de deux séries entiéres et donner une minoration de son rayon de convergence. b) Montrer que, si le rayon de

convergence de Y a,x™ vaut 1, alors le rayon de convergence de Y . A,,z™ vaut également 1. La réciproque est-elle vraie ? ¢) Montrer
, . ~ @ m A, n .
que les séries entiéres ) “%.x" et ) “22™ ont méme rayon de convergence.

Exercice 1242 [CENTRALE MP 2025 # 1219] 1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiére et le compor-
tement pour |z| < Ret |z| > R
2. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > tan(n)z" est inférieur ou égal a 1.
On admet qu’il existe ;1 > 2 tel que, pour tousp € Zet g € N\ {0,1}, Eg’ > -1 ¢) Montrer que R=1.
Exercice 1243 [CENTRALE MP 2025 # 1220] Soient a € R et k € R. Soit (E,) I'équation : Vz € R, f’(z) = f(ax), d’inconnue f

dérivable de R dans R. On note S, , I'ensemble des solutions de (E,) qui vérifient en plus f(O) = k. a) Déterminer S} ;, et S_1 ;. Dans

n(n—1) x

la suite, on suppose que |a| < 1. b) Déterminer le rayon de convergence de ano a . En déduire un élément de S, 1. c) Soit
f € C°(R,R). Montrer que f appartient a S, . si et seulement si T(f) = f, ou T'(f) : z k + fioo f(at) dt. d) Montrer que S, i est
un singleton.

Exercice 1244 [CENTRALE MP 2025 # 1221] 1. Rappeler la régle de d’Alembert.

En déduire que, pour tout p € N, A, = :ﬁ — (12,") est définie.

2n—1
1. Soit §': x — Z:i% %J:Q”. Déterminer le rayon de convergence R de S.

2. Montrer que, pour tout z €] — R, R[, S(z) = arcsin(x)?. Calculer Ay, A1, As.

Exercice 1245 [CENTRALE MP 2025 # 1222] Pour n € N, on note u,, la somme des chiffres de I’écriture binaire de n.
Onpose S : @+ Y o7 jupa”™.

1. Soit f : RT — R™T continue et décroissante.
Montrer que Y f(n) et 0+°O f(t)dt sont de méme nature.
1. i) Donner le rayon de convergence R de > u,z"

ii) Donner une relation vérifiée par S(z2) et S(z). c) Exprimer (1 — x)S(z) sous forme d’une somme, puis donner un équivalent de

SenR™.
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Exercice 1246 [CENTRALE MP 2025 # 1223] Une suite u € CN est dite asymptotiquement périodique lorsqu’il existe des entiers
N>0etT > 1telsqueVn > N, upyr = Unp.
1. Enoncer et démontrer le lemme d’Abel (sur les séries entiéres). b) Soit a € CN asymptotiquement périodique. Déterminer le
rayon de convergence R de
> ay2™ et montrer qu’il existe une fraction rationnelle F' € C(X) telle que
Vz € Do(0,R), > " 0 42" = F(z).c) On définit une suite b € RN par by = 1, et by, | = —b,, et ba,, = b,, pour tout n € N. Montrer
que b n’est pas asymptotiquement périodique. a’1

Exercice 1247 [CENTRALE MP 2025 # 1224] Soient f : t — Sletg:t — t1’ prolongées continiiment en 0. a) Montrer que f est
développable en série entiére sur R. Montrer que f et g sont de classe C* sur R. b) On admet que, si h est développable en série entiére
sur R et que h(0) # 0, alors la fonction z — % est développable en série entiere en 0.

Montrer I'existence et I'unicité d’une suite (P,),>0 € R[X]N telle que, pour un p > 0,

—Z

Vo € R,Vt €] — p, o]

1. Montrer le résultat admis.

Exercice 1248 [CENTRALE MP 2025 # 1225] Soit f : x +— f+°° 1i’;$. a) Déterminer le domaine de définition D de f.- b) Enoncer le
théoréme de convergence dominée ; calculer les limites de f aux bornes de D. c) Montrer que f est de classe O et étudier le signe de
sa dérivée.

Exercice 1249 [CENTRALE MP 2025 # 1226] Soit f : € RT* — +OO f e " dt. a) Rappeler le théoréme de convergence dominée. b) i)
Montrer que f est bien définie sur RT*. ii) Trouver la limite de f en O+ et en +00. ¢) Soit n € N.

Montrer Iexistence de ay, . .., an € Z tels que f(z) = Y _p_o % + o0 ().

Exercice 1250 [CENTRALE MP 2025 # 1227] On note C' = C°(R, R) et S le sous-espace des fonctions continues nulles en dehors d’un
segment.

Pour f € C,g € Setx € R, onposev(f,g) fR g(x — t)dt.

1. i) Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

ii) On suppose g de classe C''. Montrer que 7(f, g) est dérivable et exprimer sa dérivée en fonction de f,g et . b) Soit ¢ € S telle que
Jr ¥ = 1.On pose, pour tous . € N* et z € R, ¢, () = nyp(nz). Soit f € C. Montrer que la suite (y(f, ¢r)) converge simplement
vers f.c) Soit f € C.Pour tous z,7 € R, on pose f,(z) = f(x — 7). On suppose que I'espace Vect(f,, T € R) est de dimension finie.
Montrer que f est de classe C*°.

On admettra que, si (fi,..., fn) est une famille libre de RR, il existe (21,...,2,) € R™ tel que la matrice (f;(2;))1<i j<n Soit
inversible.
Exercice 1251 [CENTRALE MP 2025 # 1228] 1. Enoncer le théoréeme de Cauchy pour les équations différentielles linéaires sca-

laires d’ordre n.
On note (E) I'équation différentielle xy” + y’ + xy = 0. b) Montrer que F : z + = foﬂ cos(z sin(t))dt est solution de (E). ¢) Montrer
que (E) admet une unique solution J développable en série entiére au voisinageqde 0 et telle que J(0) = 1. d) Montrer, pour tout réel
p>1, que J (p) = O+OO J(t) e Pt dt est bien définie, et en donner une expression plus explicite. e) Justifier qu’il existe une infinité de
solutions de (E) sur R™* non développables en série entiére au voisinageqde 0.
Exercice 1252 [CENTRALE MP 2025 # 1229] Soient v € Ret (E) : 22y" (z) + 2y (x) + (2?v?)y(z) = 0. a) Enoncer et démontrer le
théoréme d’intégration des relations de comparaison. b) Montrer I'existence d’une fonction ¢ :]0, 1[— R™* deux fois dérivable telle que
y est solution de (E) sur ]0,1[ si, et seulement si la fonction z = ¢y est solution d’une équation différentielle du type 2"/ (z) +a(x)z(z) =
0.- ¢c) Résoudre I’équation (E) sur [0, 1[.
Exercice 1253 [CENTRALE MP 2025 # 1230] Soit ¢ € C°(R, R) paire et 7 -périodique. Soit (E) : y” + qy = 0. a) Montrer que I'ensemble
S des solutions de (E) est un espace vectoriel et préciser sa dimension. b) Pour y € S, on note ¢(y) : x — y(x + ). Montrer que ¢
est un endomorphisme de S. ¢) Soit B = (y1, y2) la base de S formée des solutions vérifiant y; (0) = 1, y;(0) = 0,

y2(0) = 0 et y5(0) = 1. Montrer que Matp(p) = < zig ; zzg; )

1. Etudier la parité de y; et yo.
2. Montrer que det A = 1.
—1_ (n=m) (=) -1 - dui o
3. Montrer que A~! = (=) (=) puis que A + A~ = (tr A)I5. En déduire que y1(7) = y5(m). Montrer que y 4 est
1= 2(—
de la forme X2 — 2aX + 1 pour un certain réel a.

Exercice 1254 [CENTRALE MP 2025 # 1231] Soit K= R ou C.
On munit I'espace M(K) de la norme définie par N(A) = sup;epy g 2oy |@i -

1. Montrer que N(AB) < N(A)N(B) pour tous 4, B € M4(K)
2. On fixe k € N. Montrer que I'application Ry, : A € My(K) = A* € M4(K) est différentiable, et calculer sa différentielle.
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3. Soit A € My(K). Montrer que I'application ¢ : t € R+ x:4 € Ry[X] est dérivable, et calculer sa dérivée.
4. Soient A, B € M4(K). Montrer que I'application ¢ : ¢t € R — x4 (B) € M4(K) est dérivable, et calculer sa dérivée.

Exercice 1255 [CENTRALE MP 2025 # 1232] 1. i) Enoncer le théoréme spectral.

ii) Définir I'ensemble S, (R) et montrer 'équivalence avec la positivité du spectre. b) On fixe M € M, (R) et on pose ¢ : U €
On(R) = tr(MTU). Montrer que ¢ admet un maximum, atteint en une matrice Uy € O, (R). c) i) On fixe A € A, (R) et on pose
Pt € R— plexp(tA)Up).

Montrer que v est bien définie, continue, et dérivable en 0. Donner deux expressions de ¢’(0).

ii) Conclure sur la nature du maximum de ¢ en Uj.

Exercice 1256 [CENTRALE MP 2025 # 1233] Soient U un ouvert non vide d’un espace normé E de dimension finie et [a,b] un segment
inclus dans U avec a # b. a) Soit f : U — R différentiable. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(b) f(a) = df{(c)(b a). b) Soit f : U — F
ou F est un espace euclidien. On suppose f différentiable sur U et df bornée sur U. Montrer que || f(b)— f(a)|| < sup ||df (z)|]op||b—al]|.
c) Montrer que I'inégalité est encore vérifiée si F' est un espace vectoriel normé de dimension finie.

Exercice 1257 [CENTRALE MP 2025 # 1234] 1. Soient a,b € Raveca<bet f : [a,b] — R continue.

Montrer que

n b

k=1

1. On suppose que n € N* candidats se présentent a un poste de secrétaire. Le recruteur les rencontrent successivement et pour
chacun, il doit décider s’il 'engageqou pas. Si oui, il termine le processus de recrutement sans voir les candidats suivants. Sinon,
le candidat est définitivement éliminé.

La valeur de chaque candidat correspond a un score et on note s; < --- < s, la liste croissante des scores obtenus. On note 0 € S,,
une permutation aléatoire telle que le candidat qui passe devant le recruteur en position numéro j a obtenu le score s,(;y pour tout
J € [1,n].

1. Déterminer la loi de S}, variable aléatoire du score du 5%me candidat.

ii) Déterminer la loi de R;, variable aléatoire du rang du meilleur candidat parmi les j premiers. c) On choisit la stratégie de refuser
les m.,, premiers candidats, et de choisir le premier candidat dont le score est supérieur & I'un des scores précédemment rencontrés.

« i) Soit p,, la probabilité d’embaucher le meilleur candidat.
n NP 1
Montrer que p, = == Ej:m7L+l g
.. , 1de
ii) On suppose que o= — 1z € R. Montrer que — x| <t
) pp ! " n—+4oo que Pn n—s-+oo fL t
Optimiser alors  pour maximiser la probabilité de recruter le meilleur candidat.

Exercice 1258 [CENTRALE MP 2025 # 1235] On suppose que N > 2 candidats passent un concours. Pour k& € [1, N], X}, est le
nombre de tentatives du candidat numéro k pour réussir le concours. On suppose que X7,..., Xy sont indépendantes et suivent la
loi géomeétrique de paramétre p €]0, 1[. On pose Sy = X1 + - - - + Xy le nombre total de tentatives, et Yy = max(Xy,...,Xny) le
nombre maximal de tentatives. a) Rappeler la définition d’une loi géométrique, ainsi que ses espérance et variance. Donner ’espérance
et la variance de Sy, ainsi que la fonction génératrice de X. b) Donner les lois de Sy et Yy . c) i) Montrer que Yy est d’espérance

_qyk—1
finie, puis que E(Yy) = S0, ) ( 11_)qk .

« ii) En utilisant f(z) = >_,_, 2%(1 — z)¥, donner un équivalent de E(Yy) quand N — +oc.

Exercice 1259 [CENTRALE MP 2025 # 1236] Soient E un espace préhilbertien réel, (v1, ..., v,) une famille de vecteurs unitaires de
E,et (Xy,...,X,) une famille de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur {—1, 1}. a) Que dire d’une variable aléatoire
réelle, positive et d’espérance nulle >- b) On pose U = > _." | X;v;. Calculer E(||U||?). ¢) Montrer Iéquivalence des énoncés suivants :
i) il existe €1,...,&, € {£1} tels que ||> i, gv;|| < /n, ii) il existe £1,...,e, € {£1} tels que || Y7, g;vi]| > /. d) A quelle
condition ces énoncés sont-ils réalisés ?

Exercice 1260 [CENTRALE MP 2025 # 1237] Soient X une variable aléatoire suivant P()\) avec A > 0 et px : t — E(e¥¥). a)
Montrer que X admet une espérance et la calculer. Calculer ¢ x (¢) pour t € R.b) Montrer que [ _exp(k(e'1it))dt = 271'%?6_’“ pour
tout k& € N. ¢) Retrouver la formule de Stirling. On admettra que [, et /2dt = \/2r.

Exercice 1261 [CENTRALE MP 2025 # 1238] Soit (X}, )n>1 une suite 4.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de Poisson de parameétre
A > 0. On pose, pour tout n € N*, S,, = 3" | X. a) Calculer la fonction génératrice associée a une loi de Poisson. b) Montrer que

Sy, ~ P(nA). c) Montrer que, pour tout € > 0, P(|S,nA| > ne) < -2;.d) Soitz > 0. Montrer que lim,_, ;o Z,Eigbj e’)‘”(nT)‘!)k =
{0 si0<a <

Lsi N e) Si f : RT — C est une fonction continue et nulle en dehors d’un segment, on pose
siz > A

+oo
L(f):z€RT / f(t)e "tde.
0

Montrer que, pour tout z > 0, lim,, s 4 o Z}ffﬂ (—1)’“%’;[,(f)(k)(n) =[5/
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Exercice 1262 [CENTRALE MP 2025 # 1239] On pose p(z) = —x In(z) pour z € [0, 1] et ¢(0) = 0. Pour X une variable aléatoire sur
un espace probabilisé (€2, .4, P), on pose, sous réserve d’existence, H(X) = }_ ¢ x(q) #(Pz) 0 p, = P(X = z). a) i) Rappeler la
définition de espérance d’une variable aléatoire réelle discréte. Donner également le rayon de convergence et la valeur de la somme
des séries entiéres Y x™ et > naz" 1. ii) On suppose que X suit la loi géométrique de paramétre p € [0, 1[. Justifier la finitude de H(X)
et calculer sa valeur. b) On suppose que X est une variable aléatoire a valeurs dans N.- i) Pour z €]0, 1], on pose ¥ (z) = /z In*(x).
Etudier la fonction 1) et en déduire que, si X est d’espérance finie, alors H(X) est finie.

« i) Que dire si E(X) = +00?

1. Soit Z = (X, Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans R?> Montrer que si H(X), H(Y) et H(Z) existent, alors H(Z) <
H(X)+H(Y).
Exercice 1263 [CENTRALE MP 2025 # 1240] On se place sur un espace probabilisé (2, .4, P). Soient X une variable aléatoire dis-
créte et A un événement non négligeable. On pose E(X | A) =3~ ()2 P(X =z | A). a) Montrer que, si X € L' etsi Aestun
événement non négligeable, alors E(X | A) est bien définie. b) Soient (A, ),>0 un systéme complet d’événements et (a,)n>0 € RN.
On pose S= > ay 14, . Montrer que S est une variable aléatoire et que S admet une espérance si et seulement si Y |a,|P(4,)
converge. ¢) On suppose X € L'. On suppose que, pour tout y € Y (), P(Y = y) > 0 et on pose E(X|Y) = > yev (o) BXY =
y)1y—,. Montrer que E(E(X|Y)) = E(X). d) On suppose que X et Y sontdans L?, que E(X | Y) =Y et E(Y | X) = X. Montrer
que X =Y presque sQirement.
Exercice 1264 [CENTRALE MP 2025 # 1241] 1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Montrer : E(X) = ::6 P(X >
2. Soit (X},) une suite 7.i.d. de variables de Poisson de parameétre A > 0. On pose N = inf{k € N*, X}, > X} € [1, +o0]. Montrer
que N est une variable aléatoire.
3. L’espérance de N est-elle finie?
Exercice 1265 [CENTRALE MP 2025 # 1242] Soient X une variable aléatoire réelle et (a,b) € R2. a) Montrer que si X € L? alors

aX +b € L2 et exprimer V(aX + b) en fonction de V(X). b) Montrer que, si K(X) = %)8(2))4)3 existe alors, pour tout (a, b) €
R* x R, il en est de méme pour K(aX + b), et I'exprimer en fonction de K(X). c) Montrer I’équivalence entre les conditions suivantes :

i) il existe un réel § > 0 tel que Vt €] — §,5[, X € L1, ii)Vn € N, X" € L' et Y neN E(T)f!n)t” a un rayon de convergence non nul.

Exercice 1266 [CENTRALE MP 2025 # 1243] Soit m € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne habituelle. On note S sa sphére
unité. Pour une famille e = (e;);c; d’éléments de S (éventuellement infinie), on note Coh(e) = sup(; j)es2 |(€i, €;). a) Rappeler sans
démonstration I'inégalité de Cauchy-Schwarz. b) Soit e € ST. Que signifie 1'égalité Coh(e) = 02c) Soit ¢ € S telle que Coh(e) < 1.
Montrer que [ est fini.

Pour ¢ € R, montrer que E(e!{X:Y)) < ¢t?/2m

1. Soit Z une variable aléatoire réelle bornée. Montrer que e/ € L' pour tout réel t.

2. Soient X = (Xq,...,X,,) etY = (Y7,...,Y,,) deux vecteurs aléatoires indépendants &
valeurs dans S, tels que pour tout i € [1,m] les variables /nX; et 1/nY; soient de Rademacher (i.e., suivant la loi uniforme sur {—1,1}
), et X1,..., X, soient indépendantes d’une

part, Y1, ...,Y,, indépendantes d’autre part. e) Soit € > 0. Démontrer qu’il existe un ensemble fini I de cardinal LemEQ/ 4| et une
famille e € S” telle que Coh(e) < e.

Exercice 1267 [CENTRALE MP 2025 # 1244] Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires ¢.i.d. de loi uniforme sur {—1,1}. Pour
n € N*, on note S,, = X; + - -- + X,,. a) Montrer, & 'aide d’une comparaison série-intégrale, que la série > Wn}l(in) converge. b) i)

Montrer que, pour tout a > 0, P(|S,| > a) < ?X—f ii) Onpose A = [JI>= N> (\Sm| <mi ln(m)) . Montrer que P(A) = 1. ¢)
Montrer que la suite <n‘3/4S71n(n)) converge presque siirement vers 0.

Exercice 1268 [CENTRALE MP 2025 # 1245] 1. Pour n € N*, donner la décomposition en facteurs irréductibles du polynéme
T™ — 1 dans R[T] puis C[T].
2. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N. Rappeler pourquoi Gx 1y = GxGy.

3. Soit un entier p > 2. Sous les hypotheéses précédentes, montrer que X + Y ne peut pas suivre la loi uniforme sur [2, 2p] sachant
que X et Y prennent toutes les valeurs dans [1, p]avec probabilité non nulle.

XII) Centrale - PSI

1) Algebre

Exercice 1269 [CENTRALE PSI 2025 # 1246] Soit, pour n > 2, P,, = X" X + 1. a) Montrer que P,, admet au plus une racine réelle;
localiser cette racine dans un intervalle de longueur 1. b) Déterminer les racines de P, en utilisant les racines n-iémes de 'unité. c)

14+m 1 1
Pour n=3, P3(X) = X3 — X + 1. On note 1y, 72, N3 les racines de P3. Calculer | 1 141n 1
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Exercice 1270 [CENTRALE PSI 2025 # 1247] Soient n > 1, a,b € R tels que a < b. On cherche a prouver I’existence et 'unicité de
(ag, ..., 0p) € R™ tel que (1) :

b n
b—a b—a
PeR,IX P = P .
VP € R, | ],/a (2)dz S o <a+k - )

n
k=0

1. On suppose l'existence de (ay, . . ., @y, ). Montrer que (1) est équivalent a (2)

VQ € Ry [X], /0" Q) dz = 3" axQ(k).
k=0

En déduire que les oy, sont indépendants de (a, b).
1. Pour i € [0,n], soit B; = [Jo<k<n (X — k). Montrer que (By, . .., B;,) est une base de
ki
R,.[X]. Montrer I'existence et I'unicité de (ap, . . ., ap).
2. Montrer que Vi € [0, n], a; = ap;.
3. Calculer les «; pour n=1, 2 et 3.

0 1 1
Exercice 1271 [CENTRALE PSI 2025 # 1248] Soit M = [0 2 0
0 0 0

1. Déterminer ker(M ), Im(M ), ker(M?), Im(M?). Ces deux derniers espaces sont-ils supplémentaires ?

Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).
On pose N (u) = [Jyen ker(u”) et C(u) = Myen Im(u”).
1. Montrer que N(u) et C(u) sont des sous-espaces et supplémentaires, stables par u, que I’endomorphisme induit par « sur C(u)
est un automorphisme, et que celui induit sur N(u) est nilpotent.
2. Démontrer qu’il existe p dans N tel que N (u) = ker(u?) et C'(u) = Im(u?).
3. Réciproquement, soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E stables par u tels que u induise un automorphisme de
F et un endomorphisme nilpotent de G. Montrer que F' = C(u) et G = N(u).
Exercice 1272 [CENTRALE PSI 2025 # 1249] Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(FE) tels que 2 = g% = id
et fog+gof=0.0Onnote Ay = Ker(f —id), By = Ker(f +id), A5 = Ker(g — id), By, = Ker(g + id).
B, = Ker(g + id). a) Démontrer que g(Ay) = By et g(By) = Ay. b) En déduire que la dimension de E est paire. ¢) Montrer qu’il
existe une base £ de FE telle que Matg(f) = (IS 701 ), Matg(g) = <19 Ig)
Exercice 1273 [CENTRALE PSI 2025 # 1250] 1. Montrer que : VA, B € M,,(C), Tr(AB) = Tr(BA).
2. Soit f € L{M,,(C), Mp(C)) telle que : VA, B € M,,(C), f(AB) = f(A)f(B).Soitp : M € M, (C) — Tr(f(M)). Montrer :
VA,B € Mn(C)> @(AB) = (p(BA)
3. En déduire qu’il existe @ € C tel que : VM € M,,(C), Tr(f(M)) = aTr(M).
0 (0)
Exercice 1274 [CENTRALE PSI 2025 # 1251] Pour tout ¥ € N* , on note .J;, la matrice L € Mg(R).
1 0
Si M est une matrice nilpotente de M,,(R), on appelle indice de nilpotence de M le plus petit entier p € N* tel que M? = 0.
1. Soit M € M,,(R) nilpotente d’indice n. Montrer que M est semblable a .J,,.
2. Soit M € M, (R) nilpotente d’indice p. Montrer que p < n. c) Soit M € M, (R) nilpotente d’indice 2 et de rang r €
{1,...,n — 1}. Montrer que M est semblable a diag (Ja, ..., J2,0nh_p).

Exercice 1275 [CENTRALE PSI 2025 # 1252] 1. Soit A € M,,(C). Montrer que A est nilpotente si et seulement si x4 = X".

2. Soit A € M,,(C). On suppose A semblable a 2A. Que peut-on dire de x 4 ? Montrer que A est nilpotente.

0

3. On pose A = <1

8) . Montrer que A est semblable a 2A.

a) Soit A € M,,(C) telle que A" ! # 0 et A™ = 0. Montrer que A est semblable a 2A.

Exercice 1276 [CENTRALE PSI 2025 # 1253] Soient E un C -espace vectoriel de dimension n € N* et u € £(F) nilpotent. Soitp € N*
tel que u? = 0. a) Montrer que Sp(u) = {0}. b) Soit v = Zz;é u®. Montrer que v est un automorphisme et trouver v~!. c) Montrer
que Ker(v id) = Ker(u). d) Trouver le spectre de v.

Exercice 1277 [CENTRALE PSI 2025 # 1254] Soient n > 2 et F = R,,[X]. a) Rappeler la formule de Taylor pour P € Feta € R;la
démontrer dans le cas a = 0. b) Soit P € E.

Montrer qu'il existe un unique Q € E tel que Vz € R, (z — 1)Q(z) = [ P(t)dt.
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1. On note f lapplication qui a P associe (). Montrer que f est un endomorphisme de Ediagonalisable.

Exercice 1278 [CENTRALE PSI 2025 # 1255] Soit (a,b) € R? tel que ab(a — b) # 0. Soient E un R -espace vectoriel de dimension
n > 3et f,u,v € L(E) vérifiant f = au + bv, f2 = a®u + b?v, 2 = a®u + b3v. a) Donner un exemple d’endomorphisme f € £(R?)
diagonalisable et non nul vérifiant ces conditions. b) On revient au cas général. Montrer que f est diagonalisable. c) Montrer que u et
v sont des projecteurs qui commutent.

Exercice 1279 [CENTRALE PSI 2025 # 1256] Soit A = <z Z) € My (R).

On note ® 'endomorphisme de Sy(R) défini par VM € Sy(R), ®(M) = AM + (AM)7T.a) Donner la matrice représentative de ®
dans la base de S3(R) constituée des matrices

1. Donner la matrice représentative de

o . 1 0\ (0 O 0 1
® dans la base de S3(R) constituée des matrices (O O)’ (O 1) et (1 O)'

1. Montrer que x¢(X) = 4(X — (a + d))xa(X/2).
2. Supposons ® diagonalisable. La matrice A est-elle diagonalisable ? d) Supposons A diagonalisable. L’endomorphisme & est-il
diagonalisable ?

Exercice 1280 [CENTRALE PSI 2025 # 1257] Soit

avec (v,y,z) € R3.
1. Pour tout n € N, donner 'expression de 7.
2. Soit E,,(T) = >"7_, % Est-ce que F,,(T') converge ? On note E(T) sa limite. Calculer
E(T). Les valeurs propres de E(T) et T" peuvent-elles étre égales?
Exercice 1281 [CENTRALE PSI 2025 # 1258] Soient I = [0, 7/2] et E = C°(I,R) muni du produit scalaire (f, g) = fog F(t)g(t)dt.
SifeFE,onpose A(f):x €l [ f(t)dtet B(f):x €l ff f(t)dt.

1. Montrer que, pour tous f et g de E, (A(f),g) = (f, B(g)). En déduire que les valeurs propres réelles de B o A sont positives.
2. Montrer que, si

f€FE alorsVa € I, A(f)(z)? <z [y f(t)%dt.

AN < -
Exercice 1282 [CENTRALE PSI 2025 # 1259] Soit A = (a1, ...,a,)?T € K*\ {0}. On pose M = AAT.

1. Montrer que, si f € E,

1. Calculer le rang de M et montrer que M est symétrique.
2. Si

, montrer que M € S (R).

1. Soit M € S;F(R) de rang 1. Montrer qu’il existe A € R™ \ {0} tel que M = AAT.

/ Solitif f = O,, (as) de rang 1. Institute of a resister 7" € R™ (b) tell que M = 1.11

Exercice 1283 [CENTRALE PSI 2025 # 1260] On note V; 'ensemble des matrices M € M, (R) telles que Spe (M) = {1}. a) Donner
un exemple de matrice M € V; différente de I'identité.

Soit M € V;. Montrer que (M — I,)™ = 0.
Soit M € V4. Montrer que (M — I,,)” = 0.b) Cas n = 4.
Donner un exemple de matrice A € V; telle que (A — I,,)2 # O et (A — I,,)3 = 0.

1. Déterminer V3 N S, (R).
2. Déterminer
V1N Os3(R)

et, plus généralement, V1 N O, (R).
Exercice 1284 [CENTRALE PSI 2025 # 1261] 1. Rappeler I'algorithme de Gram-Schmidt en le justifiant.
2. Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un couple (U, T) € O,,(R) x 7,7 (R) tel que A = UT.

3. Montrer que ce couple est unique.
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Exercice 1285 [CENTRALE PSI 2025 # 1262] On identifie M ;(R) et R%. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On
pose C = {A € M3(R); VX € R?, ||AX]| < || X]||}. On dit que A € C est un point extrémal de C lorsque VB, By € C, A =
%Bl—F%Bg = A:BlzBQ.

1. Montrer O(R) C C.

2. i) Soit A € M5(R). Montrer qu’il existe R € SO3(R) telle que AR € S»(R).

« ii) En déduire qu’il existe 21, Qs € O2(R) et (a,b) € R? tels que Q; AQy = (g 2)

« iii) On suppose A € C. Montrer que a et b appartiennent a [-1, 1].

3. Montrer que I'ensemble des points extrémaux de C est O3 (R).

Exercice 1286 [CENTRALE PSI 2025 # 1263] 1. Soient M € S,,(R) et A € C une valeur propre de M. Montrer que A € R. Ind.
Considérer ZT M Z, ot Z est un vecteur propre associé a .

2. Soit A= |- : : € M,(R).
0o --- 0 n—1
1 - n—=1 n

3. Calculer tr(A) et tr(A?).
ii) Donner les valeurs propres et vecteurs propres de A.

2) Analyse

Exercice 1287 [CENTRALE PSI 2025 # 1264] On s’intéresse aux suites (U, ) ou Uy et Uy sont positifs et vérifient, pour tout n € N,
Upio = % (U?L 11t Uf,) a) Déterminer 1’éventuelle limite de (U,,). Montrer que, si trois termes consécutifs sont égaux, alors la suite
(Uy,) est constante. b) Calculer les premiers termes de la suite (U,,) pour différentes valeurs de Uy et U;. Que peut-on en déduire ? Pour
les suites telles que U,, — 400, s’intéresser a la suite définie par V,, = ﬁ In (U2 ) c¢) Comparer les signes de Uy, 11U, et U, Uy _o.
d) On suppose désormais (U, ),en non constante. Montrer que, s’il existe ng tel que Upy4+1 > Uy, et Upo41 > Up,—1, alors la suite

(Un)n>ne+1 est strictement croissante.

On admet que, s’il existe n € N tel que U,,41 < Uy, et U, 41 < U,,_1, alors la suite (U,,) est strictement décroissante.

1. Supposons que, quel que soit N € N, la suite (U,,),>n ne soit pas strictement monotone. Montrer que Uy # U; et que, si
Uy < Uy, alors Uy < Uz < Us < Uy (vérifier siI'inégalité est stricte ou non). En déduire que la suite (U,,) converge vers 1.

2. Etablir, pour une suite (U,,),,>0 non constante appartenant a .S, I'équivalence des propriétés suivantes :

il existe un entier N > 0 tel que Uy > 1 et Uy 41 > 1, la suite (U, )n>0 est strictement croissante a partir d’un certain rang, la suite
(Un)n>0 tend vers +oo.

Exercice 1288 [CENTRALE PSI 2025 # 1265] On note C I'ensemble des suites a valeurs dans N \ {0,1}. Si Vk = (k. )nen € C, soit

®(k) la suite de terme général ®(k),, = k% + ﬁ +...4 m

1. Etudier la convergence de ®(k) dans les cas suivants :
« k est une suite constante,
eVneN, k,=n+2
«VneN, k,=2n+2.
2. Si k € C, montrer que la suite ®(k) converge vers une limite ¢ €]0, 1].

Exercice 1289 [CENTRALE PSI 2025 # 1266] Soit, pour n € N, a,, = Oﬂ/4 tan”(t)dt. a) Trouver une relation entre a,, 1 et a,_1.b)
Montrer de deux maniéres différentes que la suite (a,,) converge. c) i) Montrer que a, = 5 + O (). ii) Soient o € Ret z € R. Pour

n € N*, on pose u,, = ~&z". Discuter en fonction de x et v la nature de > Uy

Exercice 1290 [CENTRALE PSI 2025 # 1267] Soit f : Rt — R, une fonction continue telle qu’il existe une suite de réels (ax)ren telle
que, quand 7 tend vers +oo, f(r) =ap+ -+ 3 + -+ Tk +o0 (%k) a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
> f(n) converge. b) On suppose que f ne s’annule pas sur N*. On pose, pour n € N*, p,, = [];_, f(k). A quelle condition (p;,)nen

est-elle convergente ? ¢) On pose, pour n € N*, g, = [[}_, (16_%). A quelle condition sur « la suite (g, ),en est-elle convergente ?

Exercice 1291 [CENTRALE PSI 2025 # 1268] Soit g : # € R + w22, a) Déterminer le plus grand intervalle I contenant 0 tel que g|r
soit injective. b) On pose J = g(I) et f la réciproque de g|;. Déterminer 'expression de f. c) Montrer que f admet un développement
en série entiére au voisinageqde 0 et expliciter.

Exercice 1292 [CENTRALE PSI 2025 # 1269] Soit f € C?([0,1],R) telle que f(0) < 0, f(1) > 0, £(0) > 0. On suppose que Va €
[0,1], f”(z) > 0. a) Montrer que f admet un unique zéro sur [0,1]. On notera z ce zéro. b) Soit a €]z, 1]. Montrer que la tangente a la
courbe de f en (a,f(a)) coupe 'axe des abscisses en un unique point appartenant a ]z,a[. c) Soit (z,,) la suite définie par ¢ = 1 et, pour
tout n € N, 2,41 est 'abscisse du point d’intersection entre la tangente en (z,,, f(x,)) et 'axe des abscisses. Montrer que z,, — z.
d) On pose Mz = sup ¢ 1) |f"(2)|- Prouver Vn € N,0 < 25,412 < %(20)(9@%)2

Exercice 1293 [CENTRALE PSI 2025 # 1270] Soientm € N, ag,...,m € R, P=ag+ a1 X + ... + ap X™.

1. Expliciter (P(X))? et en déduire que > 0<p.a<m pi”qajl > 0.b) Exprimer [”_|P(e'")|?dt en fonction de a.
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. ¢) Si Q € C[X], montrer quef Qx = —Zf Q(e™)edt.
2. En déduire que Y o ity < WZk 0 G-

Exercice 1294 [CENTRALE PSI 2025 # 1271] 1. Soit f : x —

Tt sin?(a)" Montrer que f ne s’annule pas, n’a pas de limite en

+00 et n’est pas bornée. b) Pour a>0, on pose J(a) fo m Calculer J(a) a l'aide du changement de variable u = tan(z),
puis montrer que foﬂ I +a2ifn2($) = 2J(a). ¢) Quelle est la nature de I'intégrale f f?
Exercice 1295 [CENTRALE PSI 2025 # 1272] 1. Existence et calcul de F(x) = 0+°o 1+§2+t2 pour x > 0. b) Calculer I, =
N W Ind. Poser u = m
2. Nature suivant o > 0 de P'intégrale fOJrOO % ?

Exercice 1296 [CENTRALE PSI 2025 # 1273] Pourn € N*, onpose: f,, : ¢ € [0, +o0[— (_1_): ] a) Etudier la convergence simple de

>~ fn. Montrer que sa somme S est continue. b) Y a ¢-il convergence uniforme sur [0, +o00[?
Exercice 1297 [CENTRALE PSI 2025 # 1274] Soit (a,b) € R* aveca <b.Sip € C%([a, b],R), onpose ||| = supy,  [¢|- a) Soit n € N*.

Montrer qu’il existe un unique f,, € C2(R**,R) tel que fn(1) = £n(2) = Oet, pour tout z € R**, f/(x) = (—1)" x 272" b) Montrer
la convergence uniforme des séries de fonction > £/, >~ f! et Y f,, sur tout segment de R**. c) Montrer que F' = > f,, est de
classe C2 sur RT*. Montrer : || F|| < 1/3.
Exercice 1298 [CENTRALE PSI 2025 # 1275] 1. Soit (a,,) € (RT*)N. On suppose que a;—:l =12+40(1) avec a > 1.Montrer que
> a,, converge. Ind. Montrer que, pour tout 3 €]1, a, la suite (n®a,,) est décroissante a partir d’'un certain rang.

2. Déterminer le développement en série entiére de /1 — x. Montrer qu’il y a convergence en x = +1.

3. Soit u la suite définie par ug = 1 et, pourn € N, up 41 = ZZ:O U Ugy— k-
Onpose S : z €] — R, R[> 3./ %% u,z™. Déterminer S et en déduire une expression de .
Exercice 1299 [CENTRALE PSI 2025 # 1276] Soit E I'ensemble des f € C°(R, R) telles que fjoo f(x)ze_””2da: converge. a) i) Montrer

5 o0

que E est un R -espace vectoriel. ii) Soit @ : (f,g) € E X E fj;o f(x) g(x) e~ dx. Montrer que ® est bien définie et définit
un produit scalaire sur E - b) Calculer, pourn € N, I,, = fj;o z"e~*"dz. On donne fj:oo e dx = /m.c)Onpose F:z€Cw—
i j;o e~ dz. Montrer que F est développable en série entiére au voisinageqde 0 et donner son développement.
Exercice 1300 [CENTRALE PSI 2025 # 1277] Soient (u,,) une suite complexe bornée et, pour n € N, s, = Y. | u;. a) Déterminer les
rayons de convergence de U : x — Zk oo weat et S a Z:OE &2 b) Trouver une relation entre U’, S et S. ¢) On suppose que

la suite (s,,) tend vers 0. Montrer que « — e~ ".S(x) tend aussi vers 0 quand x tend vers I'infini. d) On suppose que la suite (s,,) tend
vers £ € C. Montrer que x — e~ *S(z) tend vers une limite a préciser quand z tend vers I'infini.

Exercice 1301 [CENTRALE PSI 2025 # 1278] Pour n € N*, onpose H,, = >, _, i a) Montrer qu’il existe v € R tel que H,=Inn+

v+ 0(1). b) Pour n € N*, on définit f,, : z € RT™* — (12/n)" In(x)1)g ,,{(). Montrer que fo (z)dx — f e “In(z)dz.

c) Exprimer f0+oo e ? In(z)dx en fonction de ~.

Exercice 1302 [CENTRALE PSI 2025 # 1279] Soit (E) 'équation différentielle : 4" (¢) + e*'y(t) = 0.Soit f solution de (E). Montrer que

f est 27 -périodique si et seulement si f(0) = f(27) et f/(0) = f'(27).

Exercice 1303 [CENTRALE PSI 2025 # 1280] 1. Soit g € C°(R*,R). On pose h : &+ [ sin(x — t)g(t)dt. Montrer que h est de
classe C? et exprimer h” en fonction de & et g.

Déterminer toutes les solutions de R* dans Rde y” +y = g.
1. Soienta € Ret f € C°(R*,R) telle que Vz € R, f(z) < a+ [5, f(t)dt.
Montrer que, pour tout z > 0, f(x) < ae®.

1. Pour A réel, on note ®, la solution du probléme de Cauchy :
y'(z) + (1 — sin(Ax))y(xz) = 0,y(0) = 1,4'(0) = 0. Soit ¢ € R. On pose f : A — @, (xo). Montrer que f est lipschitzienne.

Exercice 1304 [CENTRALE PSI 2025 # 1281] 1. Montrer I'existence et calculer f - uQiZ -

2. Soient I un intervalle ouvert de R et y € C! (I,R) telle que 3 = y? + y + 1. Montrer que I est un intervalle borné. Expliciter y.
Exercice 1305 [CENTRALE PSI 2025 # 1282] Soit f : (z,y) € R™* x R** 1 4 i + 2.

1. Soit S = {(x,y,2), 2z = f(z,y)}. Déterminer I’équation du plan tangent & .S en un point

(a,b,c) € S.b) Montrer que f est minorée puis qu’elle admet un minimum atteint en un point que I'on déterminera.
Exercice 1306 [CENTRALE PSI 2025 # 1283] Soit ¢ : (z,y) € [-1,1]? — fil |t —x|x|t—y| dt. Onpose pn = min, y)e(—1,172 ©(, y).

1. Montrer que ¢ est continue sur [—1, 1]%. En déduire I'existence de p. b) On pose T' = {(z,y) € [-1,1]?, -1 <z <y < 1}.
Montrer que, pour tous z,y € T,
p(x,y) =3(y —2)° + 3 + 2y.

Exercice 1307 [CENTRALE PSI 2025 # 1284] On munit R? de la norme infinie : ||(x,9)||cc = max(|z|,|y|). On note B(0,1) =
{(z,y) eR?: [[(z,y)l|oc <1} et B(0,1) = {(z,y) € R* : [|(z,y)[loc < 1}.
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1. Exprimer B(0,1) et B(0, 1) comme un produit de deux ensembles.

Soit f : (m,y) € R = —(22 +4°)? + %(mQ + 42). b) Montrer que f est de classe C, calculer son gradient et trouver ses points
critiques.

Soit § = {(SL', Y, f(l‘, y))}(I,y)EB(O,1)~
1. Déterminer le plan tangent a .S et orthogonal au vecteur (0, -1, 1).

Exercice 1308 [CENTRALE PSI 2025 # 1285] Soient a € (0,1) et f : (z,y) € R? — (22 + 2axy + yz)e_(x2+y2)/2. a) Justifier que f
est de classe C? et trouver ses points critiques.

1. Montrer que f admet en (0,0) un extrémum local. Est-il global ?

2. Montrer que f admet en (1,1) un maximum global.

Exercice 1309 [CENTRALE PSI 2025 # 1286] On définit
K :V(z,y) €[0,1] x [0,1] = R

x(l-y) siz<y,

tel K (x,y) =
elque: K(z,y) {y(l—m) siz > y.

1. Montrer que K est continue et bornée.
2. Soit z € R, trouver I’équation du plan tangent a la surface d’équation K(x,y)=z.

3) Probabilités

Exercice 1310 [CENTRALE PSI 2025 # 1287] On considére une piéce donnant pile avec une probabilité 0 . a) On lance n fois cette
piéce. Soit S, la variable aléatoire donnant le nombre de pile obtenus. Donner la loi de S,,. b) On considére deux piéces (M, M)
donnant pile avec une probabilité p; €]0,1[ et ps €]0, 1[. Pour le premier lancer, on lance la piéce M;. Pour n > 2, on lance la piéce
M au n-iéme lancer si on a obtenu pile au (n-1)-iéme lancer, et la piece M5 sinon. Pour n € N*, on note A,, '’événement « on obtient
pile au n-iéme lancer ».

« i) Etablir une relation entre P(A,,) et P(A,_1).

« ii) Montrer que la suite (P(A,,)),>1 converge et donner sa limite.

iil) On rappelle le théoréme de Cesaro. Soit S/, la variable aléatoire donnant le nombre de pile obtenus pendant les n lancers. Donner
un équivalent de E(S/) quand n — +o0.

Exercice 1311 [CENTRALE PSI 2025 # 1288] Soient A > 0, X ~ P(A), Y ~ P()) et X, Y indépendantes.

On pose
X X
A= (0 Y) € My(R)

etT = tr(A).

1. Donner la loi de T, son espérance et sa variance.
2. Calculer P(A diagonalisable).
3. Onpose My, = (x 0 y)etly,: M e Myz(R)— M, M.
+ i) Que peut-on dire du rang de ¢, ,, ?
- ii) Trouvez une condition nécessaire et suffisante pour que rg(¢,,) = 6.

« iii) Donner la loi de rg(¢x y ).

Exercice 1312 [CENTRALE PSI 2025 # 1289] Soit n > 2. On note 2,, 'ensemble des applications de {1,...,n} dans lui-méme. On
munit €2, de la probabilité uniforme. Si f € Q,, on note X,,(f) le nombre d’éléments de {1,...,n} n’ayant aucun antécédent par
f et, pour i entre 1 et n, on pose Y;(f) = 1si f~1({i}) = 0 et Y;(f) = O sinon. a) Déterminer la probabilité p,, de S = {f €
Q,,, f surjective}. Donner un équivalent de p,, lorsque n — +o00. b) Déterminer la loi de Y}, puis celle de Y;Y; lorsque i # j. c)
Calculer 'espérance et la variance de X,,.

Exercice 1313 [CENTRALE PSI 2025 # 1290] Soit # € R™*. Des individus numérotés 1,2, . .. arrivent successivement dans un restau-
rant qui abrite une infinité de tables infiniment longues. Les convives s’installent aux différentes tables avec les conditions suivantes :

lorsque le (k + 1) individu se présente, k > 1, il choisit au hasard I'un des k individus déja attablés avec la probabilité l?lra et s’assied

a laméme table, ou occupe une nouvelle table avec la probabilité 2. On note kK, la variable aléatoire indiquant le nombre de tables

k+0"
occupées lorsque n individus ont pris place.

1. Déterminer P(K,, = 1).
2. Soit G, la fonction génératrice de K.

Montrer que G, () = % ou Ly(z) = H?;OI (x+1).

1. Calculer E(K,,) et V(K,). Donner des équivalents de E(K,,) et V().

K’Vl
Inn

2. Etudier le comportement de la suite ( ) quand n — +o0.
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XIII) Centrale - PC
1) Algebre
Exercice 1314 [CENTRALE PC # 1291] 1. Soient A, B € R[X] et P = A% + B2

« i) Montrer que P est nul ou de degré pair, de coefficient dominant strictement positif.

« ii) Les polynomes X*X?2 + 1 et X*1 peuvent-ils s’écrire A2 + B? avec A, B € R[X]?

« iii) Que dire des racines de P et leurs multiplicités ?

2. Montrer que tout polynéme P € R[X] tel que Vo € R, P(x) > 0 s’écrit A% + B? avec A, B € R[X].

Exercice 1315 [CENTRALE PC # 1292] Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). On dit que f admet un pseudo-
inverse s’il existe ¢ € L(E) telque fogo f = f,qofoq=qet foqg=qo f.a)Quediresi f estinversible? si f est 'endomorphisme
nul? b) On suppose que f admet un pseudo-inverse. Montrer que Im( f) @ Ker(f) = E. c) On suppose que Im(f) ® Ker(f) = E. Soit
f1 Yendomorphisme induit par f sur Im( f). Montrer que f; admet un pseudo-inverse. En déduire que f admet un pseudo-inverse. d)
Montrer que f admet un pseudo-inverse si et seulement si rg(f) = rg(f?).

Exercice 1316 [CENTRALE PC # 1293] 1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de Vandermonde
soit inversible.
2. Soient (Qo, Q1, - . . , @) une famille de polyndmes de R,,[X] et (2o, . .., 2, ) des nombres

réels. Calculer le déterminant de la matrice R = (Q;(2;))o<i,i<n-

Exercice 1317 [CENTRALE PC # 1294] Soitn € N*. On note S,, 'ensemble des permutations de I'’ensemble {1,...,n}. Pour o € S,,
on pose P, = (51-’00-))1975” € M,,(C). a) Soient ¢ et s dans S,,. Montrer que P, P; = P,,; et montrer que P, est une matrice
orthogonale. b) Soit ¢ € S,,. Montrer qu’il existe £ € N* tel que P? = I,,. Montrer que toutes les valeurs propres complexes de P,
sont de module 1 et que 1 est valeur propre de P,. c) A quelle condition P, est-elle diagonalisable sur C? sur R?

Exercice 1318 [CENTRALE PC # 1295] Soient M € M,,(C) et E = {P(M), P € C[X]}. On note p le nombre de valeurs propres
distinctes de M .- a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie et que p < dim EF < n. b) Montrer que M est
diagonalisable si et seulement si dim E = p.

Exercice 1319 [CENTRALE PC # 1296] Soient A € M, (R) et f : M € M, (R) — AM M A. a) Montrer que, si A nilpotente, alors f

I’est également. b) Montrer que, si | Sp(A)| = n, alors (I,,, A, ..., A" 1) est une base de Ker f. c) Montrer que si A est diagonalisable

alors A”' Iest également. Donner une base de vecteurs propres de f dans ce cas.

Exercice 1320 [CENTRALE PC # 1297] Soient n € N* et A € M,,(K) diagonalisable. Soit p € [1,n] le nombre de valeurs propres

distinctes de A. Dénombrer les polynémes P € K,_1[X] tels que A et P(A) soient semblables.

Exercice 1321 [CENTRALE PC # 1298] Soit A € M,,(R) diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il

existe P € R[X] tel que AT = P(A).

Exercice 1322 [CENTRALE PC # 1299] 1. Soient u,v € L(C") tels que u # 0,v # 0 et u o v = 0. Montrer que Keru # {0} et
que Ker u est stable par v. En déduire que u et v possédent un vecteur propre en commun. b) Soient A, B € M,,(C) telles que
AB=0. Montrer que A et B sont trigonalisables dans

Exercice 1323 [CENTRALE PC # 1300] Soient n € N* et (4, B) € M,,(C)? tel que Sp(A) N Sp(B) = (. a) Montrer que x4 (B) est

inversible. b) Montrer que pour tout Y € M,,(C), il existe M € M, (C) tel que AM MB =Y. ¢) On suppose que Sp(A4) N Sp(B) # 0.

Montrer qu’il existe M € M,,(C) \ {0} telle que AM = MB.

Exercice 1324 [CENTRALE PC # 1301] On pose ¢ : (A, B) € M3(R)? — tr(AT B). a) Montrer que ¢ est un produit scalaire. b)

On pose F' = { <Z _ba> ; (a,b) € RQ}. Déterminer F-. c) Pour o € R, on pose J, = (} ?) Calculer la distance de J,, a F'-.

a € R, onposea = (1 1). Calcular la distance dea € Raa € R.
Exercice 1325 [CENTRALE PC # 1302] Soient (E, (,)) un espace euclidien, (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E et G =
((xi,xj))1<ij<p € Mp(R). a) Montrer que, si (z1,...,%,) est une famille libre, alors det(G) > 0. b) Dans le cas général, mon-
trer que rg(z1, ..., x,) = rg(G). c) Montrer que Sp(G) C RT.
Exercice 1326 [CENTRALE PC # 1303] Soit £ = C°([—1,1],R). a) Montrer que (f,g) = fil(lmQ)f(x)g(x)dx définit un produit
scalaire sur I/. b) Soit E, (resp. E; ) Pensemble des éléments de I qui sont pairs (resp. impairs). Montrer que E, et F2; sont orthogonaux
et que B, ® F; = E. c) Expliciter EIJ; et B
une méme base.
Exercice 1327 [CENTRALE PC # 1304] 1. Montrer que tout endomorphisme d’un R -espace vectoriel £ de dimension finie n > 2
admet une droite ou un plan stable.

2. Montrer que toute matrice de O,,(R) est diagonalisable dans C.
Exercice 1328 [CENTRALE PC # 1305] Déterminer toutes les matrices A dans M., (R) telles que A7 A2 = A et Tr(A) = n.
Exercice 1329 [CENTRALE PC # 1306] Soient F un espace euclidien non nul et u € L(E). a) Montrer qu’il existe un unique u* € L(E)
tel que : V(z,y) € E?, (u(z),y) = (x,u*(y)). b) Montrer que u* o u est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives. c)

Montrer que  — ||u(x)|| est bornée sur la sphére unité. Exprimer max| ;=1 ||u(x)|| et minj,=; [|u(x)|| en termes de valeurs propres
de u* ou.

Exercice 1330 [CENTRALE PC # 1307] On note C I'ensemble des matrices A € M,,(R) telles que x4 = [ ]\, (X[A]; ;). a) Soit A € C.
Calculer tr(A” A). b) Déterminer C N S,,(R). ¢) Déterminer C N A, (R).
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Exercice 1331 [CENTRALE PC # 1308] Soit (A, B) € S,(R)? tel que A2025 = B2925 a) Montrer qu’il existe P € R[X] tel que
A = P(A2°%%), En déduire que A et B commutent. b) Montrer qu’il existe Q € O,,(R) telle que QT AQ et Q7 BQ sont diagonales. c)
Montrer A = B.

2) Analyse
Exercice 1332 [CENTRALE PC # 1309] Pouri € {1,2,00} et A € M,,(R), on pose ||Al|; = sup{||AX]];; X € R™ et || X]||; = 1} et,
lorsque A est inversible, Cond;(A) = || A]|;||A7!||;. a) Pour tout (A, B) € M,,(R)?, montrer ||AB||; < ||A|l;||B|;- b) Déterminer
min{Cond;(A); A € GL,(R)}. c) Déterminer Conda(A) en fonction des valeurs propres de AT A.

Exercice 1333 [CENTRALE PC # 1310] Soit E = M3(R). On définit la norme N sur E en posant N(A) = max;<; j<2 |ai;

lorsque A= (ai}j)lgi,jgg.
a) Montrer qu’il existe c € RT* tel que : (4, B) € M2(R)?, N(AB) < ¢N(A) N(B).

k
b) Montrer que la suite (ZZ:O Ak—,) est

convergente pour tout A € Ms(R). On note exp(A) lalimite de la suite. ¢) Pour t € R, onpose A; = ((t) 1) etB, = (Z?r?((z)) _CSISIZS)> .
Calculer exp(A;) et exp(DBy).

Exercice 1334 [CENTRALE PC # 1311] Une norme |||| sur M,,(R) est dite sous-multiplicative siVA, B € M, (R), ||AB|| < || A]|x||B]|.
a) Donner un exemple de norme sous-multiplicative sur M,,(R).b) Soient || || une norme sous-multiplicative sur M, (R) et Q €
GL,,(R). On définit la norme ||| par VA € M, (R), ||Allq = [|Q~"AQ]|. Montrer que ||| est sousmultiplicative.

1. Soit (tp)nen+ € (RT*)N™ telle que Vm, n € N*, Ui < Up X Uy, On définit £ = inf {u,l/n, ne N*}. Soite > 0.

2. Montrer qu’il existe m, tel que uy,,. < (£ + €)™=. ii) Montrer qu’il existe a. > 0 tel que ¥n > m,, u}/" < 0+ 5)1*%04;/"
ou r,, est le reste

de la division euclidienne de n par m.. i ) En déduire que la suite (u,l/ ") converge et préciser sa limite.
Exercice 1335 [CENTRALE PC # 1312] Soit f € C!(R,R) telle que f(0) = 1,Vx € R, f(z) > O et Vo € R, f/(z) < 0. On considére
une suite (7, )neN vérifiant xg € R et, pour tout n € N, 2,11 = 2, f(z,,). ) Etudier la suite (z,).

1. Soit () € RN telle que v, — ¢ € R. Montrer que n%rl Sohoar — L.

2. Nature de >z, ?
Exercice 1336 [CENTRALE PC # 1313] Soit E I'ensemble des f € CY(|0, 1[,R) s’annulant en 0. Pour f € E, on pose o(f) définie
par : ¢(£)(0) = 0 etV €]0, +oof, o(f)(x) = 3 Jy f(t)dt

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.

2. L’application ¢ est-elle injective ? surjective ?

3. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de .
Exercice 1337 [CENTRALE PC # 1314] Soit f € C3([0,1],R). Pour n € N*, on pose S, (f) = = 01 f (£).

1. Quelle est la limite de (S,,(f))?
2. Montrer qu'il existe M > 0 tel que : Vn € N*,Vk € {0,1,...,n — 1},Vt € [£ EHL]

50 15— (- 5) £ (5) — S (9] < 4 o )
3. En déduire que S, (f) :fol f(t)dt — 5~ fo fl(t)dt + 5 fo f()dt + o (35).

27 cos(

Exercice 1338 [CENTRALE PC # 1315] Soit f :  — f Y) dt. Déterminer les limites de fen 0T, en +0o et en —co, puis les

variations de f.

Exercice 1339 [CENTRALE PC # 1316] Pour n € N, soient I, = Oﬂ/Q s2(t)dt et J,, = ﬂ/ t2 cos®™(t)dt et Q,, = 2=

1. Montrer:Vn € N, (2n + 2)I,4+1 = (2n—|— 1)1, etVn € N*, I, = —2n2J, + n(2n — 1)J,_1
2. Montrer : Vn € N*,Qn—1 — Q,, = 525.c) Montrer : V¢ € [0,7/2], t < Z sin(2).

3. Montrer:Vn € N,0 < J,, < —(In —Iny1).

2
4. Prouver finalement : :L_O% L =I.

Exercice 1340 [CENTRALE PC # 1317] Onpose f : @+ [[ 12 (1 + e_”(mz"’l)) = limy o0 [0y (1 + e‘"(mz“'l)).

1. Montrer que f est définie, de classe C'* sur R. b) Etudier les variations de f.

Exercice 1341 [CENTRALE PC # 1318] Soit f : = +—

+oo g™
n=11—-zgn"

1. Domaine de définition? Montrer que f est de classe C.

2. Donner un équivalent de f en 1. Ind. Considérer g : t — f (e~!) et en chercher un équivalent en 0.

+oo 1

Exercice 1342 [CENTRALE PC # 1319] Soit f : x> > '~ OrE=syE

1. Déterminer le domaine de définition de f.

) Déterminer le domaine de définition de f.
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1. Etudier la continuité de f sur |0, +oo[ et calculer les limites de f en 0" et en +oc. c) La fonction f est-elle intégrable sur
10, +00[?
Exercice 1343 [CENTRALE PC # 1320] Soit f : z — Y129 (~1)" "1 2

n=1 TinZ-
1. Déterminer le domaine de définition de f et étudier la continuité de f.
2. Pour z € R et a > 0, justifier existence de I, = f(;roo cos(xt)e~dt et calculer cette
intégrale.
1. La fonction
f est-elle développable en série entiere ?

Exercice 1344 [CENTRALE PC # 1321] Soit o : x € R™ Z+°C £

—nx

N

1. Montrer que
© est de classe C! sur R™.

1. Donner un équivalent lorsque z — 01 de ¢(z).

Exercice 1345 [CENTRALE PC # 1322] Soit (a,, )nen une suite décroissante positive.
Pour n € N, on pose f,, : © — anz™(1 — z).

1. Montrer la convergence simple de Y, f,, sur[0, 1].
2. Montrer que } | f,, converge normalement sur [0,1] si et seulement si la série numérique ) | “* converge.c) Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que > f,, converge uniformément sur [0, 1].

Exercice 1346 [CENTRALE PC # 1323] Soit f : R — R lipschitzienne.

1. Soient a € R* et A €] — 1, 1. Montrer qu’il existe une unique fonction F' : R — R lipschitzienne vérifiant : Vz € R, F(x) —
AF(z +a) = f(x).
2. Expliciter F lorsque f = cos.
Exercice 1347 [CENTRALE PC #1324] Pourn € Netxz € R,onnote S, = > ;_; % etf:z— Z+°° ‘”—n a) Donner le rayon de
convergence de 3 S, Z7. b) Pour n € N*, on pose v,, = S, Inn. Montrer que 3 (v, 1v,,) est convergente C) Donner une équation
différentielle vérifiée par f. d) Exprimer, pour z > 0, f(x) a laide de fo ~tn(t)dt.
Exercice 1348 [CENTRALE PC # 1325] 1. Pourn € N* ett € R, calculer Y., sin((2k — 1)t).

/2 sin®(nt)
0 sint dt.

2. Pour n € N*, justifier l'existence de I,, =

3. Rayon de convergence de ) I,,z"?
Exercice 1349 [CENTRALE PC # 1326] Soit (a,)n>0 définie par ag = 1 et, pour n € N*, a,, = & fol tt—1)...(t —n+1)dt.
Rayon de convergence et somme de = — Z::é anx".

Exercice 1350 [CENTRALE PC # 1327] On dit qu’une fonction f € C*°(I,R) est absolument monotone si, pour tout = € I et tout
k € N, f®)(x) > 0. a) Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral. b) Montrer que, si f et g sont absolument monotones,
alors f + g et fg sont absolument monotones. c) Soient R > 0 et f une fonction absolument monotone sur [0, R]. i) Soient n € N et

(k)
R, (z) = f(z) >, £ 2k Montrer que T — Rw( 2) est croissante sur [0, R]. ii) Montrer que la série de Taylor de f converge
simplement vers f sur [0 R]

Exercice 1351 [CENTRALE PC # 1328] Soit f :  + 3. (—1)" In(n)z". a) Déterminer le rayon de convergence de cette série
entiére.- b) Onpose g : « €] — 1, 1[— (1 + ) f(x). Montrer que g est développable en série entiére au voisinageqde 0 et expliciter ses
coefficients. Déterminer son rayon de convergence. c) Montrer que la série définissant g converge uniformément sur [0, 1].

+o00
1 1+t+ -4-tn

I)n>2 est bien définie et calculer sa limite. b) Montrer que, pour tout n > 2, I,, = L yn—2 1=u_ du. c) Montrer que, pour tout
que, p 0 Tount que, p

Exercice 1352 [CENTRALE PC # 1329] Pour n € N, on pose [,, = dt lorsque cela a un sens. a) Montrer que la suite

n>21,= Zk | TR 2)(nk+k - d) En déduire un équivalent de I,,.

Exercice 1353 [CENTRALE PC # 1330] Soit f : = — fl wdt. a) Montrer que f est définie sur ]0, 2 Montrer que

Vo €]0,2x[, f(2rz) = f(z)et f (7 ””) + f (%) = 1f(x). b) Montrer que f est de classe C sur ]0, 2x[. Calculer f’(x) pour tout
x €]0, [. ¢) On donne EJ“X’ SV - Calculer fl ln(1t+f) dt. d) En déduire expression de f(x) pour tout z € [0, 27].

n2

Exercice 1354 [CENTRALE PC # 1331] Soit f :x €]0,1[— % In(z). a) Montrer que f se prolongeqcontiniment sur [0,1] et que ce

prolongement est de classe C'. b) Pour n € N, on pose u,, = fol 2" f (x)dx. Montrer que u,, —+> 0 et trouver un équivalent de u,,
n—-+0o0

lorsque n — +o00. ¢) Montrer que lim,,, y oo 12 fol 2™ f(z™)dx = 2'03 1%2

Exercice 1355 [CENTRALE PC # 1332] 1. Montrer que fo Inw) du = — A

n=0 n?2

2. Soit f € C°([0, 1[,R) croissante telle que I'intégrale fo %du converge. Montrer que

+oo 1 u

n=1
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1. Donner un équivalent de z — ZJFEO In(1 — 2™) lorsque x — 1~.

Exercice 1356 [CENTRALE PC # 1333] Pour z €] — 1, +00[, on pose 0(z) = 2 fo 1 ds

1. Etudier les variations de 6 et calculer (z).
2. Pour x > 0,onpose ' : z f0+oo t*~Le=tdt. i) Justifier l'existence de I'(z).
« ii) Donner un équivalent de I'(x + 1) lorsque z — +o00. Ind. Poser u = %

Exercice 1357 [CENTRALE PC # 1334] Pour x € R™, on pose f(z f0+oo 1C$§(t)e_”tdt. a

+00 sin( dt

) Montrer que f est définie, continue sur

[0, +00], de classe C? sur ]0, +00[. b) Convergence et calcul de

ezzt

NG "dt. Donner une expression

Exercice 1358 [CENTRALE PC # 1335] On donne fo e du = f Soit f : x € R f+°°
simple de f(x).

Exercice 1359 [CENTRALE PC # 1336] Pour x > 0, on pose f(z) = 1+°° 51 o " dt. a) Montrer que f est bien définie et continue.

Déterminer lim,_, o f (). b) Déterminer (ao, . .., an) € R"™ tel que f(z) = >, > 1 % +o ().

+oo gt
oo 1+4+t2

une équation différentielle linéaire satisfaite par F' sur |0, +o0c[. On admettra que f o et dt =

Exercice 1360 [CENTRALE PC # 1337] Soit F' : z — [ dt a) Montrer que F est définie et continue sur RT. b) Déterminer

yr
Exercice 1361 [CENTRALE PC # 1338] 1. Déterminer le domaine de définition de la fonctionT" : 2 — f o qr—lo—tqs
2. Montrer que = — f0+oo e~ *"tg(t)dt est définie sur R* pour toute fonction g continue et intégrable sur Rt vérifiant g(0) # 0.
5 INES
3. A laide du changement de variable v = 2'/", montrer que f(z) ~ m(n",)l g(0).

Exercice 1362 [CENTRALE PC # 1339] Soit A €] — 1, 1[. On cherche les fonctions f € C!(R,R) solutions de (E) : Vz € R, f'(z) =
f(z) + f(A\x). a) Déterminer les solutions de (E) qui sont développables en série entiére. b) Déterminer les solutions de (E).

Exercice 1363 [CENTRALE PC # 1340] 1. Déterminer les valeurs de m € {0,1,2,3,4} pour lesquelles ’équation différentielle
xy"” + (x — 4)y’ — 3y = 2™ admet au moins une solution polynomiale.

2. Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinageqde 0 de I’équation différentielle xy” + (x-4)y’ - 3y = 0.
Exercice 1364 [CENTRALE PC # 1341] Soit f : 2 > f;/z cos(z sin(t))dt.

1. Montrer que f est de classe C? sur R et que, si 2 € R, xf”(x) + £'(x) + xf(x) = 0.
2. Trouver les solutions de I’équation différentielle xy” + y’ + xy = 0 qui sont développables en série entiére sur R.
3. Montrer que f est développable en série entiere sur R.

/2

4. En déduire la valeur de sin”(¢t)dt pour tout entier naturel n.

Exercice 1365 [CENTRALE PC # 1342] On donne fj;o et dt = /7. Soit f : R — R une fonction lipschitzienne.
Soit K : (z,t) E R X RT™* = \/ﬁ ~%r et U (x,t) e RxR™ = [ K(x —y,t)f(y)dy.
2
1. Montrer que, pour tout (z,t) € R x RT*, %(i (z,t) = %gg (z,t).
2. Montrer que, pour tout z € R, U(x, t) or f(z).
—

Exercice 1366 [CENTRALE PC # 1343] Soit n > 2. Soient A € S,/ "(R) et Y € R™ fixé. Soit ® : R* - R, X — (X, AX —Y).

1 1/2

12 1 ) etY = (1) Montrer que ¢ a un unique point critique et déterminer si ¢ admet un

1. On suppose que n=2, A = (

extremum local en celui-ci.

2. On revient au cas général. Montrer que ®(X) —
X [—+o0

Montrer que ® admet un minimum et que celui-ci est atteint en un unique point.
Exercice 1367 [CENTRALE PC # 1344] 1. Soit z € C\ R™. On écrit z = = + iy = re'? avec (z,y) € R%, r € RT™* et 0 €] — 7, 7.

Montrer que # = 2 arctan (
x4/ 22 4y?

) La formule # = arctan ( ) est-elle valable ?

1. Onnote D = R?\{(x,0) ,z € R™}. Trouver les fonctions f de classe C* sur D telles que, pour tout v € D, (u, V(f)(u)) = m
pour la structure euclidienne de R?.
Exercice 1368 [CENTRALE PC # 1345] Soit f : (z,y) — (z — y)® + 62y. a) La fonction f admet elle des extrema globaux sur R??

b) Montrer que f admet un minimum et un maximum sur D = {(z,y) € R?, 2? + y? < 1}. Déterminer ces extrema. c) Etudier les
extrema locaux de f sur R

3) Géométrie

Exercice 1369 [CENTRALE PC # 1346] On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit € = (¢1, £2) la base canonique de R2.
Soient Dy et D, les disques fermés de centres wy etwsy et de rayonsr; > Oetry > 0.Onpose f : (uy,uz) € Dy XDy +— | dete(ug, us)l.
a) Montrer que f admet un maximum. b) Soit (v1, v2) un point ot f atteint son maximum. Pour i € {1, 2}, montrer que v; appartient
au cercle de centre w; et de rayon 7;.
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4) Probabilités

Exercice 1370 [CENTRALE PC # 1347] Pour A > 0, soit Y), une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre \. a) Montrer
quil existe L1, Ly € Z[X] tels que, pour tout A > 0, E(Y)) = Li(\) et E(Y2) = La(\). b) Soit p € N*. Montrer qu’il existe
L, € Z[X] tel que VA > 0, E(Y}) = L,,(\).

Exercice 1371 [CENTRALE PC # 1348] On dispose de N piéces qui ont toutes pour probabilité p €]0, 1] de tomber sur Pile. Au premier
tour, on lance toutes les pieces et on ne conserve que les pieces qui sont tombées sur Pile pour le tour suivant. On recommence ainsi
I’expérience : on lance au tour n toutes les piéces tombées sur Pile au tour n-1. On note X,, le nombre de Pile obtenus au n-iéme tour.
On note U,, = (P(X,, = 0)---P(X,, = N))T. Déterminer une matrice A telle que, pour tout n, U, 11 = AU,,. La matrice A est-elle
diagonalisable ? Exprimer U,, en fonction de A et de Uj.

Exercice 1372 [CENTRALE PC # 1349] On effectue une infinité de lancers identiques et indépendants d’une piece. La probabilité
d’obtenir Pile est p €]0,1[. On note Y la variable aléatoire donnant le nombre de Face avant apparition du deuxiéme Pile. a) Donner
la loi de Y. b) Montrer que Y est d’espérance finie, la calculer. ¢) Soit k& € N*. On note Y}, la variable aléatoire donnant le nombre de
Face avant 'apparition du k-éme Pile. Déterminer la loi de Y.

Exercice 1373 [CENTRALE PC # 1350] Soit p €]0, 1[. On considére une piéce qui tombe sur Pile avec une probabilité p. On lance la
piece jusqu’a obtenir Pile pour la premiere fois. On note /N le nombre de lancers. On lance ensuite N fois la piéce et on note X le
nombre de Pile obtenus lors de cette deuxiéme série de lancers. a) Déterminer la loi de [V, la loi du couple (N, X), puis celle de X. b)
Soit A €]0, 1[. Soient U et V' deux variables aléatoires indépendantes telles que U ~ B()\) et V ~ G()). A quelle condition (portant
sur A\ ) a-t-on X ~ UV ? ¢) Quelle est 'espérance de X?

Exercice 1374 [CENTRALE PC # 1351] On lance deux piéces équilibrées n fois. On note A,, 'événement « on obtient autant de Pile
que de Face aprés le n-éme lancer ». On note p,, = P(A4,,). a) Montrer que ZZ:O (2)2 = (2:).— b) Déterminer p,,. c) Déterminer le
rayon de convergence et le domaine de définition de Y p,z™.

Exercice 1375 [CENTRALE PC # 1352] Soit p € N. On dispose de p+1 urnes numérotées de 0 a p contenant des boules rouges
et blanches. La proportion de boules rouges de 'urne numéro j est %. On choisit au hasard une urne, on effectue n tirages avec
remise dans cette urne et 'on note X, le nombre de boules rouges piochées. a) Loi et espérance de X,,. b) Pour k € [0, n], calculer
lim,_, ;oo P(X,, = k). Commenter.

Exercice 1376 [CENTRALE PC # 1353] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X ~ P(A\) et Y ~ G(p). On pose

M = (;( §) . a) Donner E(rg(M)). b) Déterminer ’espérance et la variance de la plus grande valeur propre de M.

XIV) Autres Ecoles - MP
1) Algebre

Exercice 1377 [IMT # 1354] Soient a et n deux entiers supérieurs ou égaux a a. Montrer que si a”1 est premier, alors a = 2 et n est
un nombre premier.

Exercice 1378 [IMT # 1355] Résoudre I'équation 2% + z + 1 = 0 dans Z/6Z et dans Z/7Z.

Exercice 1379 [IMT # 1356] Soit A € M3(R) telle que A% = 0 et A # 0.

0 0 1
Montrer que A est semblablea |0 0 0
0 00
Exercice 1380 [IMT # 1357] 1. Soientn € N*, u,v € L(R™) nilpotents et non nuls tels que wov = vowu. Montrer que rg(uov) <
rg(v).
2. Soient uy, ..., u, € L(R™) nilpotents et commutant deux a deux.

Montrer que u; 0 --- o u, = 0.

11

1 1)
J. En déduire les valeurs propres éventuelles de M. b) Trouver un polynoéme annulateur de M. Montrer que M est diagonalisable. c)
Déterminer les matrices M solutions.

Exercice 1381 [CCINP # 1358] Soit M € M;(R) telle que M?> + M = Jou J = ( a) Déterminer les valeurs propres de

Exercice 1382 [IMT # 1359] Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, ¢, d) € R* pour que

1 a b
la matrice [0 2 ¢ | soit diagonalisable.
0 0 d
—c 1 -1
Exercice 1383 [IMT # 1360] Pour tout ¢ € R, on considére la matrice A(c) = | 1 1—¢ 1
-1 -1 —c

1. La matrice A(c) est-elle diagonalisable ?

2. Trouver P € GL3(R) telle que la matrice P~ A(c) P soit triangulaire supérieure.

0 —a a® a
Exercice 1384 [IMT # 1361] Soienta >0etA=[1 0 —a|etu=|0
1 1 0 1
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1. Calculer Au. Que peut-on en déduire b) Calculer det(A). La matrice A est-elle inversible ?
2. Déterminer le spectre réel de A.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

1 1 eee oo 1
10 -+ --- 0
Exercice 1385 [IMT # 1362] Déterminer les valeurs propresde A = | © .| € M,(R).
10 0
1 1 0 0
Exercice 1386 [IMT # 1363] Soit A = S0 € M, (R). Déterminer les valeurs propres
oo e 0
10 --- 0 1

de A, ainsi que la dimension de ses sous-espaces propres.

Exercice 1387 [IMT # 1364] Soitn > 2. Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(C)aveca;; = —1sii > j,a;; = 1sii<jeta;; =0.Soit
J € M, (C) dont tous les coefficients sont égaux a 1. a) Soit A € C. Montrer que : P : x — det(\I,, AxJ) est polynomiale de degré
au plus 1. b) En déduire x 4. c¢) Etudier la diagonalisabilité de A.

Exercice 1388 [CCINP # 1365] Soient n € N* et A, B € R, [X] non nuls. On considére I'application f qui a P € R, [X] associe
le reste de la division euclidienne de AP par B. a) Montrer que f est un endomorphisme. Est-ce un automorphisme ? b) On note p le
degré de B et \1,..., A, ses racines.
« i) Montrer que 0 est valeur propre de f.
« ii) Soit @ € R* une valeur propre de f. Montrer qu’il existe ¢ € [1, p] tel que A(\;) = a.iii) L’endomorphisme f est-il diagona-
lisable ?
Exercice 1389 [IMT # 1366] Soit

. Pour quels réels a la suite (a™ A™),,en converge-telle ?
Exercice 1390 [IMT # 1367] Soient E un espace vectoriel de dimension finie et o # 0. Soient f, g € L(F) telles que foggo f = af.
a) Donner une expression simple de f™ o gg o f™. b) En s’intéressant a h — h o ¢ — g o h, montrer que f est nilpotente.

Exercice 1391 [CCINP # 1368] Soit A = (3) € M, (R).
I/ 1<i i<

La matrice A est-elle inversible ?

Trouver un polynéme annulateur de A.

Montrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Donner les sous-espaces propres de A.

Soit M € M,,(R) commutant avec A. Montrer que Ker(A) et Im(A) sont stables par M.

Exercice 1392 [IMT # 1369] Soient F = S, (R), A,B € E\{0}etf: M € E— Tr(AM)B.

ik B

1. Quels sont les éléments propres de £? L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
2. Onnote C = {k € Rt : YM € S,(R), Tr(f(M)?) < k Tr(M?)}. Montrer que C # () et déterminer son minimum.

Exercice 1393 [CCINP # 1370] Soit f € L(C"). a) On suppose que f2 est inversible et diagonalisable. A I'aide d’un polynéme
annulateur de f, montrer que f est diagonalisable. b) On suppose que f2 n’est plus inversible, que f2 est diagonalisable et que
Ker f = Ker f2. Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 1394 [IMT # 1371] Soit A € M,,(C) de rang 1. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si tr(A4) # 0.
Exercice 1395 [CCINP # 1372] Soit f € L(R?) vérifiant 2 + f = 0 et f # 0. a) Montrer que R® = Ker f @ Ker(f? + id). b)
Soit z € Ker(f? + id) non nul. Montrer que (x, f(x)) est libre. c) Montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de f est
0 0 O
0 0 1 |].d) Construire u € £(R?) tel que u? = f.
0 0 -1
Exercice 1396 [IMT # 1373] Donner toutes les matrices M de M., (R) vérifiant M® = M? et Tr(M) = n.

Exercice 1397 [DAUPHINE # 1374] Soient
ai,...,a, €K

0 O ay
et la matrice A = :

0 0 Ap—1

aj Ap—1 an
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On suppose a; et a, non nuls.

1. Pour K = R, montrer que A est diagonalisable et trouver ses valeurs propres.
2. Pour K = C, justifier que A n’est pas toujours diagonalisable avec un contre-exemple pour n=2.

Exercice 1398 [CCINP # 1375] Soit A € M,,(R) la matrice d’un projecteur de rang p € [1,n].

On pose
A 0
p=(3 %)

1. La matrice B est-elle diagonalisable ? Ind. On pourra calculer B3.

b ) Calculer les sous-espaces propres éventuels de B et donner leur dimension en fonction de n et p -
Exercice 1399 [NAVALE # 1376] On munit 'espace vectoriel M,,(R) du produit scalaire canonique.
Calculer la distance de la matrice M = (1)1<; j<n & 'espace F' des matrices de trace nulle.

Exercice 1400 [NAVALE # 1377] On munit
€°((0,1),R)

du produit scalaire (f, g) = fol f(t)g(t)dt.Onpose e : t +— 1, ep : t + t et F = Vect(ey, e3). Calculer la distance de @ : ¢ — ¢% &
lespace F'.

Exercice 1401 [IMT # 1378] Soient p,q € N* et M € M, ,(R). a) Montrer que, pour tout A # 0,\ € Sp(MM7T) +— X €
Sp(MTM). b) Montrer que, pour A # 0, les dimensions des espaces propres de M M7 et M7 M sont les mémes. c) Relier les
polynomes caractéristiques de M M T et de MT M.

Exercice 1402 [CCINP # 1379] On munit M,,(R) de son produit scalaire canonique. a) Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplé-
mentaires orthogonaux

1. Déterminer la distance de

0o 2 1
M=12 0 2
-1 -1 0
aS3(R).
Exercice 1403 [CCINP # 1380] On munit R” de son produit scalaire canonique, et on fixe v € R™ \ {0}. a) On pose H, = I,,,2%.

Montrer que H, € O, (R).b) Quelle est la nature de I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a H, ? c) Soient z,y € R™ \ {0}
tels que |[x|| = |ly||- i) Montrer que les vecteurs x y et = + y sont orthogonaux. ii) Montrer qu’il existe V' € O,,(R) telle que Vx =y.

Exercice 1404 [IMT # 1381] Soit E' I'espace des fonctions continues et 27 -périodiques de R dans R.- a) Montrer que 'application
quia (f,g) € E? associe (f,g) = 5= 027T fg définit un produit scalaire sur E. b) Déterminer le projeté orthogonal de = + sin?(z)
sur Vect(z — cos(z), x — cos(2x)).

Exercice 1405 [CCINP # 1382] On munit £ = R™ du produit scalaire canonique (, ). Soit A € M,,(R). On note u I’endomorphisme

de R™ canoniquement associé a A et w celui associé & A”. a) Montrer que : Vz,y € E, (u(x),y) = (x,w(y)). b) Montrer que, si un
1 -1 1

1 0 1

0 1 0

« i) Calculer y 4. Les matrices A et A sont-elles diagonalisables dans M., (R) ?

sous-espace F est stable par u, alors F'- est stable par w. ¢) On choisit ici A =

« ii) Déterminer les sous-espaces stables par u.

Exercice 1406 [NAVALE # 1383] Soit n > 2. Soit F' : (A, B) € M,,(R)? — tr(A) tr(B) tr(AB). On note E; ;, pour 1 < 4,5 < n, les
matrices élémentaires de M, (R). a) Calculer tr(E; j A) pour toute A € M,,(R) ettout (i, j) € [1,n]%.b)Soit A € M,,(R). On suppose
que VM € M, (R), F(A, M) = 0. Montrer que A = 0. ¢) Soit u un endomorphisme de M., (R). Montrer que, siv : M, (R) = M, (R)
est telle que : VA, B € M,,(R), F(u(A), B) = F(A, v(B)), alors v est linéaire. d) L’application F' définit-elle un produit scalaire ?

Exercice 1407 [IMT # 1384] Soit A € M3 (R) telle que A2 = AT avec A # 0. a) Trouver un polynéme annulateur non nul de A. b)

Lorsque 0 € Sp(A), trouver Sp(A) et montrer que A est orthogonalement semblable a la matrice <é 8) .

Exercice 1408 [CCINP # 1385] Soient E un espace euclidien de dimension n > 2 et f € S(FE). On note a (resp. b) la plus petite
(resp. la plus grande) valeur propre de f. a) Montrer que al|z||? < (f(z),z) < b||z||? pour tout x € E. b) Soit € R* tel que, pour
tout z € E, (f(x),z) < r||z||?. Montrer que b < 7. c) Soit k € R. On note A € M,,(R) la matrice définie par a;; = k, a; ; = 1 si
i =7 £ 1, a;; = 0 sinon. Montrer que la plus grande valeur propre de A est inférieure ou égale a k + 2.

Exercice 1409 [IMT # 1386] Soient E un espace euclidien et a,b € E unitaires et non colinéaires. On considére ¢ : & — (a,x) a +
(b, £) b. Montrer que ¢ est un endomorphisme autoadjoint et donner ses éléments propres.

Exercice 1410 [IMT # 1387] Soient E un espace euclidien de dimension n > 3 et deux vecteurs a, b de E non colinéaires. On
considére I'endomorphisme f : x € E +— (a,x) a+ (b, ) b. Déterminer Ker(f) et Im(f) puis montrer que f est autoadjoint.

Exercice 1411 [IMT # 1388] Soient M, N € S,/ (R). Montrer que : 0 < tr(MN) < (tr M)(tr N).
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Exercice 1412 [IMT # 1389] On munit M,,(R) du produit scalaire usuel. Soit A € S,,(R), de polynéme caractéristique noté x 4.
Montrer qu’il existe A1, ..., A\, € Rtels que x4 = [[(X — Ag) et

que [|A[]* = 375, AR
Exercice 1413 [IMT # 1390] Soient E un espace euclidien de dimension n et F' un sous-espace de dimension r € [1,n — 1]. Soit p le
projecteur orthogonal sur F. Onnote C = {f € S(E),po f = f op}.

1. Soit f € S(E). Montrer que f € C si et seulement si f(F) C F.
2. Soit f € ST(E). Montrer que f? = p si et seulement si f = p.
2) Analyse
Exercice 1414 [CCINP # 1391] On note E = C[X] et, pour P = Y, -, ar X",

| = SUPg>o lak|-
1. Montrer que |||| est une norme de E.

2. Soit b € C. On souhaite étudier la continuité de I’application f : P € E — P(b) € C. i) Montrer que, si |b| < 1, alors f est

continue.
—k
b Xk,

« ii) Etudier la continuité de f lorsque |b|=1 a I'aide des polynémes P,, = >, _,
« iii) Montrer que, si |b| > 1, alors f n’est pas continue.
Exercice 1415 [IMT # 1392] On munit £ = C°([0,1],R) la norme || - ||oo-
Si f € E, onpose u(f) : z € [0,1] — fol inf(x,t) f(t)dt. Montrer que u est un endomorphisme continu et calculer sa norme
subordonnée.
Upt1 = 2Up + U,
Exercice 1416 [IMT # 1393] Soient (ty)n>0, (VUn)n>0, (Wn )n>0 trois suites complexes. On suppose que, pour toutn € N, S v, 11 = uy, — vy, -
Wp41 = Up + Up
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (ug, vg, wo) pour que les trois suites convergent.
Exercice 1417 [IMT # 1394] Soient a, b, c € R. Pour n € N*, on pose u,, = aln(n) + bln(n + 1) + cln(n + 2). A quelles conditions
sur a, b, ¢ la série Y u,, converge-t-elle?

Exercice 1418 [IMT # 1395] On pose, pour n > 3, u,, = In % . Etudier la nature de la série de terme général u,, et calculer
n42n

sa somme en cas de convergence.

Exercice 1419 [IMT # 1396] Soit o : N — N telle que 0(3n) = 4n, 0(3n + 1) = 4n + 2 et 0(3n + 2) = 2n + 1 pour tout n € N.
_ ="

a) Montrer que o est bijective. b) On pose u,, = “— et v, = uy(,) pour tout n > 1. Montrer que les séries ) u,, et ) v, sont
convergentes, et calculer leurs sommes.

Exercice 1420 [IMT # 1397] 1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle m
+
2. Pour tout n € N*, on pose : u, = kzo?) k%

« i) Déterminer la nature de la série de terme général u,,.

« ii) Déterminer la nature de la série de terme général un%. iii) Déterminer la nature de la série de terme général (n u,, — 1)
Exercice 1421 [CCINP # 1398] On considére la suite (uy,),>o définie par ug €]0,7/2[ et, pour tout n € N, u, 41 = sin(uy,). a)
Montrer que la suite (u, ) converge et donner sa limite. b) Etudier la nature de la série > (t, 11y, ). En déduire la nature de la série
>~ ud. ¢) Etudier la nature de la série ) In (“= ). En déduire la nature de la série ) u2.

Exercice 1422 [CCINP # 1399] On se donne deux réels « et 8 vérifiant 0 < 5 < 1 < «. On pose, pour n € N*, R,, Zk il ka’

Sn =>4 # f:t I = gn a) Montrer que R,, est définie b) Donner un équivalent de R,, puis de S,,. Etudier la nature des séries
> pnet 3 (=1)"p

Ex?rcice 1423 [IMT # 1400] Soient @ > 0 et, pour n € N*, u, = > >0 | m a) Etudier la convergence de (uy,) en fonction de c.
b) Etudier la convergence de > u,, en fonction de «.

Exercice 1424 [IMT # 1401] Soit f € C°([0, 1], R) telle que, pour toutn € N, fol f(t) t™ dt = 0. Rappeler le théoréme de Weierstrass.
Prouver que f est nulle.

Exercice 1425 [DAUPHINE # 1402] Soit f : [0, 7] — R une fonction continue.

Montrer que lim,, 4o [ f(t)|sin(nt)|dt = 2 [ f

Exercice 1426 [IMT # 1403] Soient f,g € C°([0, 1], R). Pour n € N*, on pose S,, = % 22;11 (%) g (%)
etT, =1 ZZ;& f (%) g (’%rl) Déterminer les limites de (S,,) et (T),).

Exercice 1427 [NAvVALE # 1404] Justifier la convergence de

+o0 et
/ ira
0 xT
pour z > 0.

Exercice 1428 [NAVALE # 1404] sustiner to convergence de

/ Vit +xdzpourz >0
0
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Exercice 1429 [CCINP # 1405] On pose I = f+oo tsin(t)

Z11

f:v t|sm(t)|dt o

0o 241 4

1. Montrer que, pour tout
* +km) sin

neN*, J(nt) =70 o %de

Exercice 1430 [CCINP # 1406] Soit
fect(o,1],R

) telle que | f7(t)] t—’>\(‘)+ tg%
Déterminer un équivalent en 0" de F': x — fol |f/(t)|dt.

1. Déterminer un équivalent en

0" de F: m|—>f |f/(t)|dt. b) En déduire que x f(x) — 0.

z—0F
Montrer qua

converge

1. L’intégrale I est-elle absolument convergente ?

2. Montrer que

1
/ o
1
COnVerge.

Exercice 1431 [CCINP # 1407] Soit f : € [0,1] — 22(1 — x). Pour n € N*, soit f,, = fo--- o f (n fois).

1. Montrer que (f,,) converge simplement sur [0,1] vers une fonction g que 'on précisera.

La convergence est-elle uniforme ? b) Soit a € [0, 1/2]. Montrer que (f,,) converge uniformément sur [a,1 — a.

+oo sin(nz)

Exercice 1432 [IMT # 1408] On pose, pour xz € R, f(z) =) =0 =

cos™(x).

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est de classe C! sur |0, 7| puis calculer f’.

Exercice 1433 [IMT # 1409] Soit f : = — Z h—0 m Domaine de définition de f? Equivalent en 0 ?
Exercice 1434 [CCINP # 1410] On pose f : x Zn L€ v

1. Déterminer les domaines de définition et de continuité de

1. Déterminer la limite de f en +o0.
2. Déterminer un équivalent de f(x) quand x — 0.

Exercice 1435 [CCINP # 1411] Soit f : z — ZJrfO "”:11 Déterminer le rayon de convergence de f.

n=1 2n

Calculer
+oo t2n_ 1

2n—1

n=1

et en déduire f(z).
+oo  (n!)?

Exercice 1436 [IMT # 1412] Soit f : x +— ) (2n+1),x

1. Déterminer le rayon de convergence

R de f.b) Donner une expression de f(z) pour z €] — R, R].
Ind. Utiliser I(p, q) = fol tP(1 — t)9dt.
Exercice 1437 [IMT # 1413] On pose

w/4
an, :/ tan” (t)dt
0
pour tout n > 0.

1. Etudier la convergence de la suite (a,, )n>0.
2. Calculer a,, + ap2 pour toutn > 2.
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) a,,2™. On note f sa somme.
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4. La fonction f admet-elle une limite en 1~ ? e) Expliciter f.

Exercice 1438 [IMT # 1414] Pour toutn € N*, onpose : H,, = > ,_, k Déterminer le rayon de convergence
de
+oo
fize Z H,x"
n=1
et donner une expression de f(z).
Exercice 1439 [IMT # 1415] Pour tout n > 1, on pose a, = O+OO ﬁ
convergence de la suite (a,,),>1. ¢) Quelle est la nature de la série Y (—1)"a,, ? d) Déterminer le rayon de convergence de la série
entiére > a,z™
Exercice 1440 [CCINP # 1416] Soit F' : z f0+°° cos(xt?)etdt. a) Montrer que F est de classe C™ sur R. Calculer F(*)(0).b) La
fonction F’ est-elle développable en série entiére en 07?

Exercice 1441 [IMT # 1417] Soit, pourn € N, I,, = foe(ln t)"dt. a) Déterminer la limite de (I,,). b) Montrer que, pour tout n € N,
I41 = e(n + 1)I,. En déduire un équivalent de I,,.- ¢c) Donner un développement asymptotique a deux termes de I,,

a) Montrer que les a,, sont bien définis. b) Etudier la

Exercice 1442 [CCINP # 14138] 1. Montrer que lintégrale I,, = O+OO T ftﬁ)n est convergente pour tout n € N*.

2. Etudier la monotonie de la suite (I,,) et montrer qu’elle converge.
4n 1
I,.

3. Montrer que, pour tout n € N*, I,, 41 =

4. Etudier la convergence de la série Y In (4" 1) En déduire la limite de I,,.
5. On pose,pourn € N* etz > 0, f,(z) = m.

Etudier la convergence simple de la suite (f,,) sur RT. Y a-t-il convergence uniforme ?

1. Déterminer la limite de la suite (I;,) a 'aide du théoréme de convergence dominée.

Exercice 1443 [IMT # 1419] Soit a > 1. Pour tout n € N*, on pose : I,,(«) = O+OO %.

I,(«). b) Montrer la suite (I,,(c)),,>1 est convergente et préciser sa limite. c) Montrer que la série > < | (—1)" 11, () est une série
convergente et exprimer sa somme sous forme intégrale.

a) Vérifier la convergence de 'intégrale

Exercice 1444 [IMT # 1420] Soit, pour n € N*, I,, = 77/ 2 5;312((715)) dzx.
Justifier I'existence de I,,. Montrer que I,, ~ n [ oo smu&du
Exercice 1445 [IMT # 1421] Soit, pour n € N, I,, fo T + 177 dt. Déterminer la limite de (/,,), puis un développement asymptotique

a deux termes de I,,.

Exercice 1446 [IMT # 1422] Montrer que f0+ dp =51t 1

6219 ® n=0 (3n+2)2

Exercice 1447 [IMT # 1423] On admet que fR et dt = /2. a) Existence et calcul de I'intégrale fD 2ot gt pour tout n € N. b)
Existence et calcul de I'intégrale [, cos(tz)e_t2 dt pour tout z € C.

Exercice 1448 [IMT # 1424] Pour z € R, on pose f; : t € R™ — bhh(( RS a) Déterminer I'ensemble D des réels = pour lesquels
lintégrale fo (t)dt converge. b) Montrer I'égalité [ © fo(t)dt = :Lro% W pour tout z € D. c) Trouver un équivalent
de la somme quand x—1".

+2
Exercice 1449 [IMT # 1425] On pose, pour z € R, f(z) = = fo ~‘T dt. a) Montrer que f est de classe C*° et trouver une équation

différentielle vérifiée par f. b ) Montrer que f est developpable en série entiére et donner son développement.
Exercice 1450 [CCINP # 1426] 1. Soit z € R. Montrer que ¢ — e~*" ch(xt) est intégrable sur [0, +o0].

2. La fonction F' : x f0+oo e~ ch(wt)dt est-elle de classe C1?

3. On admettra que [ e~¥"/2dt = /27 Etablir une équation différentielle vérifiée par F'. Donner une expression simple de F'.
Exercice 1451 [IMT # 1427] On admettra que [, e~t/2dt = 2. Soit f ¢ x O+°° e~ cos(tx)dt. Préciser le domaine de
définition de f et exprimer f a aide d’une équation différentielle.

Exercice 1452 [IMT # 1428] Soit7 : z €] — 1, +-00[— fo — t2)dt. Montrer que 7 est bien définie et de classe C*.

Exercice 1453 [IMT # 1429] Soit F' : © +— f0+oo et Wdt. Montrer que F est de classe C! sur R et 'exprimer a I'aide des fonctions
usuelles.

Exercice 1454 [IMT # 1430] Soient E = C?(R,R), P (resp. Z ) le sous-espace des fonctions paires (resp. impaires) de E. a) Montrer
que E = P @ 7. b) Déterminer les f € E telles que Vx € R, f"(x) + f(—z) = = + cos(z).

. T . ., . —1/a> , . . .
Exercice 1455 [IMT # 1431] On considére I’équation différentielle zy’ + y = % a) Résoudre cette équation sur R* puis sur R.

b) Donner un développement limité d’une solution de I’équation différentielle a I’ordre 3 au voisinageqde 0.
Exercice 1456 [CCINP # 1432] 1. Soit f une fonction de R? vers R.
2. Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).
2y? .
it , 0,0
ii) Donner la définition de « f différentiable en (0,0) ».- b) On considére f : R? — R définie par f(z,y) = {gy w?+y? S% (z,y) # (0,0)
sinon.
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i) Montrer que f est continue sur R2. ii) Montrer que f est de classe C'* sur R2.

Exercice 1457 [IMT # 1433] Soit f : [a,b] — F ou E est un espace euclidien et a, b € R vérifient a < b. On suppose f continue sur
[a,b] et dérivable sur ]a,bl[.

Montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que || f(b) — f(a)|| < ||f(¢)]|(b — a). Ind. On pourra introduire ¢ : t — (f(¢), f(b) — f(a)).
Exercice 1458 [IMT # 1434] Soient K = {(z,y) € R?, 2,y > 0et0 < x+y < 1} et f: (z,y) € R? = 2y(1 — x — y). Montrer
que f atteint un maximum et un minimum sur K et les déterminer.

Exercice 1459 [CCINP # 1435] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soient v € S(R™) et f, g définies sur R™ par :
Ve € R™, f(z) = (u(z),z) et g(x) = ||z||*1. a) On pose K = g~ '{0}. Montrer que K est compact. b) Montrer que f|x admet un
maximum en a € K. c) Montrer que g est différentiable et calculer sa différentielle et son gradient en tout point. d) Montrer que f est
différentiable et calculer sa différentielle et son gradient en tout point. €) Montrer que a est un vecteur propre de u.

3) Probabilités

Exercice 1460 [IMT # 1436] Est-il possible de truquer deux dés a six faces de sorte que la somme obtenue pour un double lancer
suive une loi uniforme?

Exercice 1461 [IMT # 1437] Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On tire simultanément n boules et on note X le
nombre de boules blanches obtenues. Donner la loi de X. Calculer son espérance.

Exercice 1462 [CCINP # 1438] Lors d’une compétition de saut en hauteur, un participant saute a plusieurs reprises et, a U'instant n,
a une chance sur n de réussir son saut. S’il chute, la compétition s’arréte pour lui. On note X le nombre de sauts réussis. Quelle est la
loi de X ? Existence et valeur de E(X) et de V(X)?

Exercice 1463 [IMT # 1439] On considére une piéce ayant une probabilité p €]0, 1] d’obtenir pile et un dé équilibré a 6 faces. On
note IV le nombre de lancers nécessaires pour obtenir pile, puis on lance IV fois le dé. Quelle est la probabilité d’obtenir un unique 6
parmi les N lancers?

Exercice 1464 [IMT # 1440] Soit S la somme de N dés équilibrés a 6 faces, o N suit la loi uniforme sur [1,52]. Déterminer la
probabilité des événements (S=1), (S=2), (S=3). Calculer '’espérance de S.

Exercice 1465 [IMT # 1441] On joue des parties indépendantes d’un jeu ou la probabilité de gagner est de % Soit A,, 'événement «
les parties n et n+1 sont gagnées, mais ce sont les premiéres a étre gagnées consécutivement ». On note p,, = P(A4,,).

1. Calculer p; et po.
2. Montrer que, pour tout n € N*, p, 1o = %pn_,_l + %pn.
Exercice 1466 [IMT # 1442] On dispose de N coffres. Avec probabilité p, on place dans 'un des coffres un trésor (le choix du coffre

est effectué sous loi uniforme). Quelle est la probabilité que le N-iéme coffre contienne un trésor sachant que les N-1 autres coffres
sont vides?

Exercice 1467 [IMT # 1443] Soientn, N € N\ {0, 1}. On considére N clients et n fournisseurs. Chaque client peut choisir indivi-
duellement un fournisseur. On note X; le nombre de clients ayant choisi le fournisseur numéro 4. a) Pour tout ¢ € [1, n], déterminer
la loi, 'espérance et la variance de X;. b) On pose Y = (31, XZ-)Z. Exprimer E(Y") de deux manieres. ¢) Calculer E(X; X)) et
Cov(X;, X;) pour (i, j) € [1,n]2

Exercice 1468 [IMT # 1444] Soient X et Y indépendantes de loi géométrique de paramétre p €]0,1[. Calculer la loi de S=X+Y.
Déterminer la loi de X sachant (S=n).

Exercice 1469 [NAVALE # 1445] Soit (X;)1<i<n une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi géométrique de parameétre p €]0, 1[.
On pose X = min(X3,...,X,). Calculer P(X > k), en déduire la loi de X.

Exercice 1470 [IMT # 1446] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N2, dont la loi est donnée par P((X,Y) =
(4,k)) = %,ﬂ’;,kl pour tout (j, k) € N2 Calculer E (25Y).

Exercice 1471 [IMT # 1447] Soient X et Y deux variables indépendantes suivant la loi géométrique de para- métre p €]0,1[. On
pose D=X-Y et ] = min(X,Y’). a) Rappeler I'espérance et la variance de X . b) Déterminer la loi conjointe de (D, I). c) Préciser les lois
de D et I. Sont-elles indépendantes ?

Exercice 1472 [IMT # 1448] Soit (X}, )ren une suite de variables aléatoires indépendantes de lois données par P(X, = —k*) =
P(X, = k*) = 1,00 X €]0,1/2[. Pour n € N*, on définit S, = > ;_, X etY, = S”#L(S") a) Déterminer E(S,,) et V(S,,). b)
Donner un équivalentde u, = Y., k% ot o > 0.c) Enoncer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et déterminer lim,,_, o P(|Y,,| >
Q).

Exercice 1473 [ISUP # 1449] Soit X une variable aléatoire réelle d’espérance nulle et d’écart-type o. Montrer que, pour tous A, ¢4 > 0,

P(X > )\) < ZHS et P(X > \) <

2
el
X OFp) N\2to2-

XV) Autres Ecoles - PSI

1) Algebre

Exercice 1474 [IMT # 1450] Soit le polynéme P(X) = X* +aX? + X — 16, avec , 3 € C. Déterminer les valeurs de « et 3 pour
lesquelles le polyndéme P admet une racine triple.

Exercice 1475 [NAVALE # 1451] Soit A € M,,(R). Soit D4 = {M € M, (R), MT + M = Tr(M)A}. Caractériser le sous-espace
D 4 et déterminer sa dimension.
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Exercice 1476 [IMT # 1452] Soient A, B € M,,(R) telles que A*> = B? = I,, et AB = -BA.
1. Montrer que A et B sont inversibles et diagonalisables.
2. Montrer que n est pair, puis que A et B sont semblables.

Exercice 1477 [CCINP # 1453] Soit A = (ai j)i<ij<n € Mn(R). Pour € R, on pose A(z) = (a;; + )i<i,j<n- On note
D(z) = det(A(x)).

-3 2
2. Montrer que D(x) est un polynéme en x de degré au plus 1.

1. On donne A = ( 1 4). Calculer D(x).

3. Dans le cas oli a;; = a, a;,; = bpour ¢ > j et c pour i < j, calculer det(A).
Exercice 1478 [ENSEA # 1454] On souhaite déterminer les suites (ay,)neN, (bn)neN €t (¢n)nen vérifiant la relation de récurrence
Ant1 =3 an + by
suivante : < b, 1 =3 b, + ¢, a) Ecrire le systéme sous la forme X,,.; = AX,,. En déduire X,, en fonction de A et de Xo. b)
Cny1 =3¢

Calculer, pour tout n, A™.

1. Conclure.
Exercice 1479 [IMT # 1455] Soienta € CetU € C[X|nonnul. Onpose f : P +— P+P(a)U.a)Montrer que f est un endomorphisme
de C[X]. b) Montrer que Ker(f) C Vect(U). ¢) Montrer qu’il y a égalité si et seulement si U(a) = -1. Que vaut le noyau de f sinon?
Exercice 1480 [CCINP # 1456] 1. Enoncer le théoréme du rang.

2. On considére I’énoncé suivant :

« Soient E et F deux espaces et u € L(E, F'). Alors u injective < u surjective. » Quelles hypothéses suffit-il de rajouter pour que cet
énoncé soit vrai? Donner des contreexemples pour illustrer I'importance de ces hypothéses.- ¢) Démontrer que ces hypothéses sont
en fait équivalentes & Yu € L(E, F'), u injective < u surjective.

Exercice 1481 [CCINP # 1457] On considére F un espace vectoriel de dimension finie, p, ¢ € L(E)? tels que p + ¢ = idetrrg(p) +
rg(q) < dim(FE). a) Montrer que Im(p) ® Im(g) = E b) Montrer que p et ¢ sont des projecteurs.

Exercice 1482 [IMT # 1458] 1. Rappeler la définition de deux matrices semblables.
2. Soit A une matrice non inversible et non nulle.

« i) Montrer que A est semblable 4 une matrice A’ de premiére colonne nulle.

ii) Montrer qu’il existe (i, j) dans {1,...,n}? tels que A’E; ; = E; ;A' = 0, ou E; ; est la matrice avec des zéros partout, excepté un
1 sur la i-éme ligne et la j-éme colonne.

« iii) En déduire qu’il existe B non nulle telle que AB = BA = 0.

1. Etudier la réciproque de la propriété précédente.
Exercice 1483 [IMT # 1459] 1. Soit A € M,,(C). Montrer que det(A) = det A.
2. Soient A, B € M,,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.

Exercice 1484 [CCINP # 1460] Soient E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Pour k € N on note K; = Ker(u") et
I, = Im(uk). a) Si u est injectif, que peut-on dire que [, et K}, ? b) Montrer que Vk € N, I;11 C I et K C Kj41. c) On suppose
que u n’est pas injectif.
« i) Montrer qu’il existe p € [1,n] tel que I,41 = I, et Kp1q = K.
« ii) Montrer que Vk € N, K, 11, = Kp et I, = 1.
« iii) En déduire que F = Ker(u?) ® Im(uP).
1 cee 1

Exercice 1485 [NAVALE # 1461] Soit M = : : € M, (R). La matrice M est-elle diagonalisable ?

Exercice 1486 [NAVALE # 1462] On note

i1
A= ((9 )) € My (R)
1= 1)) 1<ij<nst

. i—1 .. .
, avec comme convention que (Z_l) =0si?>j.
1. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donner son inverse.

b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Donner ses espaces propres.

Exercice 1487 [NAVALE # 1463] Soit A € M,,(R) telle que a; ; = 1sii=1oui=mnouj=1o0uj=n et0 sinon Déterminer les
éléments propres de A.
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Exercice 1488 [IMT # 1464] Soit f : P € R,[X] — (X2 — 1)P’ — nX P. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] et
déterminer ses valeurs propres.

Exercice 1489 [CCINP # 1465] Soient E un espace vectoriel de dimension finie, f et g dans L(E).

1. Soit A une valeur propre non nulle de f o g. Montrer que A est valeur propre de g o f.
2. Méme question lorsque A = 0.
3. Que peut-on en déduire sur les spectres de fogetgo f?

Exercice 1490 [IMT # 1466] Soient

(a,b) € R?
1 10 0
0 b a O
etA=1o 4 b 0
00 1 1

1. A quelles conditions sur a et b, la matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Ces conditions étant vérifiées, déterminer une base de vecteurs propres de A.

1 a b
Exercice 1491 [IMT # 1467] SoitA= |0 1 ¢
0 0 -1

1. Calculer le spectre de A et son polynéme caractéristique.
2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c, pour que A soit diagonalisable.

. ‘2

J o

Exercice 1492 [CCINP # 1468] Soit A= [ j 42 1
.2 .

o1 g

1. i) Déterminer les valeurs propres de A.

ii) La matrice A est-elle diagonalisable ? iii) Calculer la dimension du noyau de A. b) Soit @ : X € M3(C) — AX A. i) Déterminer les
valeurs propres de ®. ii) L’endomorphisme ® est-il diagonalisable ? iii) Déterminer son image.

Exercice 1493 [IMT # 1469] Soientn > 2 et E = M,,(R). On définit f : M € E > tr(M). a) Déterminer le rang de f. En déduire
que F = Ker(f)® Vect(I,,).b) On définitg : M € E — M +tr(M)I,,. Montrer que g est diagonalisable. c) Soit J € E de trace nulle.
On définit h : M € E — M + tr(M)J. Le polyndme caractéristique de h est-il scindé ? L’endomorphisme / est-il diagonalisable ?
Exercice 1494 [CCINP # 1470] Soit X € M,, 1(R). Onpose A = X XT'. a) Déterminer le rang et le spectre de A. b) Exprimer y 4 ()
en fonction de \ et X. ¢) Montrer que det(l,, + XX7) =1+ XTX.

Exercice 1495 [IMT # 1471] Soient f et g dans £(C?) tels que f o g = go f. On suppose que f n’est pas une homothétie.- a) Montrer
que les sous-espaces propres de f sont stables par ¢. b) On suppose f diagonalisable. Montrer que ¢ est diagonalisable et qu’il existe
(o, B) € C? tel que g = aid +f3f.

Exercice 1496 [IMT # 1472] Soit f € L(R?) tel que f3 + f2 + f = 0. On suppose que f n’admet aucun polyndme annulateur non

nul de degré inférieur ou égal a 2. a) L’endomorphisme [ est-il diagonalisable? b) Montrer que rg(f) = 2. ¢) Montrer que Im(f) C
Ker(f? + f +1d) puis que R® = Ker(f) ® Ker(f2 + f + id). d) Soit o non nul dans Ker(f? + f + id). Montrer que la famille (x,

0 0 O
f(x)) est libre. €) Montrer qu’il existe une base de R® dans laquelle f a pour matrice {0 0 —1
01 -1
-1 4 0
Exercice 1497 [IMT # 1473] On considére A = 0 1 0].a)Déterminer le spectre de A. Montrer que A est semblable a
1 0 3

une matrice diagonale D que l'on explicitera. b) Montrer que toute matrice commutant avec D est une matrice diagonale. c) Soit
P(X) = X7 + X + 1. Identifier les matrices M telles que P(M) = A.

3 -3 6
Exercice 1498 [CCINP # 1474] Soient A= | 1 -1 2 | € M3(R) eta € L(R®) canoniquement associé a A. a) Montrer que
-1 1 =2
0 00
Im(a) C ker(a).b) Déterminer une base de Im(a) et ker(a). c) Montrer que A est semblablea [1 0 0
0 00

Exercice 1499 [CCINP # 1475] Soit a € C*. On pose A = (a'™772);<; j<,. a) Si @ € R, montrer que A est diagonalisable. b)
Déterminer le rang et le spectre de A. c¢) Pour quelles valeurs de o € C*, la matrice A est-elle diagonalisable ?

0 a

Exercice 1500 [CCINP # 1476] 1. Soienta,b € Ret A = (b 0

) € M5 (R). Donner une condition nécessaire et suffisante pour

que A soit diagonalisable.

2. Soient (eq,...,e2,) la base canonique de R?, ay,...,az, € Ret f € L(R?) dont la matrice dans cette base est A =
(@i,j)1<i,j<2p OU G; 2p+1—; = @, les autres coefficients étant nuls.
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« i) Représenter la matrice A.
« ii) Montrer que le sous-espace E; = Vect(e;, ea,11—;) est stable par f.- iii) Montrer que f est diagonalisable si et seulement
si tous les induits fg, sont diagonalisables.

+ iv) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

3. Que peut-on dire en dimension impaire ?
Exercice 1501 [CCINP # 1477] Soit f : M € M,,(R) — M M™Y. a) Montrer que f est un endomorphisme de M., (R). b) Déterminer
son noyau et sa dimension; est-il inversible ? ¢) Montrer que f est diagonalisable et déterminer ses sous-espaces propres. d) Montrer
que dim S, (R) = %
A B
0 A)
a) SiU,V € M,(C) sont semblables et si R € C[X], montrer que R(U) et R(V) sont semblables. b) Soit P € C[Y] Exprimer P(M)
an fonction de P(A) P’(A) at P(A) b) Soit P € C[X]. Exprimer P(M) en fonction de P(A), P’(A) et B. ¢) On suppose B nulle et A
diagonalisable. Montrer que M est diagonalisable. d) Si A € C n’est pas valeur propre de A, justifier que A — AI, est inversible. €) On
suppose M diagonalisable. Montrer que B est nulle et A diagonalisable.
Exercice 1503 [IMT # 1479] Soient A, B € M,,(R) telles que AB BA = A. Soit f : X € M, (R) — XBBX. a) Montrer que f est
un endomorphisme de M., (R). b) Montrer que Yk € N*, f(A*) = kA*. c) En déduire que A est nilpotente.
Exercice 1504 [CCINP # 1480] Soit £ = {A € S,,(R), A3 +4A%+5A = 0}.a) Soit A € £. Est-ce que A est diagonalisable ? Justifier.
b) Quelle relation peut-on écrire entre les racines d’un polynéme annulateur de A et ses valeurs propres? ¢) Déterminer 'ensemble
des matrices de €.
Exercice 1505 [CCINP # 1481] Soient n € N* et A € M,,(R). a) On suppose A32A42 + A2I,, = 0. Montrer que A est inversible et
exprimer son inverse en fonction de A. b) On suppose A2 + A + 2I,, = 0. Montrer que n est pair. ¢) On suppose A3 + A? + 24 = 0.
Montrer que rg(A) est pair. C) On suppose A + A + 2A = 0. Monther que Ig(A) est pair.
Exercice 1506 [CCINP # 1482] Soient n € N* et A € M,,(R) telle que A>A% + AI,, = 0. a) Soit P un polynéme annulateur de A.
Quel est le lien entre les racines de P et les valeurs propres de A ? b) Déterminer det(A). c) Montrer que tr(A) € N.

Exercice 1507 [ENSEA # 1483] Trouver les matrices M € M3(R) qui vérifient tr(M) = 3 et M = M?.
Exercice 1508 [CCINP # 1484] Soit M € M., (R) vérifiant (P) : M3 —4M = 0 et Tr(M) = 0.

Exercice 1502 [CCINP # 1478] Soit n € N*. On considére A et B dans M,,(C) telles que AB = BA et on pose M =

1. Montrer que les valeurs propres de M sont racines de X3 — 4.X.
2. Caractériser les matrices vérifiant (P).

Exercice 1509 [CCINP # 1485] 1. Soit A € M,,(R). Que peut-on dire de det(A) s’il existe B € M,,(R) telle que B> = A?
24a 2 1+4a
2. Soienta € Ret A=|3—a 3 3—a].Calculer det(A). En déduire une condition
-2 -2 -1
pour qu’il existe B € M, (R) telle que B>
1. Désormais a > 0. Déterminer les éléments propres de A puis donner une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles
que A= PDP~ L.
2. Désormais a # 1 et a # 3. Montrer que, si M est telle que M? = D alors MD = DM. Déterminer les matrices M telles que
M? = D. En déduire les matrices B telles que B2 = A.

Exercice 1510 [IMT # 1486] Soient A, B € M,,(R) avec A symétrique et les valeurs propres de A positives ou nulles. On suppose
que AB + BA = 0.

1. Montrer que, pour tout « valeur propre de A, et pour tout vecteur propre X associé a o, on a ABX = 0.
2. En déduire que AB =BA = 0.

Exercice 1511 [NiIL # 1487] Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E). Soit P un polyndme annulateur de w.
On suppose que 0 est une racine simple de P.

1. Caractériser la condition sur P al’aide de ses coefficients.
2. Montrer que le noyau de u et celui de u? sont égaux.
3. Démontrer que, si u est nilpotent, alors u est nul.
Exercice 1512 [CCINP # 1488] Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, e = (ey,...,e,) une base de F,v € E \ {0}
et f € L(E) tel que f(ey) = -+ = f(e,) = v. Déterminer le rang de f et son éventuelle diagonalisablilité.
Exercice 1513 [IMT # 1489] Soient n € N* et A € M,,(R) diagonalisable. Montrer que (Tr(A))? < rg(A) Tr(A?).
Exercice 1514 [CCINP # 1490] Soient E un C -espace vectoriel et U € L(E).

1. On suppose que U est diagonalisable. Montrer que U? est diagonalisable.

2. Montrer que la réciproque est fausse en donnant un contre-exemple.

3. Soit A € C*. Montrer que : ker(U? — \2id) = ker(U — \id) @ ker(U + \id).

4. Montrer que si U est un automorphisme alors la réciproque de la question a) est vraie, c’est-a-dire que U? diagonalisable implique
U diagonalisable.
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5. Montrer que, si U est diagonalisable, alors, pour tout polynéme @), Q(U) est diagonalisable.

6. On suppose qu’il existe () dans C[X] tel que Q(U) est diagonalisable et que Q’(U) est bijectif. Montrer que U est diagonalisable.
Exercice 1515 [CCINP # 1491] Soit u € L(E) avec E un espace vectoriel sur un corps K de dimension n, vérifiant u3 = u?, u # id,
u? #uetu? #0.

1. Montrer que Sp(u) C {0,1}.

2. Montrer qu’il existe un vecteur x € E, x # 0, tel que u(x) = 0. Que peut-on en déduire ?

3. Montrer de méme que 1 est une valeur propre de u.

4. Montrer que F = ker(u?) @ Im(u?) et que Im(u?) = ker(uIdg). e) Soient p = dim(ker(uid)), r = dim(ker(u)) etg=npr.

Montrer qu’il existe

~

p

une base de F dans laquelle la matrice de u est de la forme ou A une matrice quelconque.

0
0
0

oo

0
0
Exercice 1516 [CCINP # 1492] Soient A € M, (C) et ® : M € M, (C) — AM € M, (C). a) Vérifier que ¥ est un endomorphisme
de M,,(C). b) Montrer que, pour tout k& € N et pour tout M € M,,(C), ®*(M) = A¥M. c) Montrer que P € C[X] annule A si et
seulement s’il annule ®. d) En déduire que A est diagonalisable si et seulement si ¢ 1’est. €) Montrer que A et ¢ ont le méme spectre
(on s’intéressera aux colonnes de M). f) On suppose A diagonalisable et on note (X7, ..., X,,) une base de vecteurs propres de A.
Exprimer une base de vecteurs propres de ® en fonction de X7, ..., X,,.

Exercice 1517 [CCINP # 1493] Soit F un K -espace vectoriel. a) Soit (u,v) € L(E)?. Soit A € K*. Montrer que si A est valeur propre
de u o v alors A est valeur propre de v o u. b) Montrer que le résultat est vrai pour A = 0 en dimension finie. c) On se place dans
E = R[X] et on considére u,v € L(E) tels que VP € E,Vz € R,

w(P)(z) = /0 " p(t) at

et v(P)(x) = P'(z). Déterminer uov, vou. Montrer que 0 est valeur propre de I'un de ces deux endomorphismes mais pas de l'autre.

Exercice 1518 [CCINP # 1494] Soit o I'application qui a P € R3[X] associe le reste de la division euclidienne de X?P par X4 — 1. a)
Prouver que ¢ est un endomorphisme de R3[X]. b) Donner la matrice A de ¢ dans la base canonique de R3[X]. La matrice A est-elle
diagonalisable ? Ind. On pourra calculer A2. c) Donner le spectre de . d) Donner les sous-espaces propres de (. e) La matrice A est-
elle inversible ? Si oui, donnez son inverse. f) L’endomorphisme ¢ est-il un automorphisme de R3[X]? g) Que représente la matrice A
géométriquement ?

A A . .

0 A€ Mo, (R). a)Soient A, B € M,,(R) deux matrices semblables
et P € R[X]. Montrer que P(A) et P(B) sont semblables. b) Calculer M* pour k € N*.- ¢) Exprimer P(M) en fonction de A, P(A), P’(A).
d) En déduire que si M est diagonalisable alors A l'est aussi. €) Démontrer que si M est diagonalisable alors A est nulle.

Exercice 1520 [CCINP # 1496] Soit A € M,,(R) telle que A?5A + 61,, = 0. a) Citer deux conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une matrice carrée réelle soit diagonalisable. b) Montrer que A est diagonalisable et que Sp(A) C {2,3}. On notera D une matrice
diagonale associée. c) Soit f : M € M, (R) — DMMD. Montrer que f est un endomorphisme et que f est diagonalisable. Ind.
Ecrire M et D sous forme de matrices par blocs.

Exercice 1521 [IMT # 1497] Soit A € M,,(R). On suppose que A¥* — B.a) Montrer que B?> = B.b) On suppose A diagonalisable

k——+o0

sur R avec p valeurs propres distinctes. En utilisant une division euclidienne, montrer que, pour tout & € N, A* € R,_1[A]. ¢) En
déduire que B € R,,_1[A]. d) Caractériser géométriquement B a I’aide des sous-espaces propres de A.

Exercice 1522 [CCINP # 1498] 1. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2. Soit (z1,...,z,) € (RT*)" tel que Y./ ; ¥; = 1. Montrer que ;" ;| - > n?

Exercice 1523 [IMT # 1499] Soit £ = R,,[X] muni de (P, Q) = Y_;_ axby, ou les ay, (resp. by, ) sont les coefficients de P (resp.
de Q). On admet qu’il s’agit bien d’un produit scalaire sur E. a) Soit H = {P € E, P(1) = 0}. Montrer que H est un sous-espace
vectoriel de E' et en donner la dimension. b) Déterminer la distance de X a H. c) On prend n=3. Donner une base orthonormée de H.

Exercice 1519 [CCINP # 1495] Soient A € M, (R) et M = <

Exercice 1524 [CCINP # 1500] Soient E un espace euclidien de dimensionn et (e, . . ., e,,) une famille quelconque de E. On suppose
que pour tout z € E, ||z]|? = 31, (z,e;)*

Montrer que (eq, ..., e,) est une base orthonormée de FE.

Exercice 1525 [IMT # 1501] Pour P, @ € Rz[X], on pose p(P, Q) = P(0)Q(0) + P'(1)Q’'(1) + P"(2)Q"(2). a) Montrer qu’il s’agit
d’un produit scalaire. b) Déterminer une base orthonormée de Ro[X]. c) Calculer d(X? + X2, R;[X]).

Exercice 1526 [CCINP # 1502] 1. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le cas d’égalité.

2. Montrer que : V(x,y) € R?,Vt € R, \7% < V1412

+t
3. Montrer que Sup(, ,)cr2\{(0,0)} % =1+

Exercice 1527 [ENSEA # 1503] 1. Montrer que I'application (4, B) = Tr (A" B) définit un produit scalaire sur I'espace vectoriel
M, (R).

2. Soit M = FEj 5 + E5 3. Déterminer la projection orthogonale de M sur le sous-espace vectoriel S, (R).
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Exercice 1528 [CCINP # 1504] Soit F I'’ensemble des fonctions continues sur [-1,1]. Pour toutes fonctions f et g dans F, on pose
1
<f7 g> = f_l f(t)g(t)dt'

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur E. Dans la suite, on munit E de ce produit

scalaire. b) Soit FF = {f € E:Vx € [0,1], f(z) =0} et G={g € E: Vx € [-1,0],g9(z) = 0}.
Montrer que F' et G sont des sous-espaces de E orthogonaux et en somme directe. c) Sont-ils supplémentaires dans E ?

1. Montrer que G C F*.
2. Le but de cette question est de montrer que G = F*. Soit ¢ € F*.
3. On définit f,, € F par la fonction nulle sur [0,1], g(0) sur [-1,-1/n] et affine sur [-1/n, 0]. Calculer (f,, g) puis montrer que
g(0) f31 g(z)dx = 0.
ii) En considérant la fonction nulle sur [0,1] et égale & = — g(x)g(0) sur [-1,0], montrer que g € G.
Exercice 1529 [IMT # 1505] Soient (E, (,)) un espace euclidien, « un vecteur non nul de E et H<: \/;ect(u)l-. On note p le projecteur

orthogonal sur H et s la symétrie orthogonale par rapport & H. a) Montrer Va € E,p(z) = x32%u. b) Montrer Va € E,s(x) =

fll

x2 ffu’“g u. ¢) On se place dans R® muni de sa structure euclidienne canonique. Soit H = {(z,y, 2) € R3 2 — y + 2z = 0}. Ecrire la

matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale s par rapport a H.

Exercice 1530 [NAVALE # 1506] Soient E un espace euclidien et f € L(FE). On dit que f est une similitude vectorielle s’il existe
v € O(E) et A €]0,+00[ tels que f = Av. a) Montrer que, si f est une similitude vectorielle, alors f conserve I'orthogonalité. Soit
g € L(FE) tel que g conserve l'orthogonalité. b) Si a,b € E sont unitaires, calculer (a + b, ab). ¢) Montrer que ¢ est une similitude
vectorielle. Conclure.

Exercice 1531 [IMT # 1507] On munit R” euclidien de sa structure euclidienne canonique. Soit M € GL,,(R) telle que MT = M?3.
On pose N = M*.- a) Montrer que N est symétrique. b) Montrer que, pour tout X dans E, on a (NX, X) > 0. c) Montrer que
N3 = N. d) En déduire que M est orthogonale. e) Pour n=2, déterminer toutes les matrices M qui vérifient I'équation initiale.

Exercice 1532 [IMT # 1508] Soient (E,(, )) un espace euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux. Soient f = pogop
et g = q o poq. a) Montrez que f et ¢ sont des endomorphismes auto-adjoints a) Montrez que f et g sont des endomorphismes
auto-adjoints.b) Montrer que f et g sont positifs. ¢ ) Montrer que f et g ont les mémes valeurs propres non nulles. d) Montrer que
ker(f) = ker(q o p) et que ker(g) = ker(p o q). €) Démontrer que f = g si et seulement si p et ¢ commutent.

Exercice 1533 [ENSEA # 1509] On se place dans R munit de sa structure euclidienne orientée canonique.

Soient 77 un vecteur unitaire et 6 un angle. a) Montrer que la rotation ¢ d’axe orienté Vect(7?) et d’angle 6 est définie par :

Vil € R®, ®(i) = cos(0)ii + (1 — cos(0)) (i, i) 7i + sin(0) (77 A ).
1
1. Donner la matrice de ® dans la base canonique pour § = % et 71 = % 1
1
e

Exercice 1534 [IMT # 1510] Soient A € M,,(R) et B = A+ AT. On suppos
antisymétrique.

Exercice 1535 [IMT # 1511] Soient E un espace euclidien et f € L(E) tel que Vz € E,(f(z),x) = 0. a) Montrer que E =
Ker(f) @ Im(f) et Ker(f) L Im(f). On pourra considérer la quantité

qu’il existe k € N* tel que B* = 0. Montrer que A est

1. On note g 'endomorphisme induit par f sur Im(f). Montrer que g € GL(Im(f)). c) Montrer que, pour tout A € R*, g — Aid €
GL(Im(f)).

Exercice 1536 [IMT # 1512] 1. Montrer que, si A € M,,(R) alors S = AAT est symétrique positive.

2. $i S € S, (R), montrer qu’il existe A € M,,(R) telle que S = AAT.
Exercice 1537 [IMT # 1513] Soient (E, (,)) un espace euclidien et u € L£(E). Soient les trois propositions suivantes : i) u € O(E),
ii) u? = —id, iii) Vo € E?, (u(x),z) = 0. Montrer si 'on suppose deux propositions vraies, alors la troisiéme est vraie.
Exercice 1538 [CCINP # 1514] Soit M € My (R) telleque MTM = MM7T et M*+21I5 = 0. a) Justifier que M T M est diagonalisable.
b) Déterminer les valeurs propres de M 7T M. c) Montrer que %M € O3(R). d) Déterminer I’ensemble des matrices vérifiant les
hypotheses.
Exercice 1539 [IMT # 1515] Soient A € M,,(K) etu : M € M, (K) — MTr(M)A.- a) Montrer que u est un endomorphisme. b)
Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonalisable? ¢) On prend A = I,, et K = R.
Montrer que u est autoadjoint pour le produit scalaire canonique de M, (R). Répondre d’une autre maniére a la question b).

Exercice 1540 [NAVALE # 1516] Soient (E, (,)) un espace euclidien et u,v € O(F). a) On suppose que u + v = 2 id. Montrer que u
= v = id. b) On suppose qu’il existe m € L(E) telle que umu~* + vmv~! = 2m. Que dire de u, vet m?

1 2 -~ n
2.0 - 0

Exercice 1541 [CCINP # 1517] Soientn >3et A= | . . .| € M,(R).
n 0 0
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1. Déterminer le rang de A. En déduire la dimension de ker(A). La matrice A est-elle diagonalisable ? En déduire la dimension du
sous-espace propre associé a la valeur propre nulle.

2. Montrer que VX € R”, XTAX < maersp(A)()\)XTX.

3. Montrer qu’il y a égalité dans I'inégalité précédente si et seulement si X est nul ou est un vecteur propre associé a la plus grande
des valeurs propres.

4. Montrer que les valeurs propres de A sont 0, A et 1\, ou A désigne la plus grande valeur propre de A.
Exercice 1542 [IMT # 1518] Soient (E, {,)) un espace euclidien, (e, ..., e, ) une base orthonormée de E. a) Soit f € L(E). Montrer
que tr(f) =Y p_,(f(ex), ex). b) Soient f, g € ST(E). Montrer que 0 < tr(fog) < tr(f) tr(g). c) Soit f € STT(E). Déterminer les
g € ST(E) tels que tr(f o g) = tr(f) tr(g).

2) Analyse
Exercice 1543 [CCINP # 1519] Soit £ = C2([0,1],R).Si f € E, on pose Ny(f) = fol |f(t)|dt,

1 1
v =| [ rwal+ o
0 0
1 1 1
No(f) = / £(t) dt’ + / 7t dt’ + / £(#) dt’ .

0 0 0
Soit f : & — sin(27x). Calculer No(f), N1(f) et Na(f).
Montrer que /V; est une norme. Est-ce que Ny est une norme ?
Montrer que, pour toute f € E, il existe ¢ € [0,1] tel que f(c) = [~ f(t)dt.
Montrer que Vf € E,Ni(f) < No(f). Existe-t-il une fonction f non identiquement nulle telle que N1(f) = No(f)?- e)
Existe-t-il C' > O tel que Vf € E, No(f) < CNy1(f)?

Lol

Exercice 1544 [IMT # 1520] Soient F un espace préhilbertien réel, F' un sous-espace de E. On suppose que I'adhérence de F est
égale i E. Soient v € E \ F* unitaire et G = {v}. a) Soient (v,y) € F? et z = (z,v)y(y, v)x. Montrer que z € F N G. b) Montrer
que tout élément de G est limite d’une suite d’éléments de F N G.

Exercice 1545 [IMT # 1521] Soit (E, (,)) un espace euclidien. On fixe k € [0, 1], et on considére I'ensemble : F' = {f € L(E);Vz €
E,||f(z)|| < k||x||}. a) Déterminer I’ensemble F lorsque k=0. b) Vérifier que I’application identité id n’appartient pas a F'. ¢c) Montrer
que F' n’est pas un sous-espace vectoriel de L(E). d) Montrer qu’il existe une norme sur L(E) telle que F est une boule fermée pour
cette norme.

Exercice 1546 [IMT # 1522] Soient E et F' deux R -espaces vectoriels normés et f : £ — F. a) Montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
« i) f est continueena € F,
- ii) pour toute suite (x,,) telle que x,, — a,ona f(z,) — f(a).
On suppose ici que E = F = Ret que f : R — R est continue. On suppose de plus que Va,b € Q,a < b = f(a) < f(b).
Va,b € Q,a < b= f(a) < f(b).b) Montrer que f est croissante sur R. c) Montrer que f est strictement croissante sur R.
Exercice 1547 [IMT # 1523] 1. Pour n € N*, montrer que I’équation 2™ + z1/n1 = 0 posséde une unique solution dans [0, 1],
que lon note z,,.
2. Déterminer la limite de (z,)neNn=-
3. Que dire de la nature de la série de terme général x,, ?
Exercice 1548 [IMT # 1524] Pour n > 2, soit f,, :  + na® + n%x2. a) Pour n > 2, montrer que I’équation f,(z) = 0 posséde
une unique solution dans ]0,1[. On la note u,,. b) Déterminer les variations de (uy,)nen. Montrer que (uy, )nen admet une limite £ et
la déterminer. c) Déterminer un équivalent de u,, ¢ lorsque n tend vers +oc.
Exercice 1549 [ENSEA # 1525] 1. Pour n € N*, montrer que I’équation zeV?® = \/n admet une unique solution z,, € R™.
2. Déterminer la limite de la suite (x,,).

3. Déterminer un équivalent de x,, quand n tend vers +oc.

Exercice 1550 [IMT # 1526] Déterminer la nature de la série de terme général %

Exercice 1551 [NAVALE # 1527] On pose, pour n € N, U,, = fo% tan(t)"dt.- a) Donner une relation entre U, ;2 et U,. b) Donner un

. _1\k
équivalent de U,, en +00. ¢) Etudier la série de terme général (—1)"U,. d) Montrer la convergence de la série ZZ;’B (%21 et calculer

Sa somme.

Exercice 1552 [CCINP # 1528] Soit « > 1. Pour n € N, on pose R, (a) = z:(xll k% a) Montrer que lim,,_, ;oo R, () = 0. b)
1
Montrer que R, (a) oo TaDET

Exercice 1553 [IMT # 1529] 1. Montrer que : Vo > —1, Vk € N, (1 + 2)* > 1 + kx. b) Pour n € N*, on pose z,, =

n 1 1\ k
Y k—0% (1 — ﬁ) . Donner un encadrement de x,,.

. - t
2. i) Montrer que la série Z::é (% . %) converge.
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« ii) En déduire un équivalent de x,, lorsque n — oo.

Exercice 1554 [IMT # 1530] Etudier la nature de la série de terme général u,, = sin (7‘(\/ n2 + 1)

n

Exercice 1555 [IMT # 1531] Etudier la nature de la série de terme général u,, = ¢ (1 + ;) .

Exercice 1556 [IMT # 1532] Etudier la nature de la série de terme général u,, = %

Exercice 1557 [CCINP # 1533] Etudier la nature de la série de terme général u,, = (—1)”M.

n
Exercice 1558 [CCINP # 1534] Soit (uy)nen définie par up € [0,7/2] et, pour n € N u,q1 = sin(u, ). a) Montrer que (up)nen
converge et déterminer sa limite. b) Montrer que ) u3 converge. ¢) Montrer que (u,; —u ~2) converge. d) Donner un équivalent de
Up.
Exercice 1559 [CCINP # 1535] 1. Enoncer le critére spécial des séries alternées.
2. Pour n € N*, on pose u,, = cos (mn?In (1+ 1)).

Montrer que u,, = = 1) T4+0 ( ) ¢) En déduire la nature de la série Y u,.

Exercice 1560 [IMT # 1536] Déterminer la nature de I'intégrale fo (eq% — 1) dx.

B
T ln(T) :

Exercice 1561 [ENSEA # 1537] Etudier, en fonction des paramétres réels « et 3, U'intégrabilité sur [2, +oo[ de z
Exercice 1562 [CCINP # 1538] On pose [ = +°° sin’ (t) dt.

1. Justifier la convergence de I.
2. Montrer V¢ € R,sin?(t) = 3 sin(¢) 1 sin(3t).

400 sin (t) dt — 3z sin t) dt.

3 7 limg o+ f
4. Soitg:t € R* — m;# Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.
5. Calculer I.

Exercice 1563 [CCINP # 1539] 1. Etablir pour n € N lexistence de I,, = f:oo et dt.
2. Déterminer la nature des séries I, et Y nl,.

3. Montrer que |,

Exercice 1564 [NIL # 1540] Soit f : 2 > 0 — fj:o In (iﬁ) dt. a) Justifier I'existence et la continuité de f sur R*. b) Montrer que

f est dérivable sur |0, +00] et calculer f’. ¢) Que peut-on dire de f* en 0?
Exercice 1565 [NAVALE # 1541] Pour n € N*, onpose f, : z €]0,1[— > _, % I %tdt. Etudier la convergence de la suite (fy,)n>1-

Exercice 1566 [ENSEA # 1542] Pour n € N*, soit f,, : € [0,1] — % a) Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1]
de la suite (f,,). b) Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 1] de (f},).

2
Exercice 1567 [NIL # 1543] Pourn € Netz € R, onpose f,(z) = {15 siz > Oet fo(z) = 5 si z < 0. a) Montrer que
(fn) converge uniformément sur R vers une fonction que 'on précisera. b) Montrer que les f,, sont dérivables sur R et étudier la

convergence de (f/).

Exercice 1568 [CCINP # 1544] Pour n € N*, soit f, : * € RT* m a) Donner le domaine de définition de f = Z —o fn-b)
Donner le domaine de continuité de f. c) Déterminer les variations de f. d) Démontrer 'existence de z¢ > 0, tel que : Va > x¢,Vn >
2, fn(x) < 3e~"%.e) Montrer que f(x) ~ m quand z tend vers +o0.

+oo e2n+lx

Exercice 1569 [IMT # 1545] Soit f : x> > '~ [CTESVER

C? sur son domaine de définition. c) En déduire une expression de f sur son domaine de définition.

a) Déterminer 'ensemble de définition de f.b) Montrer que f est de classe

Exercice 1570 [NAVALE # 1546] Soit .S : x — Iz % a) Déterminer le domaine de définition de .S. b) Donner une expression
de S al’aide des fonctions usuelles.

Exercice 1571 [CCINP # 1547] Pour n € N*, soitu,, : = — 1:2(112'(7?_&) Soit S = Z+ 1 Un. a) Déterminer le domaine de définition D
de S.b) Montrer que S est continue sur D. c) Montrer que la série > u!, converge uniformément sur D. On s’aidera d’une comparaison
série-intégrale. d) Montrer que S est de classe C'* sur D.

Exercice 1572 [CCINP # 1548] Soient a>0 et ¢ une fonction continue sur I=[-a,a]. On suppose qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que
Vo € I, |o(x)| < c|z|. On cherche I'ensemble des fonctions f continues sur I telles que f(0)=0 et Vz € I, f(x) — f(z/2) = (). a)
Montrer que S :  — Zn “o ¢(x/2™) est définie et continue sur 1. b) Montrer que S est I'unique solution du probléme. ¢) On suppose
que ¢ est de classe C! sur I. Montrer que S est dérivable sur I.

Exercice 1573 [IMT # 1549] Pour n € N on note 2z, = (1 4 4)™. a) Calculer le module et un argument de z,,. b) Montrer que la
fonction = — e” cos(x) est développable en série entiére sur R. ¢) En notant e” cos(z) = Zzi% Se2"™, montrer que, pour tout n € N,
an € N.

Exercice 1574 [CCINP # 1550] Soit Y a,,z™ une série entiére de rayon R. On note R’ le rayon de la série

entiére > b,2", ou Vn € N,b, =
R’ = max(1, R).

Exercice 1575 [IMT # 1551] Soit u; € Ret, pour toutn > 1, up 41 = %e‘“". a) Donner la nature de la suite (uy,),en. b) Déterminer
le rayon de convergence de la série entiére > u,2". ¢) Sur quel ensemble la somme de cette série entiére est-elle définie ?

%. a) Montrer que R’ > max(1, R). b) Si R’ > 1, montrer que R’ = R. ¢) Montrer que
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Exercice 1576 [CCINP # 1552] Soit, pour n € N, a,, = fo (Ht ) .Soit f 1 x — E:i% a,x". a) Montrer que la suite (an)nen

est convergente et déterminer sa limite b) Montrer que > (—1)"a,, converge c) Montrer que, pour tout n, a, > 2n 7- d) En déduire
le rayon de convergence R de f. e) Montrer que, pour tout n, (2n + 2)a,+1 = 1 + (n + 1)a,. f) Montrer que f est solution d’une

équation différentielle que I’on déterminera.
Exercice 1577 [CCINP # 1553] Soit (a,,) définie par ap = a1 = let Vn € N, any2 = ant1 + ;5. a) Montrer que (a,,) est

strictement positive. b) Etudier sa monotonie. c) Montrer que la série Y (a1 1a,) diverge. Quelle est la limite de (a,,)? d) Quel est le
rayon de convergence de la série entiére S : x — Z::{) a,x" ? e) Montrer que S est solution de (x-1)y’ + (x+1)y = 0. En déduire S. f)

Montrer que a, = Y, (G 1 (n — k + 1). g) Déterminer un équivalent de a,, en +o0.

Exercice 1578 [CCINP # 1554] Pour tout n € N*, on pose I,, = f0+°o ?:7(;12 dx. a) Justifier existence de I,,. b) Montrer que

1/3 (o —1/3 ) o
jloo %dt. c) Montrer que la suite (J,,) ad;_net pour limite K = f0+
o _dt

de la suite (7,,).d) A I'aide d'un changement de variable, montrer que K = f s

In = =2z Jn, o0 J, = dt. En déduire la limite

1+t3

1. Montrer que 2K = f+oo Lt =

1+¢3 f

Jo1+t33V3 f) En déduire un équivalent de I, lorsque n — +oc.

Exercice 1579 [IMT # 1555] Soient« € Retn € N. Onpose J,, = IW/Q cos(t)" sin(¢ )O‘dt a) Etudier I'existence de .J,,. b) On suppose
sin (t)*

;lélos(t)
théoréme utilisé, donner la limite de (K,).

Exercice 1580 [IMT # 1556] 1. Soit n € N. Montrer que 'intégrale f0+°o

+oo dt
0 T+t24tmet*

a>2etonposeg:t— Montrer que fo t)dt existe. c) On pose K, fo (t) cos(t)™dt. En rappelant les hypothéses du

dt . ..
T oo converge. b) Existence et calcul de la limite

de (up) ot u, =

Exercice 1581 [NAVALE # 1557] Pour n € N, on pose [,, = +O° de Montrer que I,, est défini pour tout n et déterminer la
limite de (I,).
Exercice 1582 [IMT # 1558] On pose, pour n € N*, U,, = O+OO n(sfjr(mQ)dx a) Montrer que, pour tout n € N*, I'intégrale U, est

bien définie. b) Etudier la convergence de la suite (U, ),>1.

Exercice 1583 [NAVALE # 1559] Prouver la convergence de I'intégrale I = O+OO sz At et en donner une valeur explicite.

Exercice 1584 [IMT # 1560] Pour toutn € N,onpose [,, = f:oo x™e~*dx. a) Existence et calcul de I,,. b) Montrer fo cos(y/z)e Tdx =
+oo !
n—o(—1)" @1

Exercice 1585 [CCINP # 1561] On note I l'intégrale | ! Wdt. a) Montrer que I est bien définie. b) Montrer que ¢ +—

In(1—1t2) est développable en série entiére ; préciser le developpement et son rayon c) Pourn € N*,onpose f,, : t — —%tQ"_Q In(¢).
Montrer : fol fa(t)dt = d) Montrer que > fo t)dt. En déduire I = 3720 2

m n=0 n(2n—1)2"
« e) Déterminer a, b, c € R tels que Vn € N* ,m = % + m + m.
1. Montrer que 3, (}LG 1) =23 F 1)n

Exercice 1586 [CCINP # 1562] Soit a € RT*.

7T2 7T2
= % . Montrer que / = —41In(2) +

1. On admet que 7> 5.

n=0 n2
. s 1
2. Montrer que I'intégrale suivante est définie : |, 0 H_%dt.

+oo (="

s . P 1 . 1
3. Montrer que 'intégrale suivante est définie et calculer sa valeur : jo t™*dt. c) On souhaite montrer que fo #dt =D n=0 naiT-

« i) Est-il possible de le montrer grace a une intégration terme a terme en montrant la conver-

gence uniforme ? ii) Est-il possible de le montrer grace a une intégration terme a terme en montrant la convergence de la série des
intégrales? d) Que se passe-t-il poura=1eta=2?

Exercice 1587 [CCINP # 1563] Soit f : z €]0, 1[— 1;1(%1) Onpose I = fil f(z)dz. a) Montrer que f est prolongeable par continuité
en 1.b) Soit g : t — f(1 — t). Montrer que g est développable en série entiére en 0; préciser le

iii) Est-il possible de le montrer en montrant que I'intégrale du reste tend vers 0?

71_2

rayon de convergence. c) Calculer I en admettant que Zn 1 n2 =%

Exercice 1588 [IMT # 1564] Onnote f : t — 1 In (1+t> a) Montrer Pexistence de I = fo t)dt. b) Exprimer f sous la forme d’une

2
série et calculer J, en sachant que Y | -5 = %.

Exercice 1589 [CCINP # 1565] Soient k& € N et n € N*. On pose : [}, ,, = f;roo tke=ntdt et a,, = I,, .- a) Déterminer la limite de
(1 — %)n lorsque n — +00. b) Montrer que I'intégrale I, ,, est bien définie. c) Calculer explicitement I}, ,, en fonction de k et de n.

d) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,,2". e) Etudier la nature de la série > a,e™. f) Etudier la nature de la
série > (—1)"an,e™. g) Montrer que, pour tout x €] — R, R|, Zn 0 anT" f(;LOO L.
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400 arctan(zt)

Exercice 1590 [IMT # 1566] Soit f : z — [, T +t2

classe C'! sur D et exprimer f” sans symbole d’intégrale. b) En déduire la valeur de fo lngl”da:.

Exercice 1591 [IMT # 1567] Soit f : x € RT* +OO 1515:22

Montrer que (1) = 0. d) Donner une expression expllclte de f.

) dt. a) Déterminer le domaine de définition D de f. Montrer que f est de

dt. a) Montrer que f est bien définie. b) Montrer que f est continue. c)

Exercice 1592 [IMT # 1568] Soit g : * € RT* f0+oo e”%dt. a) Montrer que ¢ est bien définie b) Trouver la limite de g en
+00. Ind. Montrer : Vt € RT, sin(t)? < 2. ¢) Montrer que q est de classe C! sur R**. d) Calculer g’(x) pour = > 0 et trouver g.

- 2
Exercice 1593 [CCINP # 1569] Le but est de calculer I'intégrale A = fj e~ du. On pose 1) : « € Rt f+oo %dt. a)
Montrer que 7 est définie et continue sur R*. b) Montrer que ¥ est de classe C L sur R**. ¢) Calculer (0) et déterminer la limite de

en +o0o. d) Montrer que, pour tout z > 0, ¢’(x) = —Ae — . e) Montrer que w dx = —2A2. En déduire la valeur de A.
G que, p q

e—t_e—2t)o—at
Exercice 1594 [IMT # 1570] Soit F' : z €] — 1, +-00[— f0+oo %dt.

1. Montrer que F' est bien définie sur | — 1, 4-00].
2. Montrer que F est de classe C'! sur ] — 1, +00] et calculer F’.
3. Montrer que F' admet une limite en 4-oc et la donner.

dt

Exercice 1595 [SAINT-CYR # 1571] Soit f : x > f Ht,

Calculer F(x) pour tout z > -1.

Déterminer 'ensemble de définition Dy de f.

Montrer que f est continue puis de classe C! sur Dy.

Conjecturer a I'aide de Python la valeur de f(2). Prouver cette conjecture.

ik W=

Etudier la monotonie de la fonction f sur son domaine. e) Calculer les limites de f en 17 et en 4o0.
Exercice 1596 [IMT # 1572] Soit F : z — [ sin(a sin(t))dt.
1. Montrer que F est de classe C LsurR.

2. En déduire la limite de z > £ ) lorsque x tend vers 0.

Exercice 1597 [CCINP # 1573] Soient f : x — fo e Hrdtetg: x> fom In(f(¢))dt. a) Montrer que f est définie et continue sur
RT.

1. Trouver une relation entre f(x) et f(x-1). ¢) Montrer que g est dérivable et calculer g’.
2. Nature de la série Z 1)71

Exercice 1598 [IMT # 1574] Soit f : x € R — f+°° Cloi(t”gé)z dt.

1. Montrer que f est bien définie. La fonction f est-elle paire ? continue ?

2. Montrer que f est de classe C'*°.

3. Démontrer : Vo € R, f'(z) = §
f.

Exercice 1599 [CCINP # 1575] Soit f : x f ‘ﬂt)

+00 cos(xt)
0 1+t2

dt. d) Déterminer une équation différentielle linéaire du second ordre satisfaite par

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. Montrer que f est continue sur D.
3. Pour tout x € D, montrer que 1z € D et que f(1 x) = f(x). d) Soit i : = +— fl t;rtl
4. Montrer que h est continue sur |0, +00[.- i) Pour tout = € D, prouver f(z) = h(1 — z) + 2h(1 + z).

iii) Donner un équivalent de f en chaque borne de D.

Exercice 1600 [IMT # 1576] Soit f : = — O+OO ﬁ a) Déterminer le domaine de définition D de f. b) Montrer que f est

continue sur D.c) Donner des équivalents de f aux bornes de D.
Exercice 1601 [IMT # 1577] Trouver les f € C°(R,R) vérifiant Vo € R, f(z fo t)dt = 1.

Exercice 1602 [CCINP # 1578] Soit (E) '’équation différentielle : /22y = (—Qxl) . a) Soit I'équation différentielle homogéne y’
+ a(x)y = 0, ou a est une fonction continue sur R. Montrer que I’ensemble des solutions est {2 )\e_A(x), A € R}, ou A est une
primitive de a. b) Résoudre 1’équation (E).

Exercice 1603 [CCINP # 1579] Soit (E) 'équation différentielle (22 + )y + (3x + 1)y’ —|— y = 0. a) Déterminer une solution de (E)
développable en série entiére au voisinageqde 0. b) En déduire que la fonction f : z +— 17— +m est solution de F. c¢) Trouver une autre

u(x)

14z

Exercice 1604 [ENSEA # 1580] On considére 'équation différentielle 22y’ (x) + y(x) = x. Soit h : © € RT* fax %e‘l/tdt. a)

Montrer que h est bien définie. b) Montrer que I'ensemble des solutions de (E) sur R** est {x + A\e? + h(x)e”, A € R}. c) Montrer
—1 oo v

que, pour tout = > 0, h(z) = ze™ = [~ =
henOT.

solution de (E) indépendante de la premiére a I’aide du changement d’inconnue y(z) =

du. Ind. Effectuer le change- ment de variable ¢ = d) En déduire un équivalent de

_x
1+uz .
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-1 —4
1 3
2’ = —xdy + sh(t)
y = x + 3y + tet.
Exercice 1606 [IMT # 1582] 1. Soit a € R. Résoudre x” + ax = 0.b) Résoudre

Exercice 1605 [CCINP # 1581] Soit A = ( ) a) La matrice A est-elle diagonalisable ? b) Trigonaliser explicitement A. c)

Résoudre le systeme différentiel {

2 =2y+2
" =2x —z
2=z +y

Exercice 1607 [CCINP # 1583] Soit f : (z,y) — xe¥ + ye*.

1. Montrer que f n’admet pas d’extremum.

2. Qu’est-ce qu'un point critique ? Quel est le rapport entre point critique et extremum ?
1
3. Montrer que, si (x, y) est un point critique de f, alors y + ¢”v = 0.

4. Prouver que f admet un unique point critique (2, yo) € Z2.

Exercice 1608 [IMT # 1584] Soit 7' = {(x,y) € R2 : 2 >0,y >0, 1 —x —y > 0}. Soit f : (v,y) € T — xy/T—z — y. a)
Montrer que f admet un minimum et un maximum sur 7. b) Déterminer ces extrema.

Exercice 1609 [IMT # 1585] Trouver les plans tangents a la surface d’équation z2 + y2 + 22 + 42 + 6y — 2z = 1, qui sont paralléles
au plan d’équation z + y + z = 0.

3) Probabilités

Exercice 1610 [IMT # 1586] Soit p € [0, 1]. On lance une piéce, dont la probabilité de tomber sur pile est p. Soit X la variable aléatoire
qui compte le premier instant ou on obtient pile, Y celle qui compte le second. a) Donner la loi de X et celle du couple (X,Y). b) En

déduire la loi de Y. ¢) On note Z = . Donner E(Z).

Exercice 1611 [CCINP # 1587] On lance une piéce équilibrée, les lancers sont supposés indépendants. On note Y le nombre de
lancers nécessaires pour obtenir le premier pile et X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir la séquence pile-face pour la
premiére fois. a) Déterminer la loi de Y et son espérance. b) Déterminer la loi conjointe de (XY). c¢) En déduire la loi de X. d) Calculer
pour z €] — 1, 1], :i% n(n — 1)z" 2. e) Calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 1612 [CCINP # 1588] On lance un dé a 6 faces, équilibré, un certain nombre de fois. On note X; la valeur du i-éme
lancer. a) Déterminer la probabilité que X; # Xs. b) Quelle est la probabilité que, pour tout ¢ dans N, X; = X;? c¢) On note
N = inf{i € N, X; # X;}. Déterminer la loi de N.

Exercice 1613 [IMT # 1589] On note, pour toutn > 1, p,, = a\”™ la probabilité qu’une famille ait exactement n enfants, ou 0 < A < 1
et (1 + a)\ < 1. La probabilité d’avoir un garcon est ¢ = 1 - p, o p €]0, 1] est la probabilité d’avoir une fille.

1. Calculer la probabilité qu’une famille n’ait aucun enfant.

2. Soit z €] — 1,1[. Calculer >0 WER

3. Calculer la probabilité qu'une famille ait exactement k garcons.

4. Calculer la probabilité qu’une famille ait au moins deux garcons, sachant qu’elle en a au moins un.

Exercice 1614 [NIL # 1590] Une entreprise vend deux produits, notés A et B. Les commandes sont passées par téléphone, chaque
appel étant indépendant des précédents. La probabilité qu’a un appel le produit A (resp. B) soit commandé est 2/10 (resp. 8/10). On
note X 4 (resp. Xp ) la variable aléatoire donnant le nombre d’appels consécutifs nécessaires pour obtenir une premiére commande
du produit A (resp. B). On note L la variable aléatoire donnant la longueur de la premiére « ligne d’appels », c’est-a-dire le nombre
d’appels consécutifs qui commandent un méme produit a partir du premier appel. Par exemple, si la suite d’appels est AAABAABB,
alors X4 = 1, Xp = 4 et L =3.a) Déterminer laloi de X 4, donner une expression de P(X 4 = n) pourn € N*.Justifier que X 4 admet
une espérance et une variance, et les calculer. b) Méme question pour la variable X g. ¢) Déterminer P(X4 =n+ 1,L = n). d) En
séparant les cas selon la nature du (n+1)-iéme appel, calculer P(L = n), et vérifierque P(L =n) = 0.8 P(X4 =n)+0.2P(Xp = n).
e) Justifier que la variable L admet une espérance, et la calculer. f) Les variables X 4 et X sont-elles indépendantes ? g) Les variables
X 4 et L sont-elles indépendantes ?

Exercice 1615 [CCINP # 1591] On considére une urne contenant b > 2 boules rouges et v > 2 boules vertes.
A chaque tirage, on préléve une boule avec remise, avec une probabilité de p € [0, 1].

On effectue une suite infinie de tirages indépendants. a) Soit X le rang d’apparition de la premiere boule verte. Déterminer la loi
de X, ainsi que son espérance. b) Soit X» le rang d’apparition de la deuxiéme boule verte. Déterminer la loi de X ainsi que son
espérance.

Exercice 1616 [NAVALE # 1592] Un conciergeqposséde n clés et souhaite ouvrir une porte. On suppose qu’une seule clé du trousseau
permet de I'ouvrir. a) A chaque essai infructueux, il écarte la clé utilisée. Quel est le nombre moyen de tentatives avant qu’il arrive a
ouvrir la porte ? b) Méme question, en supposant qu’a chaque tentative il remet la clé utilisée avec les autres.

Exercice 1617 [IMT # 1593] Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) et G(q), ou p, ¢ €]0, 1. a)
Déterminer P(Y > k) pour tout & € N.- b) Déterminer P(Y > X).
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Exercice 1618 [IMT # 1594] Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur un méme espace probabilisé. On suppose
que X ~ P(A\) etY ~ P(u). a) Montrer que Z = X + Y suit une loi de Poisson dont on déterminera le paramétre. b) Montrer que la
loi de X sachant (Z = n) est binomiale et déterminer ses parametres.

Exercice 1619 [CCINP # 1595] Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de paramétre p €]0, 1].
On note Z = min(X,Y). a) Donner la loi de X, son espérance et sa variance. b) Calculer P(X > 2). ¢) Soit n € N*. Calculer P(X > n).
d) Calculer P(Z > n).

Exercice 1620 [CCINP # 1596] Soient A\ > 0 et p €]0, 1[. Soient X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre X et
Y telle que, pour tout n € N, la loi de Y sachant (X = n) est la loi binomiale de paramétres n et p. a) Déterminer la loi conjointe du
couple (X, Y). b) Déterminer la loi de Y.c) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? d) Déterminer laloide Z = X Y.
Exercice 1621 [CCINP # 1597] Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires  valeurs dans N?. On suppose que Vk,n € N%, P(X =
kY =n)= (Z) 2%p(l —p)"oup € [0, 1] est fixé. a) Déterminer la loi de Y. b) Donner le développement en série entiére de z — ﬁ

. +oo (n\,.n—k _ 1
Montrer que : ) .~ (k)x = [A=a)Fri

1. En déduire la loi de X.
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 1622 [NAvaLE # 1598] Soient (X, Y) un couple de varlables aléatoires, avec X a valeurs dans {1, 2},
Y avaleursdans NetVi € {1,2},Vk e NN P(X =i, Y =k) =

1. Déterminer la valeur de q.

2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

3. Déterminer 'espérance de Y.
Exercice 1623 [IMT # 1599] Si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, on appelle taux d’'arrét de X la suite (x,,)pen définie
par Vn € Nyz, = P(X = n|X > n).a) Soit Y de loi donnée par Vn € N*, P(Y = n) = m Vérifier qu’il s’agit bien
d’une distribution de probabilités sur N*, puis déterminer le taux d’arrét de Y.- b) Si (2, )nen est le taux d’arrét de X, montrer que
VneN,P(X >n)=][_, 1(1 — 21). ¢) On suppose que X est de taux d’arrét constant. Déterminer la loi de X et son espérance.
Exercice 1624 [IMT # 1600] Soient X, X des variables aléatoires indépendantes suivant la loi binomiale B(n,p). Soit M =

()gl ; ) a) En utilisant deux maniére d’écrire (1 + X)?", montrer que > ,_, (2)2 = (2:) b) Quelle est la probabilité que
2

M soit diagonalisable ?
Exercice 1625 [IMT # 1601] Soient p € [0,1] et A > 0. Soient X ,Y,Z trois variables aléatoires indépendent

X 0o --- 0 Y

0o Z . 0 0
dantes telles que X ~ G(p),Y ~ G(p), Z ~ P(A). Soit M,, =

0o 0 . Z 0

Yy 0 --- 0 X

Déterminer la probabilité que M,, soit dans S, (R).

Exercice 1626 [IMT # 1602] On considére la suite (Pn)nen définie par : Py = 1, P, = X et, pour tout n dans N, P10 =

%(X P,+1+ P,). a) Montrer que P, définit une fonction génératrice d’une variable aléatoire X,,. b) Exprimer E(X,,) en fonction de

n. ¢) Déterminer la variance de X,.

Exercice 1627 [NAVALE # 1603] Soit X une variable aléatoire telle que Yk € N*, P(X = k) = £-L. a) Vérifier par le calcul que
£3 P(X = k) = 1. b) Donner la fonction génératrice de X. Quel est son rayon de convergence ? c) La variable X admet-elle une

espérance finie ? Si oui, que vaut-elle ?

Exerc1ce 1628 [CCINP # 1604] Soient r € N* et z € R avec [x| < 1. a) Donner le développement en série entiére de ;= puis celui

de =07 T), b) Soit p €]0, 1. On pose q=p-1 et Yk € N*, p;, = (’H_Z 1) p"¢*. Montrer que P(X = k) = pj, définit une probablhte. c)

Calculer la fonction génératrice de X. d) En déduire ’espérance et la variance de X.

Exercice 1629 [IMT # 1605] Soient A €]0, 1[et k € N.a) Montrer quelasérie ., -, (7)(1—A)"~* converge et déterminer sa somme.

Ind. Utiliser la série entiére ), x".

1. Soit X}, une variable aléatoire telle que P(X), = n) = (7)(1 — A)" " *A*!sin € Navecn > k.
« i) Déterminer la fonction génératrice de X ; en préciser le rayon de convergence.

« ii) Montrer que X, est d’espérance finie et la calculer.

Exercice 1630 [IMT # 1606] 1. Calculer lafonction génératrice, puis ’espérance, d’une variable aléatoire suivantlaloi/ ({0, ..., n}).

2. Peut-on trouver deux variables aléatoires X; et Xo a valeurs entiéres, indépendantes et de méme loi telles que X; + Xo ~
UHo,...,n}H?

Ind. Par indépendance de X; et Xo,ona Gx,+x, = Gx,Gx,.
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XVI) Autres Ecoles - PC
1) Algebre
Exercice 1631 [CCINP # 1607] Soit P = (X +1)7 — X7 — 1. Montrer que j est racine de P et déterminer sa multiplicité. Factoriser

P dans C[X].

Exercice 1632 [CCINP # 1608] Soit A € M3 (R). Soit f : M € M3(R) — AM. Vérifier que f est linéaire. Montrer que f est
bijective si et seulement si A est inversible. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable

Exercice 1633 [CCINP # 1609] Soit A € M,(C) telle que rg(A) = 2 et A% = 0.

0 0
Exercice 1634 [CCINP # 1610] On admet que ’on définit une norme sur M,,(C) en posant, pour A €

Montrer que Im(A) = Ker(A) et que A est semblable a (‘{)2 5) ) ou Jy = <0 1>'
2

M, (C), ||A]| = max Z la; j|, i € [1,n] 7. Onpose p(A) = max{|A|, X € Sp(4)}.

j=1

1
0
2. Soient A, B € M,,(C). Montrer que ||AB|| < ||A]| x ||B]|.

3. Soient A € Sp(A) et X = (1 ---x,,)T un vecteur propre associé.

1. Soit A = < 16_,!—9 Z) avec § € R. Calculer || A et p(A).

Montrer que, pour tout i € [1,n],

Allzi] < S04 Jag2:]. En déduire que p(A) < [|A]]
1. On suppose A diagonalisable. Montrer que lim,,_, ., AP = 0 si et seulement si p(A) < 1.
Exercice 1635 [CCINP # 1611] Soit n > 2. Une matrice M € M, (R) est dite orthodiagonalisable (resp. orthotrigonalisable) s’il

existe une matrice orthogonale P telle que P7 M P est diagonale
(resp. triangulaire supérieure). Soit A € M,,(R).

1. Montrer que si A est orthodiagonalisable, alors A est diagonalisable.

2. i) Montrer que A est orthodiagonalisable si et seulement si A est symétrique. ii) Donner un exemple de matrice de M,,(R)
diagonalisable et non symétrique.

3. Soit M € M, (R) inversible. On note (uy,...,u,) le systéme de ses vecteurs colonnes. On munit M,, 1(R) de son produit
scalaire usuel.

« i) Montrer qu’il existe une base orthonormée (v1, ..., v,) telle que

J

Vj S {17. . ,n}7uj = Z<Uj,1}i>1}i.

i=1

ii) Montrer qu’il existe () orthogonale et R triangulaire supérieure telles que M = QR. d) Soit A € M,,(R). Montrer que A est
orthotrigonalisable si et seulement si A est trigonalisable. e) Que dire d’'une matrice antisymétrique et trigonalisable ?

2) Analyse
Exercice 1636 [CCINP # 1612] Soit A € [—1, 1]. On note S) I'ensemble des fonctions f : R — R dérivables telles que Vx € R, f'(z) =
f(A\x). a) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des fonctions dérivables de R dans R. b) i) Déterminer 5.

« ii) Montrer que, si f € Sy, alors f est affine. Déterminer Sp.

1. Soity : x +— Z:j %)\"("_1)/21:". Montrer que @ est bien définie sur R et que ¢ € S).

2. Soit f € Sy. Montrer que f est de classe C* sur R et que : Vn € N,V € R, (™) (z) = \*(*=D/2 f(\"z),
3. Soit f € S) telle que f(0) = 0. Montrer que f est la fonction nulle.

4. Déterminer S).

Exercice 1637 [CCINP # 1613] Montrer que lim, o fEZ %(“)du =1In(3).

Exercice 1638 [CCINP # 1614] Pour n € N* et € R, on pose f,(x) = m et gn(x) = zfn(z).
Pour
r € R
,on pose f(z) = > f.(2).
1. Vérifier que f est bien définie sur R**.
2. Etudier la monotonie et la continuité de f sur RT*.
3. Montrer que f(z) = 0.

A A
r——+oo x°

4. Montrer que la série > g,, converge normalement sur R™ .- ) Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que f(z) ~
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5. Trouver un équivalent de f(x) lorsque z — 0.

400 In(t)

Exercice 1639 [NIL # 1615] Soit F' : 2 € R™ w— ["7 2o

changement de variable \/zu = .

dt. a) Montrer que F' est bien définie. b) Calculer F(x) a I’aide du

3) Probabilités

Exercice 1640 [CCINP # 1616] On lance indéfiniment une piéce équilibrée. Soit X le temps d’attente du premier pile. Soit Y une
variable aléatoire telle que, pour tout n € N*, la loi de Y sachant (X = n) est la loi uniforme sur 'ensemble {1,2,...,n}. a) Rappeler
laloi de X et son espérance. b) Déterminer P(X = n,Y = k) pour tous k,n € N*. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
¢) Montrer que, pour tout k € N*, P(Y = k) = ﬁj& ﬁ d) Rappeler le développement en série entiére de = — In(1 — z). Calculer

P(Y = 1). e) Montrer que, pour tout k € N*, P(Y = k) = 01/2 tlk__tl dt. f) Calculer E(Y').
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