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I) ENS MP XENS

1) Algebre
Exercice 1 [ENS L 2025 # 1] Soit n € N*. Un chemin auto-évitant de longueur n de Z? est une suite injective de points aq, . . ., a,, de

Z? telle que ag = (0,0) et, pour tout 4, ||a;41a;|| = 1 pour la norme euclidienne canonique de R%. On note A,, le nombre de chemins

auto-évitants de longueur n.

1. Montrer que, pour tous m,n € N*, A, 1, < ApnAn.
2. Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour n assez grand, (24 ¢)” < A, < (3 — &)™
3. Montrer que ({/4,,) converge.
Exercice 2 [ENS SR 2025 # 2] Un sous-ensemble non vide S de Z est dit direct si, pour x,y,s,t € S, la conditionz +y = s + ¢
implique que {z,y} = {s,t}.
1. Les ensembles {1,3,6} et {1,3,6,10, 15} sont-ils directs ?
2. Trouvez un ensemble infini direct.
3. Montrer qu'il existe B > 0 telle que pour tout n € N*, pour tout ensemble direct S inclus dans [0, n], on ait | S| < Bn'/2,
4. Montrer qu’il existe A > 0 telle que pour tout n € N* il existe un ensemble direct S inclus dans [0, n] tel que An'/3 < |S].
Indication : On pourra rajouter des éléments un & un & un ensemble de [0, n].
5. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans N tel que S + .5 = N?
6. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que N soit inclus dans S+S?
7. Existe-t-il un ensemble S direct inclus dans Z tel que S+ 5 = Z7?
Exercice 3 [ENS L 2025 # 3] Soit (u,,) définie par ug = 4, u1 = us = 0, uz3 = 3 et Vn € N, 4y 14 = Uy, + Uyr1. Montrer que, pour
tout nombre premier p, p divise u,.
Exercice 4 [ENS SR 2025 # 4] On considére la suite (F},),>( définie par Fy = 0, F; = 1 et F, 42 = F,,11 + F,, pour tout n > 0.
1. Exprimer F;, en fonction de n.
2. Montrer que F,4, = F,F,+1 + F,_1F, pour tout (p,q) € N* x N.
3. Calculer F),, A F), pour tous m,n > 0.
Exercice 5 [ENS L 2025 # 5] On note d,, le nombre de diviseurs de n € N*. Montrer que d,, = O(n¢) pour tout € > 0.
Exercice 6 [ENS PLSR 2025 # 6] 1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p = 3 [4].

f = (p)P-1

+»—1 - @) Montrer que k& = 1[p]. b) Soit d € N*. Montrer que si d divise k alors

2. Soient p un nombre premier et n > 2. Soit
d=1[p|.
3. Soit p un nombre premier. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo p.
Exercice 7 [ENS SR 2025 # 7] 1. Quels sont les éléments inversibles de Z/nZ?
2. Soitn > 3. On considére sa décomposition en facteurs premiers : n = p{* ... p% o les p; sont premiers distincts et supérieurs
a3, les «; dans N*.
On admet que, pour tout 4, (Z/p;*Z)* est cyclique.
Montrer que la proportion d’éléments d’ordre pair dans (Z/nZ)* est supérieure ou égale 4 1 — %
3. Déterminer le nombre de solutions de 2> = 1 dans Z/nZ.
4. Caractériser les éléments x € (Z/nZ)* d’ordre r = 2/ pair tel que x* # —1.
Exercice 8 [ENS PLSR 2025 # 8] Soient p un nombre premier impair, « € N*, ¢ = p® et f : (Z/qZ)?* — Z/qZ une fonction. Une
partie D de Z/qZ est dite f-génératrice si:Vy € Z/qZ,In > 2,3d;y,...,d, € D,y = f(... f(f(d1,d2),ds),...dy).
1. On considére le cas ou f : (z,y) — x — y. Déterminer les parties f-génératrices de cardinal minimal et calculer leur nombre.

2. E Dans la suite de I'exercice, on considére le cas ou f : (z,y) — xy.



3. Montrer qu’il n’existe pas de partie f-génératrice de cardinal 1.
4. On admet que le groupe (Z/qZ)* est cyclique. Montrer qu’il existe une partie f-génératrice de cardinal 2.
5. Caractériser les parties f-génératrices de cardinal 2.
Exercice 9 [ENS L 2025 # 9] Dénombrer les morphismes de (Z/4Z,+) dans le groupe des automorphismes de (Z/13Z, +).

Exercice 10 [ENS P 2025 # 10] Soit A un anneau tel que tout élément de a € A est nilpotent ou idempotent, c’est-a-dire tel que

a2:a.

1. Montrer que tout élément de A est idempotent.
2. Montrer que A est commutatif.
3. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe n € N* tel que A soit isomorphe & (Z/2Z)".
Exercice 11 [ENS PLSR 2025 # 11] On note Z[iv/2] = {a + ibv/2; (a,b) € Z°}.
1. Rappeler la démonstration du fait que les idéaux de Z sont principaux.
2. Montrer que Z[i1/2] est un sous-anneau de C dont les idéaux sont principaux.
3. Déterminer les inversibles de Z[i1/2].
4. Trouver les (z,y) € Z2 tels que 22 + 2 = y°.
Exercice 12 [ENS PLSR 2025 # 12] Soit (A, +) un groupe abélien. On dit qu’il est sans torsion lorsque 7 - = # 0 pour tout n € N* et
tout $x € A \ \0\$. Un ordre de groupe sur (4, +) est une relation d’ordre totale < sur I'ensemble A telle que V(z,y, z) € A3, x <
y=r+z<y+z
1. Montrer que si (A, +) posséde un ordre de groupe alors il est sans torsion.
2. Montrer que (Z™, +) posséde un ordre de groupe pour tout n € N*.
3. Soit n € N*. Montrer que tout sous-groupe de Z™ est isomorphe & Z™ pour un m € [0, n].
Exercice 13 [ENS PLSR 2025 # 13] Soitr € N*, r > 2.
1. Montrer que, pour tout n € N, il existe une unique suite presque nulle (ax(n))x>o telle que n = 3.2 ax - (n)r* avec,
Vk € N, ai(n) € [0,7 —1].
2. Montrer que (ag,-(1))n>1 est périodique et trouver sa période.
3. Montrer que (ag,-(n"))n>1 est périodique & partir d’un certain rang.
Exercice 14 [ENS PLSR 2025 # 14] On pose S = {(z,y,2) € N3 : 2 <y < z,2% + y? + 2% = 3xyz}.
1. Déterminer les éléments de S vérifiant x = y ou y = z.
2. Montrer qu’une infinité d’éléments de .S vérifient = = 1.
3. Onpose f: (z,y,2) = (y,2,3yz —x) etg: (z,y,2) — (x, 2,3z — y).
Montrer S est 'ensemble des images de (1,1, 1) par toutes les composées de f et g.
Exercice 15 [ENS PLSR 2025 # 15] 1. Soit A un anneau commutatif. Rappeler la définition d’un idéal de A.
2. Unidéal I de A dit maximal si A est le seul idéal .J de Atelque I C J C A.
Montrer qu’'un idéal maximal de A ne contient pas d’élément inversible.
3. Onpose U = F({0,1},R). Donner les idéaux maximaux de U.
4. Onpose V = C°([0, 1], R). Donner les idéaux maximaux de V.
Exercice 16 [ENS PLSR 2025 # 16] Soit A un anneau commutatif.
Pour n € N*, onnote ,,(A) = {cZ + -+ + 2, (c1,...,¢,) € A"}

1. Montrer que X5 (A) est stable par multiplication.
2. Est-ce que X3(A) est stable par multiplication quel que soit 'anneau A envisagé ?

3. On suppose que A est un corps de caractéristique différente de 2 et que n est une puissance de 2. Soient ¢y, ..., ¢, dans A et
s = Y p_, ci. Montrer qu'il existe une matrice M € M,,(A) dont la premiére ligne est (c1---¢;,) et qui vérifie MM7T =
MTM = sI,.

4. En déduire que Xon (A) est stable par multiplication.
Exercice 17 [ENS SR 2025 # 17] Soit (A4, +, X) un anneau intégre (donc commutatif). On suppose que A est euclidien, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction ¢: A\ {0} — N vérifiant les deux conditions suivantes :
« Y(a,b) € Ax (A\{0}),3(q,r) € A%, a =bg +ret (r=0out(r) <t(D)).
« Y(a,b) € A\ (A\ {0})2 t(ab) > t(a).
« Montrer que Z et R[X] sont euclidiens, tout comme n’importe quel corps K.
« Montrer que tout idéal de A est principal.
« On suppose que ¢(14) = 0. Montrer que les éléments inversibles de A sont les v € A\ {0} tels que t(u)=0.
« E On suppose dans toute la suite de 'exercice que dans I’hypothese (i) il y a en plus unicité du couple (q,r) solution.
« Montrer que ¢(a + b) < max(t(a),t(b)) quels que soienta € A\ {0} etb € A\ {0} tels que a + b # 0.
« Montrer que A* U {0} est un sous-corps de A.
« Montrer que A est un corps ou est isomorphe a K[ X] pour un corps K.



Exercice 18 [ENS PLSR 2025 # 18] Soit p un nombre premier. On note Z, I'ensemble des suites (z,,)»>1 telles que, pour tout n € N*,
x,, appartienne a 'anneau Z/p"Z et que z,, soit 'image de x,,1 par 'unique morphisme d’anneaux de Z/p"*1Z dans Z/p"Z.
1. Montrer que 'addition et la multiplication coordonnée par coordonnée font de Z,, un anneau contenant un sous-anneau iso-
morphe a Z.
2. Montrer que Z, est intégre.
3. Déterminer les inversibles de Z,,.
4. Soit P € Z[X]. On suppose qu’il existe 2 € Z tel que p divise P(z) et que p ne divise pas P’(x). Montrer que P admet une
racine y dans Z,, telle que y; =  dans Z/pZ.

Exercice 19 [ENS P 2025 # 19] On considére P = X" — a1 X" ! + aa X" 2 + ... + (—1)"a, € R[X], scindé sur R et de racines

a n—1 2 2n
T — | S Ty T a1 a2

réelles x1, ..., x,. Montrer que, pour tout 1 < k < n,

Exercice 20 [ENS 2025 # 20] Soient f, g € Q[X] tels que f(Q) = g(Q). Montrer que deg f = deg g.

Exercice 21 [ENS 2025 # 21] Soient n,m € N* avec m < n. Soit P, ,, I'ensemble des polynémes complexes de degré n dont 0 est
racine d’ordre m et dont les autres racines sont de module > 1. Déterminer inf{|z| ; z € C*, 3P € P, ,,, P'(z) = 0}.

Exercice 22 [ENS SR 2025 # 22] Soit I = {P € C[X] : ¥n € Z, P(n) € Z}. On pose Hy = 1 et, pour n € N*, H,, =
XXD=Xontl) pour P e C[X], on pose A(P) = P(X + 1) — P(X) et D,(P) = A™(P)(0),

Montrer que (H,,),>0 est une base de C[X].

Montrer que, pour tout n, H,, € I.

sV2 Montrer que, pour tout n € N*, A(H,) = H,_;.

sV2 Montrer que I C Q[X].

Montrer que [ = {}_" ja;H; ; n € N, (ag,...,a,) € Z"}.

Soient Py, P, € I tels que, pour tout n € Z, P;(n) soit premier avec P»(n). Montrer qu’il existe Uy, Us € T tels que Uy Py +
Us Py = 1.

AN e

2
1

1. Montrer que Cy est un sous-groupe infini de GLy(Z).

2. Montrer que Cy = Z[H]| N GLy(Z), ou Z[H] = {zI + yH, (x,y) € Z°}.

3. Montrer que Cy est isomorphe & (Z/2Z) x Z et en donner un systéme de générateurs.
Exercice 24 [ENS L 2025 # 24] Soient A et B dans M., (R) telles que AB = BA. Soit k € N*. Déterminer le signe de det(A* 4 B¥).
Exercice 25 [ENS SR 2025 # 25] Soient f € C*°(R,R™*) et zq, ..., 2,_1 des réels > 0. On souhaite montrer que :

Exercice 23 [ENS PLSR 2025 # 23] Soit H = < 1) Onnote Cy = {M € GLy(Z), MH = HM}.

o (dj<f<x>“>) = fla)oes @@ ] (@ - ).

dai .
0<i,j<n 0<i<j<n

1. a) Soit (pj)o<;<n une famille de polyndomes de R[X] telle que, pour tout j, p; est de degré j et de coefficient dominant d.
Montrer que det(p; (%i))o<i j<n = do X -+ X dp—1 [[(25 — 24).
b) Montrer que, pour tout € R et tout j € N, il existe p; € R[X] de degré j et de coefficient dominant f/(z)’ tel que :
vz € R AL (F(2)7) = f()*7p(2).
c) Démontrer le résultat annoncé. Que dire dans des cas particuliers ?
2. Soit f :x — Z:ico anz™ la somme d’une série entiere de rayon de convergence non nul.
Pour tous 4, 7 € N*, on note ¢; ; le coefficient en 27 de f*. Calculer det((c; j)1<i j<n)-
Exercice 26 [ENS L 2025 # 26] Soit A € GL3(R). Montrer que A est semblable &4 A~ si et seulement s’il existe B, C' € M3(R) telles
que A= BC,B? = (C? = Is.
Exercice 27 [ENS P 2025 # 27] Soit n > 2. On note R,, I'ensemble des matrices M de GL,,(C) telles que M M appartient a C* [,,.
On définit une relation d’équivalence ~ sur M,,(C) en posant A ~ B s’il existe M € GL,(C) et A € C* tels que A = A\MBM ~1.
Justifier que ~ induit une relation d’équivalence sur R,,. Déterminer les classes d’équivalence sur R,,.
Indication : Considérer f: X — AX.

Exercice 28 [ENS P 2025 # 28] On note GG,, I'ensemble des sous-espaces vectoriels de R™. Soit ® : G;,, — R une application telle que

VV,W € G, DVNW)+ SV + W) < &(V) + &(W) et ({0}) > 0. Montrer qu’il existe un unique V; € G,, de dimension
e(V) _ 2(V)

maximale tel que inf 4 = — .
q VeG\{(0)} dim V' dim Vy

Exercice 29 [ENS PLSR 2025 # 29] Soient G un groupe admettant une partie génératrice finie et I un groupe fini.
1. Montrer que 'ensemble E des morphismes de groupes de G vers H est fini.
2. Soit ¢ un endomorphisme surjectif du groupe G. Montrer que Ker(¢)) C [ . Ker(p).
3. sOnpose G = {M € My(Z),det(M) =1}.

a) Montrer que G est un groupe multiplicatif.

. (1 1 (10 (0 1
b) MontrerqueGestengendreparS—(O 1),T—(1 1) etU—(_1 O)'



¢) Montrer que tout endomorphisme surjectif du groupe G est bijectif.
Exercice 30 [ENS PLSR 2025 # 30] Soit A € M3(Z) telle que det(A) = 1ettr(A) =~ > 2.Pourk € Zet U € My 1(Z), on pose

(k, U) = (“g [{)

1. Montrer que I'ensemble G4 = {(k,U);k € Z,U € M3 1(Z)} est un groupe pour la loi de multiplication matricielle. Est-il
abélien?

2. Montrer l'existence d’un morphisme injectif de groupes de G 4 dans le groupe

e 0 =
S = 0 et yl|, (tzy eR?
0 0 1
1. Soit D 4 le sous-groupe de G 4 engendré par les éléments ghg~'h ™! ot (g, h) € G%. Montrer que D4 = {(0, (I — A)U),U €
M21(2)}.
Exercice 31 [ENS L 2025 # 31] 1. Soient r € N* et (Fy,...,F,) € C(X)". On pose M, = (F]-(Fl))lgi,jgr € M, (C(X)).
Montrer que la famille (F}, ..., F.) est liée si et seulement si la matrice M,

n’est pas inversible.
1. Soientn € N* et A = (Ai,j)lgi,jgn € Mn(C(X))

Pour p € N, on note A®) = (AEZ)) la matrice des dérivées p*™ des coefficients de A.

Montrer que les matrices A®) pour p € N commutent deux a deux si et seulement s’il existe r € N*, (Fy,..., F,.) € (C(X))" et des
matrices C1,...,Cy € M, (C) commutant deux a deux telles que A = F1Cy + - -+ + F,.C,.
) 1
Exercice 32 [ENS SR 2025 # 32] Soit S = € M, (R).
L (0)

1. Justifier la diagonalisabilité de S et donner ses valeurs propres.
2. Donner une base orthonormale de vecteurs propres de S.

3. Caractériser les sous-espaces de R™ stables par S.
4

. Soient w = exp(2im/n) et A = (%) e € M,,(C). Calculer les puissances de A. En déduire que A est diagonalisable.
<jk<n

5. On suppose n impair. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités.
Exercice 33 [ENS SR 2025 # 33] 1. Soit M € M,,(C) admettant n valeurs propres distinctes. Montrer que si N € M,,(C) est
suffisamment proche de M, alors N admet n valeurs propres distinctes.

2. Soient A = (8 é) et B € M (C). A quelle condition la matrice A + ¢B admet-elle deux valeurs propres distinctes pour tout

€ > 0 assez petit?
3. Méme question en demandant que A + B soit diagonalisable pour tout € > 0 assez petit.
Exercice 34 [ENS L 2025 # 34] Soient K un corps et A € Ms(K). On suppose que x 4 est irréductible et qu’il existe B € GLy(K)
telle que B ~1 AB commute avec A, mais que B ne commute pas avec A. Montrer que B? est scalaire.
Exercice 35 [ENS L 2025 # 35] Soient A, B dans M,,(C) telles que rg(AB — BA) = 1. Montrer que A et B sont cotrigonalisables.
Exercice 36 [ENS PLSR 2025 # 36] Soient A, B € M3 (R) telles que rg(A) =rg(B) =1letIm A =Im B.

0 0 0 0

2. Pour P,Q € GLx(R),onpose ¥p g : M — PMQ.OnposeT : M — M7T.Soit U € L(M3(R)) qui conserve le rang. Montrer
quil existe P, € GLy(R) tellesque ¥ = Upgpou¥ =UpgorT.

61 g) avec A € M,,(C), B € My(C), C € C M,, 1(C). Montrer
que M est diagonalisable si et seulement si A et B sont diagonalisables et il existe X € M,, ;(C) telle que C = AX — X B.
Exercice 38 [ENS PLSR 2025 # 38] Soit K un sous-corps de C. On dit qu'une matrice M = (m; ;)1<i j<n de M, (K) est de Bourdaud
sixm = [1(X —my ).
1. Montrer qu’une matrice de M,,(K) est semblable sur K & une matrice de Bourdaud si et seulement si elle est trigonalisable sur
K.

2. Montrer qu’une matrice de S,,(R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

1. Montrer qu’il existe P, Q) € GLy(R) telles que A = P (1 O) QetB=DP (a 6) Q.

Exercice 37 [ENS PLSR 2025 # 37] Soientn,k € N*, M = <

3. Est-il vrai que toute matrice de Bourdaud de M,,(C) est diagonalisable ?
4. On dit que A est normale si A7 A = AAT. Déterminer les matrices réelles normales et de Bourdaud.

Exercice 39 [ENS SR 2025 # 39] Soient n,k € N*, M = (A C) avec A € M,(R), B € My(R), C € M, ,(R). On pose

0 B
eM — My ¢a,8(0)
My My ’



1. Déterminer M, M5, Ms.

2. Montrer que @4 p est linéaire.

3. Montrer que, si A et B sont diagonalisables, alors ¢ 4 p I'est aussi, et préciser son spectre.

4. Soit f : R? — R telle que f(z,y) = e;zy sixz # y, et f(z,z) = e®. Montrer que fest de classe C*°.

5. On suppose que @ 4 p est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont distinctes. Montrer que A et B sont diagonali-
sables.

Exercice 40 [ENS SR 2025 # 40] Si A, B € M, (C), on pose [A, B] = AB BA. Soit A = {M € M5(C),tr(M) = 0}.
1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de M5 (C) stable par [,].
2. Calculerles [A, B] pourles A, B € {X,Y,H}ou X = (8 (1)) Y = <(1) 8) et H = (é _01>

3. Soit p : A — M,,(C) linéaire telle que, pour tous A, B € A, p([A, B]) = [p(A), p(B)]. Montrer que p(H) admet une valeur
propre .

Montrer que p(X)(Eq(p(H))) C Ker(p(H) — (o + 2)I,,).
Montrer que p(Y') (Eo(p(H))) C Ker (p(H)(a2)1,,).
4. On suppose que, si V' est un sous-espace de C" stable par tous les p(A), pour A € A, alors V = C" ou V = {0}. Déterminer
les p possibles.
Exercice 41 [ENS U 2025 # 41] Soient k un corps de caractéristique nulle, E un k-espace vectoriel de dimension finie et u € L(FE).
On écrit m, = [, P/**, le polyndme minimal de u, ot les P; sont irréductibles distincts et les n; dans N*. On pose f = Py X --- X P,.
On définit une suite en posant ug = u et, pour n € N, up 11 = up — f(un) f (un) L
1. Montrer que (u,,) est bien définie.
2. Montrer que (u,,) est stationnaire de valeur ultime d € £(E) ot d est un polyndme en u, u — d est nilpotent et d est annulé par
f
Exercice 42 [ENS L 2025 # 42] Déterminer le cardinal minimal p d’un sous-groupe G de GL2(C) tel que Vect(G) = M2 (C). Si Gy
et G, conviennent et sont de cardinal p, sont-ils conjugués ?
Exercice 43 [ENS L 2025 # 43] On dit que la propriété MT(n,K) est vraie si, pour tout couple (A, B) de matrices de M, (K) telles
que, pour tout A € K, A + AB soit diagonalisable, A et B commutent.
1. Montrer que, si A et B sont dans M,,(K), diagonalisables et commutent, alors, pour tout A € K, A + A\B est diagonalisable.
2. On suppose que n > 2. La propriété M T (n,R) est-elle vraie ?
3. Montrer que MT(2,C) est vraie.
4. On suppose que n > 2. La propriété MT'(n, Fs) est-elle vraie?
5. Soit p > 3 un nombre premier. La propriété MT'(2,F,) est-elle vraie?

Exercice 44 [ENS L 2025 # 44] Quelle est I'image de I'application f : M € Ms(C) > 321 (é;_l‘_)ln), M2+l

Exercice 45 [ENS SR 2025 # 45] 1. Soient A, B € M,,(C) telles que AB = BA. Justifier que e+ 5 = e4eB.

2. Soient A € M,,(C) et P € GL,(C). Montrer que e?AP™" = peApP~1,

3. Pour A € M,,(C) convenable, on pose log A = 3, (_1,):71 (AL,)*. Pour quelles

matrices log A est-il défini? Montrer les égalités exp(log A) = A et log(exp A) = A. Pour chaque égalité, déterminer les matrices A
qui la satisfont.

A
k

=W

k
1. Montrer que, si A, B € M, (C), (e e ) — eAtB,
k—+o00
Exercice 46 [ENS PLSR 2025 # 46] Soient (a,)n>0 € CNet f: 2~ Z:ioo a, 2™ de rayon de convergence égal a +oc.
1. Pour M € M,,(C), justifier la définition de f*(M) = 3,20 ar M.
2. Montrer que f* est continue.
¢) On suppose que f est surjective. Montrer que f induit une surjection de 'ensemble des matrices diagonalisables sur lui-méme.

1. On suppose que, pour tout A € C, il existe z € C tel que f(z) = A et f'(z) # 0. Montrer que f* est une surjection de M,,(C)
sur lui-méme.

Exercice 47 [ENS L 2025 # 47] Soit d € N*. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Déterminer les n € N* pour
lesquels il existe un ensemble F,, C R? de cardinal n tel que, pour toute partie G de F),, il existe w € R?\ {0} et b € R tels que
G={zeF,, (w,z)+b>0}

—w
0
Montrer qu’il existe w1, ..., w, € Ret P € O, (R) tel que, pour tout t € R,

Exercice 48 [ENS P 2025 # 48] Pour w € R, on pose R(w) = <2 ) Soit ¢ : R = O, (R) un morphisme de groupes continu.

etRw1) 0
oy=p| "

etR(w,v) 0

0 0 Ir727‘



Exercice 49 [ENS L 2025 # 49] Soient u et v deux endomorphismes autoadjoints positifs d’un espace euclidien. Montrer que v o u est
diagonalisable.

Exercice 50 [ENS P 2025 # 50] Déterminer 'ensemble des symétries linéaires sur S, (R) qui fixent un hyperplan et stabilisent
I'ensemble S, (R).

Exercice 51 [ENS P 2025 # 51] Soit H = (H; j)1<ij<n € ST (R). On suppose que, pour tous i # j, H; ; < 0.Si (i, 7) € [1,n]°, on
dit que i et j sont connectés s’il existe m € N*, k1,..., kp, € [1,n] telsque ky = 4, k,, = jet,pourtout £ € [1,m — 1], Hy, x,,, # 0.
Montrer que ¢ et j sont connectés si et seulement si Hijj.l > 0,ou H ;jl est le coefficient d’indice (i,j) de H .

Exercice 52 [ENS PLSR 2025 # 52] On considére n € N* et (4, B) € As,(R)?. On pose C = AB et on s’intéresse aux valeurs
propres réelles de C.

1. Donner un exemple de n, A et B tels que x¢ n’admette aucune racine réelle.

2. On suppose A inversible. On note ¢ : (C2*)? — C définie par p(X,Y) = X7 A~1Y. Montrer que les sous-espaces caractéris-
tiques F\(C) de C sont deux a deux g-orthogonaux, i.e. pour tous A et p distincts dans Sp(C), V(X,Y) € F)\(C) x F,(C),
»(X,Y)=0.

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 53 [ENS PLSR 2025 # 53] On munit R? de sa structure canonique d’espace euclidien orienté, et on note B sa base canonique.

1. Montrer que, pour tout u € R?, il existe un unique endomorphisme z,, de R3 tel que V(x, ) € (R®)?, detg (u, ,y) = (z.(2), ),
et montrer qu’alors 2, = —z,,.

2. Soient u € R? unitaire et # € R. On munit le plan {u}* de I'orientation dont les bases directes sont les bases (x,y) de {u}*
telles que (x,y,u) soit une base directe de R®. On note 7, ¢ la rotation de R? fixant u et induisant sur {u}* la rotation d’angle de
mesure §. On note enfin p,, la projection orthogonale sur Ru. Exprimer tr(r, ¢) en fonction de 6, et montrer que 9 = (cos ).
id +(1 — cos0). p, + (sin ). z,,.

3. Soient u,v des vecteurs unitaires de R. On pose 7 = arccos ({u,v)). Soit (¢,1) € RZ Justifier que r, , o 7, est une ro-
tation, et montrer qu’elle s’écrit 7, 9 pour un vecteur unitaire w et un réel 6 vérifiant | cos(6/2)| = |cos(p/2) cos(¢/2) —
cos(7) sin(¢/2) sin(/2)].

Exercice 54 [ENS PLSR 2025 # 54] 1. Soient A, B € M, (R), diagonalisables et telles que AB = BA. Montrer qu’il existe P €
GL,(R) telle que PAP~! et PBP~! soient diagonales.

2. Montrer que 'application ® : (S, 0) € S;7F(R) x 0,,(R) = SO € GL,(R) est bien définie et bijective, et que ®~! est continue.

3. Soit M € GL,(R). Montrer qu’il existe une unique suite de matrices (M} )ren telle que My = M et Vk € N, My =
%(In + (M My,)™1), et étudier sa convergence.

Exercice 55 [ENS PLSR 2025 # 55] On pose V' = {1,2,...,n} et I’ = P3(V) I'ensemble des paires de V. Soient £ C F et
n; =|{j €V, {i,j} € E}| pour i € V. On définit la matrice L = (¢; ;) € M,(R) par {; ; = n; sii=j-1si{i,j} € E et 0 sinon. On
note A\; < - -+ < A, les valeurs propres (avec multiplicité) de L.

1. Montrer que A; = 0.

. T
2. Montrer que A2 = minycq(1,....1)}+\{0} %

3. Pour S C V, onnote 0S = {{i,j}, {i,j} € Eaveci € Setj ¢ S}.

[05]

Montrer que % <min gcvy ER

0<|SI<%
Exercice 56 [ENS P 2025 # 56] Pour A,B € S,(R) on note A > B lorsque A — B € §;7(R).Si A € S (R), on écrit A =
PDiag(A1,...,\)P tavec P € O,(R) etles \; > 0, et on pose, pour 7 € R, A” = PDiag(\},...,\")P~!; cette définition ne
dépend pas de I’écriture de A sous la forme précédente.
1. Montrer que M +— M ~! est décroissante sur S;" " (R).
2. Est-ce que M +» M? est croissante sur S;" " (R)?
3. Montrer que M ~ M" est convexe sur S;" " (R) lorsque r € [—1,0]. Ceci signifie que, pour tous A, B € S,/ (R) et tout
t€ 0,1}, (tA+ (1 —t)B)" <tA" +(1—-t)B".
Exercice 57 [ENS PLSR 2025 # 57] On dit d’une norme N sur M (R) qu'elle est invariante orthogonalement lorsque VM €
Ma(R),¥(P,Q) € Oa(R)*, N(M) = N(PMQ).
1. Donner un exemple d’une telle norme.
2. Soit A € M,4(R), montrer qu’il existe (P, Q) € O4(R)? tel que A = PDQ ou D = Diag(oy,...,0.,0,...,0) avec Vi €
[1,r],0; > 0.
3. On se donne une norme N invariante orthogonalement sur M (R). On note T'(4) = sup{||AX]||, | X|| = 1} ou || - || désigne
la norme euclidienne canonique. Montrer qu’il existe o > 0 tel que VA € Mg4(R),rg(A) =1 = T(A) = aN(A).

Exercice 58 [ENS SR 2025 # 58] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et M,,(R) de la norme d’opérateur qui lui est
subordonnée.

1. Soit A € S,(R).
+ Que dire des valeurs propres et des espaces propres de A?
On note A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

« Soient x € R™\ {0}, o € Rety = Azax. Montrer que min; <<, |Aia| < %



1. Soient A € M,,(R) diagonalisable, P € GL, (R) telle que P~ AP soit diagonale, A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de
A. Soient enfin B € M,,(R) et o une valeur propre de A + B. Montrer que minj<;< |Ai| < [|P]|op||[P 7 |op||Bl]op-
Exercice 59 [ENS Nir 2025 # 59] Soient S € S;""(R) et A € A, (R). Montrer que SA est diagonalisable sur C.
Exercice 60 [ENS P 2025 # 60] Soit n € N*. On appelle forme quadratique sur R™ toute application ¢ : R™ — R telle qu’il existe
(@i )1<ij<n € Mn(R) telle que g(z) = Z1<i,j<n a; jx;x; pour tout z = Z1<i,j<n a; jxix; (z1,...,2,) € R™ Soit G un sous-
groupe fini de GL,, (R) tels que {0} et R™ sont les seuls sous-espaces de R™ stables par tous les éléments de G. Montrer que les formes
quadratiques invariantes par G constituent une droite vectorielle.

Exercice 61 [ENS SR 2025 # 61] Soit n > 2. On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit H € S,,(R). On pose V :
(z,9) € R")? = 2THyetQy :x € R" — ' Hax.
1. Soit H € S,,(R). Exprimer la norme d’opérateur de H al'aide de Q.

2. Soient m,n € N*. On munit R™ et R” de leur structure euclidienne canonique. Si A € M, »,(R), comment déterminer la
norme d’opérateur de A pour ces normes?

3. Soient .J, K deux ensembles finis non vides, (a;)(j.mesxx € (RT)7*%. On suppose qu’il existe Cy et Cs tels que : Vj €
J’ZkeK aj k < ChetVk e K, ZjGJ aj k < (C5.0n
ordonne J et K et on note A la matrice des a; ;. Montrer que ||A||op < v/C1Cb.

1. Pour n € N*, J = K = [1, n], on pose, pour 1 < j, k < n, a}fk = ﬁ sij # k, et a;{k = 0 sinon. On note enfin

Am = (a?k> € M, (R). Déterminer la limite de (|| A™||op)n>1-
P 1< k<n =

Exercice 62 [ENS PLSR 2025 # 62] L’espace R™ est muni de sa norme euclidienne canonique et M,,(R) de la norme subordonnée
notée ||||op. Si M € GL,(R), on définit le conditionnement de M comme le réel cond (M) = || M |[op||M ~*||op-

1. Calculer cond(M) dans le cas ou M est symétrique définie positive.
2. Montrer que, pour toute matrice M € GL,,(R), cond(M) > 1 et cond(MT) = cond(M).
3. Que dire des matrices M € GL, (R) telles que cond(M) = 1?
4. Pour A et B dans S;It, montrer que Cond(A + B) < maxz(Cond(A), Cond(B)).
Exercice 63 [ENS SR 2025 # 63] On note E 'ensemble des matrices de S, (R) de rang 1.
1. Soit A € M,,(R). Montrer que A € E si et seulement s’il existe U € M,, 1(R) tel que
A=UUT. Soita € C°(R*, E).
1. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :
(@) il existe u : RY — M,, 1(R) continue telle que V¢ € R*, a(t) = u(t)u(t)T; (B) il existe z : R* — M., 1(R) continue telle que
vt € RT, z(t)Ta(t)z(t) > 0.
1. Soient 0 < b < c. On suppose qu'il existe (i, ) € [1,n]? avec i # j tel que, pour tout ¢ € [b,c],a;;(t) > Oeta;;(t) > 0.
Montrer qu’il existe z : [b,¢] — M,, 1(R) continue telle que V¢ € [b, c], z2(t)Ta(t)z(t) > 0 et, en outre, 2(b) = ¢;, 2(c) = *e;
(les e, sont les
vecteurs de la base canonique).
1. En considérant 'ensemble des d > 0 tels qu'existe z : [0,d] — M,, 1(R) continue vérifiant V¢ € [0,d], 2(t)Ta(t)z(t) > 0 et
z(d) = *e;, montrer que a vérifie la propriété ().
Exercice 64 [ENS SR 2025 # 64] Soientn > 2, a: [0,1] — S;F(R) continue et A = fol a(t)dt.
1. Montrer que A appartient a S, (R).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A=0. Exprimer Ker(A).

3. Montrer que M = (ﬁ) I<ij<n est dans S/ (R).

4. On suppose a a valeurs dans I'ensemble des matrices de projecteurs orthogonaux. Donner une condition pour que A soit une
matrice de projecteur orthogonal.

5. SoitI': x € RT* — 0+°° et 1dt. Soient 0 < v < 3.

I'2a) T(a+B)

(a+p)  T(26)

1. En déduire que In(I") est convexe

Montrer que (F ) est dans ;71 (R).

Exercice 65 [ENS P 2025 # 65] Soit (O,,)n>0 une suite d’ouverts non majorés de R™*. Montrer qu’il existe z € R™* tels que, pour
tout n € N, 'ensemble O,, N zN soit infini.

Exercice 66 [ENS L 2025 # 66] Soit £ un ensemble non vide. Soit d : E? — R vérifiant, pour tous x,y,2 € E :

« d(z,y) = d(y, v),

cd(z,y) =0 2=y,

« d(z,y) < max(d(z, 2),d(z,y)).
Ainsi d est une distance sur E. Pour z € F etr € R*, on note B(x,7) = {y € E,d(z,y) < r} la boule fermée de centre z et de
rayon 7. On suppose que, pour tout x € E et tous r, r’ vérifiant 0 < r < r’, on a B(x,r) C B(z,7’). Enfin, on suppose qu’il existe une

suite d’éléments de E dense dans (E,d). Montrer qu’il existe une suite (2,,),>0 d’éléments de E et une suite (r,),>¢ d’éléments de
R telles que : Vn € N, B(2p41,7n41) C B(2n,70) et (,en B(zn, ) = 0.



Exercice 67 [ENS PLSR 2025 # 67] On note F I'ensemble des fonctions lipschitziennes 1-périodiques de R dans R.
1. Pour a €]0,1] et f € E, on pose

£lla = sup |£(@)] + sup L& =IO
zeR oty T —yl®

Démontrer que |||, est une norme sur E.

1. Onnote F = ENC!(R,R). Démontrer que F est un fermé de E pour la norme || - ||;.
Exercice 68 [ENS P 2025 # 68] Soient E ’espace des suites réelles (zy,),>0 nulles a partir d’un certain rang, et I’ € L(E). On suppose
T continu pour la norme || ||; et pour la norme || ||. Montrer que 7" est continu pour la norme || ||2.
Exercice 69 [ENS SR 2025 # 69] Soit E = C°([0,1],R).
1. La forme linéaire ¢ : f — f(0) est-elle continue pour || - || ? pour || - ||1 ? Dans chaque cas calculer 'adhérence de Ker ¢.
2. Soitp : f fol f(x) cos(2mx)dx. Montrer que ¢ est continue pour || - ||; et calculer sa norme subordonnée.
Exercice 70 [ENS L 2025 # 70] Soit E = C°(]0, 1], R).

+oo
Sia = (an)no € [0,1]", on pose, pour f,g € E, (f,g)a = » W-
n=0

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que { , ), soit un produit scalaire sur E. On note alors || ||, la norme
associée.

2. Sia,b € [0, 1]N vérifient les hypothéses de a), donner une condition nécessaire et suffisante pour que |||, et ||| soient équiva-
lentes.
Exercice 71 [ENS N1L 2025 # 71] Soientn > 2 et f € C°(R™,R) telle que, pour tout z € R, f~1({x}) est compact.
1. Montrer que f admet un extremum global.

Exercice 72 [ENS P 2025 # 72] Soient (E, (,)) un espace préhilbertien de dimension infinie et K une partie bornée de E dont la
frontiére est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide dans F.

Peut-on généraliser le résultat a n’importe quel espace vectoriel normé de dimension infinie ?

Exercice 73 [ENS P 2025 # 73] Pour x,y réels et € > 0, on dit que x ~. y s’il existe k € Z tel que |x-y-k|<

€. Soient A1, Ay deux réels non nuls. Montrer que i—; ¢ Q si et seulement si, pour tout (aj,az) € [0, 1] et tout & > 0, il existe z € R
tel que x\; ~c a; et Ao =, as.

Exercice 74 [ENS P 2025 # 74] Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie n > 2 et C' une partie non vide, convexe et
bornée de E. Montrer que la frontiére de C' est connexe par arcs.

Exercice 75 [ENS PLSR 2025 # 75] Soient E un espace vectoriel normé et f : £ — FE une application telle que f(0) = 0 et Vx,y €
E |1f @) f W)l = lzyll-

On pose, pour 2,y € B, [ - f)] = [jc - y. | L5202 — g (252) .

1. Montrer que Vz,y € E, df (z,y) < &|lzy|.
2. Montrer que f est linéaire si et seulement si df est identiquement nulle.
3. Trouver une fonction vérifiant les propriétés de la fonction f, non linéaire et non surjective. d) On suppose que f est surjective.
Montrer que f est linéaire.
Exercice 76 [ENS P 2025 # 76] On munit £ = C%([0, 1], R) des normes ||||2 et ||||oo. Soit (1% )x>0 une suite strictement croissante
d’entiers naturels. Soit F' = Vect(x — 2™,k > 0). A quelle condition F est-il dense dans E pour la norme ||||2 ? pour la norme |||| o ?
Exercice 77 [ENS L 2025 # 77] Soit f € C°(R,R). On note D = {¢27% +27%[0, 1]; (k, ¢) € Z2}. Pour tout intervalle / de D, on note
log(I) la longueur de I et on pose M;(f) = @ J; f-Onpose || f|| = sup{@ JelfM(f)]: T e D}.
1. On suppose |[f|| finie. Soit m € N*, (I, J) € D? avec I C J tels que log(J) = 2™ log(I). Démontrer que |M;(f)M;(f)|
2ml|f]|
2" log(I). Démontrer que |M(f)My(f)| < 2ml]|f]|.
1. On suppose que |[f|| = 1 et Mg 17(f) = 0.
Onnote F, = {I € D : I C [0,1], M;(f) > 5k et I maximal pour cette propriété}. On pose 2, = ;cp, I etet log(§) =
ZIEFk IOg(FI)'
Montrer que, pour k > 1, log () < 1 log(Qy—1).
Exercice 78 [ENS PLSR 2025 # 78] On munit les espaces ¢%(R) et /Z(R) de leurs normes usuelles || - ||; et || - ||2. On pose H =
{ueR?; >  u2(1+n?) < +oo}.

1. Définir un produit scalaire sur H. Ecrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

IN

2. Quelles inclusions a-t-on entre /% (R), /2 (R) et H? Montrer que ces inclusions sont continues (i.e. les injections canoniques sont
continues).



3. Soit u € R%. Montrer que u € H si et seulement si'application 1, : H — H définie par Vv € H, p,(v) = uxv avec (u*v),, =
> i, u;v; est bien définie et continue.

Exercice 79 [ENSP 2025 # 79] On note ¢! I'ensemble des suites sommables de RN. On munit ¢! de la norme définie, pour « = (Up)n>0.
par [Jul[; = 3% |uy,|. Soient (u*)en une suite d’éléments de ¢* et u € £*. Montrer I'équivalence entre :

« la suite (u*)yen converge vers u pour la norme ||

k
n

1,

. , —+oo +oo
« pour toute suite (¢, )nen bornée, > " 70 @, u Y ot Pnlin.

k—+o00
Exercice 80 [ENS L 2025 # 80] Onnote S = {2z € C, 2| =1}etT' = {y € C°([0,1],5) ; v(0) =~(1) = 1}.
1. Soit y € T', montrer qu’il existe # : [0, 1] — R continue telle que V', ~(t) = e?270(1),
2. On prend 79,71 € I'. On note F' la propriété : « il existe h € C([0,1]2,S) tel que Vo € [0,1], h(x,:) € T, h(0,:) = 7o et
h(1,-) =~ ». Onpose yg = 1 et 1 : t — 2™, Montrer que 7y et y; ne vérifient pas F'.
3. On note D le disque fermé unité de C. Existe-t-il f € C°(D, S) telle que f|s = id?
Exercice 81 [ENS PLSR 2025 # 81] 1. Soit f € C?(R,R) telle qu’il existe 2* € R vérifiant f(z*) = 0 et f/(2*) # 0.

On définit par récurrence une suite () avec zg € Ret xp41 = xp, ]{,((“;’1)). Montrer qu’il existe € > 0 tel que, pour ¢ € [z*e, 2™ + ¢,

la suite () est bien définie et converge vers x*.
1. Avec [ : x +— €*1, quelles sont les valeurs de xy € R pour lesquelles la suite ()

précédente est stationnaire ? ¢) On revient au cas général et on suppose f” > 0 et f” ne s’annule pas sur R. Pour quelles valeurs de
Zo € R la suite (xy) est-elle stationnaire ?

Exercice 82 [ENS L 2025 # 82] Soit f € C°([a, b], [a, b]). On suppose dans les questions a) et b) que f n’a pas de point de période 2,
c’est-a-dire que Vz € [a,b], f(x) #x = (fo f)(x) # x.

1. Soit ¢ € [a, b] tel que f(c) > c. Montrer que pour tout k € N*, f*(c) > c.

2. Soit zy € [a, ], on pose pour tout n, ,+1 = f(x,). Démontrer que la suite (z,,)
converge.

1. Démontrer que la suite (x,,) converge pour tout choix de x si et seulement si f n’a pas de point de période 2.

. . . . in sin2 | sinn|

Exercice 83 [ENS PLSR 2025 # 83] 1. Déterminer la nature des séries ) S0 %~ SILn 871520

2. Soitz € R\ Q et @ € N*. Montrer qu’il existe p € Z et ¢ € [1, Q] tels que |gzp| < %

1
< &

En déduire qu’il existe une infinité de couples (p,q) de Z x N* tels que p

xrP
q

1

1. On admet que 7 est irrationnel. Déterminer la nature de la série > TR

Exercice 84 [ENS P 2025 # 84] Soit (a,,) une suite de réels décroissante de limite nulle. Pour P C N, on note A(P) = >_
suppose A(N) = A, € R. Montrer que

nep On-On

“+o0
{A(P), P € P(N)} = [0, Ax] si et seulement si Vn € N, a,, < Z ag.
k=n-+1

Exercice 85 [ENS L 2025 # 85] 1. Pour quels réels s la somme > . n,mll(w,i;iin)nz)z est-elle finie ?
b) Pour n = (n1,n2) € Z% onnote |n| = \/n? + n3.

[n—m|®

Pour quels réels s la somme Z(mm)e(ZQ\{O})Q DI R est-elle finie?

Exercice 86 [ENS PLSR 2025 # 86] On note S 'ensemble des suites croissantes a termes dans N \ {0, 1}.

1. Pour a € S, montrer que p(a) = ;5 (HZ:O é) appartient a ]0,1].
2. Montrer que ¢ définit une bijection de S sur ]0,1].
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € S pour que ¢(a) € Q.

Exercice 87 [ENS L 2025 # 87] Soit f : N — R** décroissante de limite nulle. Soit ¢ : N — N croissante. On suppose que, pour tout

o € R, il existe une unique suite (1;);en telle que o = Y775 f(n;) et, pour tout i € N, n;y1 > ¢(n;). Montrer que (0) = 0 et,
pour tout n € N*, f(n — 1) = 3% f (¢'(n)), ott o' désigne itérée i-éme de  pour la composition des applications.

Exercice 88 [ENS P 2025 # 88] Soit f : R — R. Montrer I’équivalence entre les conditions suivantes :
- f(x) = O(x);
* 2_yzels f(an) converge absolument pour toute série », . @, absolument convergente a termes
« Y f(ay) converge pour toute série > a,, absolument convergente a termes réels.

Exercice 89 [ENS P 2025 # 89] Soit f : R — Rtelle que > f(a,,) converge pour toute série convergente > a,, & termes réels. Montrer
qu’il existe un réel A tel que f(z) = Az pour z voisin de 0.

Exercice 90 [ENS SR 2025 # 90] 1. Soient a,b € Raveca<bet f : [a,b] — [a,b].

a) Si f est continue, montrer que f posséde un point fixe.



b) Si f est croissante, montrer que f possede un point fixe.
2. Soit f: R — R monotone. Montrer que I’ensemble dis(f) des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
3. Construire f: R — R monotone dont I'ensemble des points de discontinuité est Q.

Exercice 91 [ENS P 2025 # 91] Trouver les f : [0, 1] — R continues telles que Vz € [0,1], f(z) = 3,5 f(ﬂ).

Exercice 92 [ENS PLSR 2025 # 92] Soit f une fonction de R dans R U {400} non identiquement égale & +oc. Pour y € R, on pose
f*(y) =sup{zy — f(z);z € R}.

1. Montrer que {z € R, f*(z) < 400} est un intervalle (éventuellement vide) sur lequel f* est convexe.

2. Montrer que, si f est dérivable et convexe sur R, alors f = f.

3. On suppose que f est de classe C? sur R, que f”> 0 sur R et que flf‘)

V(z,y) eR? y = f'(z) &z = (f) (1)
Exercice 93 [ENS SR 2025 # 93] Pour f : [0,1] — R, on pose B,,(f)(z) = > j_ 0f< )( Jak (1 — )" *.

1. Calculer B, (uq) et By, (ug) ot uy, : & — z™.

—  +00. Montrer que f* est dérivable sur R et que :
|z|—+o00

x(lfz)

b) Montrer que, pour tout z € [0,1], Y"1 |z£| (})a"(1 — )"~ * <
1. En déduire que si f est M-lipschitzienne, alors | B, (f)(z)f(z)| < \F pour tout x.

Exercice 94 [ENS L 2025 # 94] Trouver toutes les fonctions f: R — R telles que :

« f est croissante, a valeurs dans [0, 1], f est continue a droite,
-+ f@) ——0.f(2) — - LVkeN"3b eRVzeR, f(2)k = f(z + by).

Exercice 95 [ENS PLSR 2025 # 95] 1. Soient a,b € R avec |b| < 7.
Montrer qu’il existe z € C tel que z + e* = a + b.

1. Montrer que I'application z > ze” est surjective de C sur C.
Exercice 96 [ENS P 2025 # 96] Soient o > 0 et f: R — R une fonction continue telle que : Va,y € R, | f(2) + f(y) — f(z +y)| < 0.
Montrer que f est la somme d’une fonction linéaire ¢ : R — R et d’une fonction bornée par o.

Exercice 97 [ENS L 2025 # 97] Une partie E de [0, 1] est dite négligeable si, pour tout & > 0, il existe une suite (I,),,>0 d’intervalles
de [0,1] dont la réunion contient X et dont la somme des longueurs est majorée par €. Soit f une fonction dérivable de [0,1] dans
R. On suppose qu’il existe une partie négligeable E de [0,1] telle que, pour tout = € [0,1] \ E, on ait f'(z) > 0. Montrer que f est
croissante.

Exercice 98 [ENS P 2025 # 98] Soient n € N*, (Py)req1,n] €t (Qk)ke[1,n] deux familles de polynomes réels, f la fonction de P dens
P telle que, pour tout = € P, f(z) = >__, P, (2)e?(®). Montrer que si

fonction de R dans R telle que, pour tout = € R, f(z) = 3, _, Py(z) e?*(*). Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors f
ne possede qu’un nombre fini de zéros.

Exercice 99 [ENS P 2025 # 99] Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3. Déterminer les fonctions continues f de [0,1] dans R
telles que, pour tout k € [1,n — 1], fol (f(zYF))=Fk dg = L

Exercice 100 [ENS P 2025 # 100] Soit (ax)x>1 une suite décroissante de réels positifs telle que, pour tout & € N*, kay, < (k+1)ak11.
Montrer que foﬂ maxi<p<n (ak M) dr=3%7_, E4+0(1).
Exercice 101 [ENS PLSR 2025 # 101] Soit f: R — R de classe C'. On pose, pour n € N*, S,, = % Z?:_ol f (%)

1. Quelle est la limite de (.S, ),en~ ? Déterminer la vitesse de convergence.

b. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C2. Montrer qu’il existe C' € R tel que :

Su — [ (1) dt‘ < K.
el

Su = Jy ft)dt] < €

c. On suppose désormais f 1-périodique et de classe C2.

d. Que dire si f est 1-périodique et de classe C*>?

Exercice 102 [ENS P 2025 # 102] Soient (a, b) € R? tel que a < b, f une fonction continue de [a, b] x [—1, 1] dans R. Pour \ € R, soit
= ff f(t,sin(At)) dt. Montrer que I(\) admet une limite que I’on déterminera lorsque A tend vers +oc.

Exercice 103 [ENS SR 2025 # 103] Soient N € N* et (z1,...,zy5) € CV. Pour y € R, on note e(y) = e*7V.

Soit f:t € R~ E _, Zne(nt). Soient R € N* et (t4,...,tg) € RE.

1. a) Montrer que Zr:l lf(t)]? < NR Zszl TR
b) Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité précédente.
2. Pourt € R, on pose A(t) = inf, ez |n — t|. On suppose les ¢; distincts. Soit 6 > 0 tel que

§ < miny<;2;<r A(t; — t;). Montrer que Zle If(t)]? < 2N7+671) Zivzl |1,|2.Ind. On pourra montrer que, pour une
fonction g de classe C! sur R, poura € Reth > 0,

at+h a+h
@l < g7 [ laide+g [l
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Exercice 104 [ENS PLSR 2025 # 104] On note F I’ensemble des fonctions 1-périodiques et de classe C*° de R dans
C. Soit f € E.Pour n € Z, on pose ¢, (f) = fol e~ 2 f () dt

1. Montrer que (¢, (f))nez est sommable.
2. On suppose que f(0)=0. Montrer qu’il existe g € F telle que Vt € R, f(t) = g(t) (e*™* —1).

Exercice 105 [ENS P 2025 # 105] Soient a,b> 0 et m € Z. Calculer I,,,(a,b) = f+oo e E M3 iy,

Exercice 106 [ENS L 2025 # 106] Soit n > 2. Déterminer 'ensemble des matrices A € M,,(C) telles que I'intégrale fjooj et Adt
converge.

Exercice 107 [ENS PLSR 2025 # 107] Soit f: R — R lipschitzienne. On suppose qu’il existe R > 0 tel que, pour tout x € R\ [-R, R],
f(x) = 0.

1. Montrer que e — [ ° @dw + f:}o @dw admet une limite en 0F.
On note vp ( f oo fla )das) cette limite.

1. Onnote T : x — fjoo f(y) In |yz|dy + f y) In |yz|dy. Justifier que Ty est bien définie sur R.
2. On suppose f de classe C''. Montrer que T est derlvable sur R et que :

veer (@)@ =w( [ 0

—y Yy

k
Exercice 108 [ENS SR 2025 # 108] 1. Pour (p, k) € N%, montrer la convergence de I, = fol fol ylxzp dx dy et 'exprimer sous
forme de la somme d’une série numérique.

2. Onnote d,, = ppcm(1,...,n) pour n € N*. Montrer que I, ;, € %Z sip>k,etl,, €((2)+ 5Z

3. On pose P, = iD”(X"(lX)") Montrer que P, est a coefficients entiers.

4. Montrer que I, fo f 1
((2)2).

Exercice 109 [ENS L 2025 # 109] Déterminer les segments .S de R non réduits a un point tels que 'ensemble des fonctions polyno-
miales & coefficients dans Z de S dans R soit dense dans (C°(S,R), ||[|)-

Exercice 110 [ENS L 2025 # 110] On note F I’ensemble des fonctions croissantes de R dans R ayant pour limites respectives 0 et 1
en —oo et +00. Soient F, G, H € FE, avec G et H continues.

On suppose qu’il existe quatre suites réelles a,b,c,d telles que (z — F(anz + b))y, et (x — F(c,x + dy,))yn convergent simplement
sur R, respectivement vers G et H. Montrer qu’il existe deux réels A > 0 et u tels que Vo € R, H(xz) = G(A\x + p).

= n () dxdy converge, et en donner une expression simplifiée.- e) Montrer que I,, € dlz (Z +

Exercice 111 [ENS L 2025 # 111] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de [0,1] dans ]0,1], convergeant simplement vers une fonction
I

1. Pourn > 2, on pose t,, = > 1, z . Montrer que la suite (¢,,) converge simplement

vers f.
1. On suppose que fj est a valeurs strictement positives et que, pour tout n > 1, la fonction
frn est dérivable, croissante et que f/, > ”f ~ ol o, = 27_01 fi- On suppose également que sup 0,,(1/2) < +o0o. Montrer que, pour

tout x € [0, 1/2[, il existe Cy, > 0 tel que, pour tout n > 1 n assez grand, f,(x) < e~ =",

1. On enléve ’hypothése sur o,,(1/2). Montrer qu’il existe 2y € [0, 1] tel que :
() Vo < 2o, IC, > 0, Ing € N*, Vn > nyg, fn(z) < e_cm"‘ (ii) Vz > xo, f(z) > x — xo.
Exercice 112 [ENS P 2025 # 112] Soit f: x> 3 /2] 2 sin (£ ).

nln

1. Montrer que lim,_, o (inf{f(¢),t > x}) = 0.
2. Montrer que 0 < limy_, 1 o (sup { llle(fl)t‘), t> x}) < +o00.

Exercice 113 [ENS L 2025 # 113] Soit ()\;,) une suite de réels > 0 telle que Vn € N, 2),, < A\,11 < 3\,,. Montrer que :

Va >0, Ic1, e2) € (RT)2, Wt € [1/2,1], ZA%A 1f72t)

Exercice 114 [ENS SR 2025 # 114] On pose : Va: > 0,n(z) = Y128 CL
1. Montrer que 7 est de classe C™ sur |1, +oc[. Etudier sa limite en +oc.
2. Montrer que 7 est de classe C™ sur |0, +00].
3. Calculer 7(1).
4. Montrer que : Vz € C, [e*1| < el*I1.
5. Montrer que 7)(z) est bien définie pour tout z € C vérifiant Rez > 0.
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Exercice 115 [ENS P 2025 # 115] 1. Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique L,, € R[X] tel que L, (1) = L et (1 —
X)L — 2X L +n(n + 1)Ly, = 0.
+oo n

2. Montrer que Vz € [—1,1], Vz €] — 1,1], ﬁ => 7 Lp(x)z™.
Exercice 116 [ENS PLSR 2025 # 116] Soient f, g € C°([0, 1], R) telles que f(1)=g(1)=1 et, pour tout = € [0, 1[, | f(z)| < 1. On suppose
quil existe C>0et M € N* telsque 1 — f(1 —x) ~ . Cz'/M Pour n € N, on pose u,, = fol g(z) f(x)"dx.

z—0
1. Déterminer un équivalent de u,,.

2. Montrer l'existence de C’ tel que : Vn € N*,

okl 1‘ <<
U, — n
Exercice 117 [ENS SR 2025 # 117] Soit f: = f0+oc cos (% + tm) dt.

1. Montrer la définition de f sur R™

2. Soit z > 0. Montrer que Re [fOJroo exp (z (@ + (t+ zg)x)) dt} — f(=).

e—0t
Exercice 118 [ENS SR 2025 # 118] On note E 'ensemble des fonctions continues et de carré intégrable de R™* dans C.

1. On convient que

V+oo = 400

. Pour f continue de R** dans C, montrer que

“+o00 +oo +oo 9
/ Iflzsup{/ Ifg\;geEtelque/ gl 1}
0 0 0

1. Soit f € E. Montrer que ® : # € R™* f0+oo %dt appartient a E.
Exercice 119 [ENS P 2025 # 119] Soient K € C%([0,1]2,R) telle que || K || < 1et f € C°([0, 1], R). Etudier I'exis- tence et 'unicité
de g € CY([0, 1], R) telle que Vx € [0,1], g(z) fé K(x,t)g(t) dt = f(x).
Exercice 120 [ENS L 2025 # 120] Soient o, 8 €]0,1[. Pour f : [1,+oo[— [0, 1] continue, on pose || f|lo = SupP,_,o s*|f(s)] et
Fo = {f € C[1,+00[,[0,1]), [ flla < +o0}.

1. Pour f € F,,onpose T(f):5s>1+1—(1— %)9 +0(s—1)¢ fj;o(s +t— 1)1 f(t)dt.
Montrer que T est une application lipschitzienne de F,, dans F, (pour || - ||o).- b) On admet que, pour tout « €]0,1 — [, T posséde
un unique point fixe f, € F,. Montrer que f, ne dépend pas de «; on le note fy. Montrer que ft+oc t=0 fo(t)dt = +oo.
Exercice 121 [ENS PLSR 2025 # 121] 1. Expliciter le terme général d’une suite (a,,),>o vérifiant la relation de ré-
currence nan+1 = (n + 1)a, pour tout n.

1. Résoudre x(x-1)y” + 3xy’ +y = 0 sur ]-1,1[.
Exercice 122 [ENS PLSR 2025 # 122] Résoudre 2%y” + zy’ + (2%1/4)y = 0 sur 0, 1[.

Exercice 123 [ENS P 2025 # 123] Soient (a,b) € R? avec a < b, € C?([a,b],R™*) croissante. Soit y € C?([a,b],R) non nulle et
vérifiant y” + 1 (x)y = 0. Montrer que les points ol |y| admet un extremum local forment une suite finie (a1, . . ., a,) (éventuellement
vide) et que la suite des valeurs (|y(a1)],...,|y(an)|) est décroissante.

Exercice 124 [ENS PLSR 2025 # 124] Soit f € C?(R,C).

1. On suppose que [ + f' + f = 0. Montrer que f = 0.

2. Soit P = ag + a1 X + a2 X? € C[X] unitaire de degré 1 ou 2 et & racines simples dans C.
Onposedpf = 1 ay f*). Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que, quelle que soit f € C*(R,C), dp f m 0
implique f o 0.

1. Soit a, b, ¢ € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que

2 4 ax+ by +cz 2250 z 20
Y(z,y,2) € C(R,C)3, Y 4+br+teyt+az 250 =< y 20
z’+cm+ay+bz+;°°>0 220

Exercice 125 [ENS SR 2025 # 125] Soient I un intervalle de Ret A : T — M3 (R) continue. On regarde 1’équation (1) : X'(t) =
A(t) X (t).
1. Décrire I’ensemble des solutions de (1).
2. On suppose qu’il existe P € GLy(R) et D : I — M5 (R) a valeurs dans 'ensemble des matrices diagonales telles que, pour
toutt € R, A(t) = P~1D(t)P.
Trouver une condition sur D pour que les solutions de (1) aient une limite quand ¢ — +oc.
Exercice 126 [ENS P 2025 # 126] Soitn > 2. Soit A : RT™ — M,,(R) continue. On consideére les solutions de 1'équation différentielle

0 : /() = A(t)e(t).
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1. On suppose qu’il existe P € GL,(R) et D : RT — M,,(R) continue et & valeurs dans I’ensemble des matrices diagonales a
coefficients dans | — 0o, —1] telles que, pour tout t, A(t) = PD(t)P~. Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +00 ?

2. On suppose qu’il existe P : R™ — GL,,(R) continue et D € M,,(R) diagonale a coefficients dans | — oo, —1] telles que, pour
tout ¢, A(t) = P(t)DP~1(t). Les solutions de () ont-elles toutes pour limite 0 en +oc ?

Exercice 127 [ENS PLSR 2025 # 127] On fixe un intervalle non trivial I.- a) Soient a et b deux fonctions continues de I dans R. Soit
f une solution non nulle sur I de y” + ay’ + by = 0. Montrer que les zéros de f sont isolés : pour tout zéro ¢y de f il existe un § > 0
tel que f n’ait pas de zéro dans |tod, to + d| \ {to}-

1. Soient p1, po deux fonctions continues de I dans R telles que V¢ € I, p1(t) > pa(t). Soient f,g € C*(I,R) \ {0} telles que
f"+p1f =0et g’ + pag = 0. Soient t; < to deux zéros de f entre lesquels f n’admet aucun autre zéro. Montrer qu’il existe
un zéro de g dans [t1, 2], ainsi que dans [t1, to].

2. Soient p,q deux fonctions continues de [0,1] dans R telles que V¢ € [0,1], ¢(t) > 0. Pour A € R, on note f) la solution sur [0,1]
de I'équation différentielle 3" + (p(t) + Ag(t))y = 0 avec la condition initiale f5(0) = 0 et f;(0) = 1. On note Ny le nombre
de zéros de fy. Montrer que A — N est croissante et déterminer ses limites en —oo et +00.

3. On admet que (x,\) € [0,1] X R+ f\(x) est continue. Montrer que 'ensemble
{X €R, fa(1) = 0} est 'ensemble des termes d’une suite réelle strictement croissante.
1. Montrer que (A, z) — fx(z) est continue sur R x [0, 1].
Exercice 128 [ENS PLSR 2025 # 128] Soit 1 € R™. On considere (E,,) : y”u(1 — y?)y’ +y = 0.
1. Résoudre (Ey).
2. Soient x( et x1 deux fonctions bornées et de classe C*° de R™ dans R, etw; € R.On suppose qu’il existe des fonctionsw : RT™ — R
ete : R x R — R deux fois dérivables par rapport a la seconde variable telles que :
» w(p) =1+wip+o(u);
. ilexiste C : Rt — R croissante telle que Yk € {0,1,2}, ¥(7, 1) € Rt x R, |(02)Fe(r, )| < C(7)?;
e pour z : (7,1) € RT X R — 20(7) + px1 (1) + £(7, p), la fonction ¢ — x(w(p)t, p) est solution de (E,,) sur R* pour p
voisin de 0.
Calculer alors w; et donner une expression explicite de z( et 1 en fonction de quelques constantes inconnues.
Exercice 129 [ENS L 2025 # 129] Soit A une application continue de R dans M,,(C) et X une application de classe C! de R dans
M, (C) telles que, pour tout ¢t € R, X’(t) = A(t)X(t) X(t)A(t). Montrer que, pour tout t € R, X(t) est semblable a X(0).
Exercice 130 [ENS SR 2025 # 130] Soit f: R? — R telle que f(z,y) = ez;y
C.

Exercice 131 [ENS P 2025 # 131] Soient d € N* et f: R? — R de classe C2. Soit L > ¢ > 0 des réels. On suppose qu’en tout point
de R? la hessienne de f a son spectre inclus dans [¢, L]. Soit 7 €]0,2/L[ ainsi qu'une suite u a termes dans R? vérifiant la relation de
récurrence Vn € N, upq1 = Uy, — 7V f(uy ). Montrer que u converge.

Exercice 132 [ENS PLSR 2025 # 132] Soient d € N* et f : R? — R de classe C'. On suppose que f tend vers 400 en oo, que V f
est lipschitzienne et que les points critiques de f sont isolés dans R%. Montrer qu’il existe un réel 7 > 0 tel que, quel que soit le choix
de a € RY, la suite définie parxog = aetVn € N, 41 = z, — TV f(z,) soit convergente. On commencera par le cas ou d = 1 et

fraxm— 12—2
Exercice 133 [ENS L 2025 # 133] Soit G un sous-groupe fermé de GL,, (R).
Onpose L = {A € M,,(R);Vt € R et € G}.

siz # yet f(x,x) = e*. Montrer que f est de classe

1. Montrer que L est un sous-espace vectoriel de M., (R). Ind. Considérer (etA/ketB/k)k.

2. Montrer que V(A, B) € L?, ABBA € L.

3. Que peut-on dire de L pour G = SL,(R)?
Exercice 134 [ENS PLSR 2025 # 134] Soit n > 2 un entier. Une application f de classe C? définie sur un ouvert O de R™, 4 valeurs
dans R" vérifie la propriété P si, pour tout x € O, df, est composée d’une homothétie et d’une isométrie vectorielle.

1. On suppose que n=2 et que f vérifie P. Onnote f = (f1, f2). Montrer que f; et f5 sont harmoniques, c’est-a-dire que Af; =0
et Afg =0.

2. Montrer que le résultat de la question a) est faux si n > 3. On pourra considérer I'application f: 2z € R™ \ {0} — W

Exercice 135 [ENS P 2025 # 135] Soit f: R? — R de classe C2. On dit que f est harmonique si % + ?3275 = 0. On dit que f

est homogene de degré A > 0 si, pour tous z,y € Ret toutt € R, f(tz,ty) = t*f(x,y). Soit A > 0. Déterminer les fonctions
harmoniques et homogeénes de degré \.

2) Géomeétrie
Exercice 136 [ENS L 2025 # 136] Montrer qu’il n’existe aucun triangle rectangle dont les longueurs des c6tés sont dans N* et dont
laire est un carré parfait non nul.

Exercice 137 [ENS P 2025 # 137] Soient a, b, ¢, d dans RT*. Quelle est I’aire maximale d’un quadrilatére dont les cotés successifs ont
pour longueurs a, b, ¢, d?

Exercice 138 [ENS PLSR 2025 # 138] 1. Quelle est ’aire maximale possible pour un rectangle de périmeétre 1?
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2. On considére un entier n > 3 et une liste strictement croissante (01,...,6,,) a termes dans [0, 27]. Déterminer la valeur

maximale possible pour le périmétre du polygone de sommets €1, . .., ¢ (dans cet ordre).
3. Soit 21, ..., 2, des nombres complexes. On convient que 2y = z,,. On définit I'aire algé-
brique du polygone z; - - - 2, comme % Z;S (Re(zk) Im(2zg41)—Im(z) Re(2k+1)). On fixe unréel p> 0. Parmileslistes (21, . .., z,) €

C™ telles que le périmetre de 2; - - - 2, soit égal a p, déterminer celles qui maximisent I’aire algébrique du polygone associé.

3) Probabilités
Exercice 139 [ENS PLSR 2025 # 139] 1. Calculer la variance d’une variable de Poisson.
2. Soient @ € N* et p un nombre premier. Calculer E(X? modulo p) o X ~ P(a).

Exercice 140 [ENS SR 2025 # 140] Soient p € [0,1] et (X,,)n>0 une suite .i.d. de variables aléatoires suivant la loi Bernoulli de
35 1 iX,=1
paramétre p. On pose So = 1 et, pour n > 0, S;,41 = s + Shn
S siX, =0
1. Etudier les cas p = 0 et p = 1. On supposera que 0 < p < 1 dans toute la suite de I'exercice.
2. Donner une formule de récurrence vérifiée par la suite (E(S),)),>0, et étudier son comportement quand n — +oo.
3. Montrer que P((Sy,)n>0 est bornée) = 0.
Exercice 141 [ENS SR 2025 # 141] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que E(X}) < +o0. On pose T}, =
L5 | X, pour tout n > 1. Montrer que la suite (77,),>0 converge presque siirement vers E(X1).
Exercice 142 [ENS L 2025 # 142] Soit (X,,)n>1 (resp. (Y)n>1) une suite de variables aléatoires i.i.d a valeurs dans N. On note
T=inf{n>2; X, ¢ {X1,...,Xpn_1}}etS=inf{n >2; Y, ¢ {Y1,...,Y,_1}}. On suppose que T' ~ S. Que peut-on dire du
lien entre les suites (X,,) et (Y},)?
Exercice 143 [ENS P 2025 # 143] Soit P I'ensemble des nombres premiers et 5 > 1. Soit (Y}),ecp une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans N vérifiant P(Y, = k) = (1 — p #)p *’ pour k € Netp € P.Onpose Z = . _,Y,Inpet
X =expZ.
1. Donner la loi de X.
2. En déduire que 2;010 “T(LZ) = % ou y est la fonction de Mébius, définie par j(n) = 0 si n est divisible par un carré > 1, et
u(n) = (=1)™, ol m est le nombre de ses facteurs premiers, sinon.

neP

Exercice 144 [ENS L 2025 # 144] Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n > 1 et tout (a; ;)i<ij<n € {:i:l}”z, il existe

(2:)1<i<n €t (yi)1<i<n dans {£1}" tels que Zlgign a; ;TiYj > Cn3/2,

Exercice 145 [ENS MP 2025 # 145] Soient 6 €]0, 1| et X une variable aléatoire a valeurs dans R™ telle que P(X > 0) > 0. Montrer
2 2

que P(X > 0E(X)) > %.

Exercice 146 [ENS P 2025 # 146] Soit n € N avec n > 2. Soit E,, = {ey, ..., e, } un ensemble de cardinal n. Soient o1, ..., 0, des

variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur S,. Si i, j € [1,n], on pose e;e; = e, (;). Montrer que la probabilité

que (E,) soit un groupe, sachant que admet un neutre, tend vers 0 quand n tend vers 'infini.

Exercice 147 [ENS L 2025 # 147] Soientd € N* et (eq, . .., eq) la base canonique de Z<. Soit (Xn)n>0 une suite de variables aléatoires
indépendantes telles que P(X,, = ¢;) = P(X,, = —¢;) = ﬁ pour1 <i <d.Onpose S, => 1 ; X;etSy=0.
Soit T = inf{n > 0, S,, = 0} et pg = P(T < 400). On admet que pg < 1 pour d > 3. Montrer que pg — 0 lorsque d — +o0.

Exercice 148 [ENS P 2025 # 148] Soient p €]0,1/2[ et (X,,),>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires telle que P(X,, = 1) =
1-P(X,, = —1) = p. Pour n € N*, onnote S,, = X7+ -+ X,,. Montrer 1’existence de ¢, Cy, Cy > 0 tels que Yu > 0, Cre™ % <
P (supn21 S, > u) < Cye™ %,
Exercice 149 [ENS PLSR 2025 # 149] 1. Soit X une variable aléatoire réelle et s > 0 tel que E(e*~) soit finie. Démontrer que
Va > 0,P(X > a) < e *9E(e*¥).
2. Soit (X;);>1 une suite de variable aléatoires .i.d. & valeurs dans [0, 1].
On pose S, = Y7, X;. Démontrer que V¢ > 0, P(|S,, — E(S,)| > t) < 2¢~1"/(2n),
Exercice 150 [ENS PLSR 2025 # 150] Soit (E,P(E)) un espace probabilisable avec E' dénombrable.
1. Rappeler la définition d’une probabilité sur cet espace.
2. Pour A et B probabilités sur cet espace, on pose d(A4, B) = max A(S)B(S). Montrer que d(A4, B) = £ " |A({z}) — B({z})|.
C
3. Soient X etY deux variables aléatoires discretes & valeurs dans E de lois respectives A et B. Montrer que P(X # Y') > d(A, B).
4. Les deux lois A et B étant fixées, montrer qu’on peut construire X et Y de facon a assurer I’égalité dans I'inégalité précédente.
Exercice 151 [ENS PLSR 2025 # 151] Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) et a
valeurs dans [0, n]. Onpose pr, = P(X = k)etqx = P(Y = k) pour tout k € [0,n], et d(p, q) = maxgcfo,n) P(X € S)-P(Y € 95).
1. Montrer que d(p, q) > 0. Que dire si d(p,q) =07
2. Soit ¢ : R — R une fonction convexe. Comparer E(¢(X)) et p(E(X)).

3. On suppose de plus qu’il existe au moins deux éléments k de [0,n] tels que pi, > 0. On suppose de plus que ¢ strictement convexe,
c’est-a-dire telle que V(z,y) € R%, Vt €]0,1] z # y = o((1 — t)z + ty) < (1 — t)p(x) + tp(y). Montrer que E(p(X)) >
p(B(X)).

4. On suppose que : Vk € [0,n], pr > O et g, > 0.On pose H(p,q) =Y p_o Pk In (%).
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Montrer que H(p, ¢) > 0. Que dire si H(p,q) = 0?
Exercice 152 [ENS L 2025 # 152] On considére 7y = O et (1;)ien+ € [0,1]N". Pour (i, j) € N* xN,onposep; j = r;sij = i+1,1—r;
sij =i — 1 et 0 sinon.On admet 'existence d’une famille de variables aléatoires (X }C)(, k)eN+xN telles que

. Xéo = 1p p.s. pour tout ¢g € N*,

« P (N (X3 =ig—1)) = ITi; Pir_1.ix pour tout (i, ..., i) € N**+1,

On pose, pour i,j € N*, 7/ = inf{k € [0, +-00], X} = j} € NU {+0o0}.

Soit b € N. Calculer, pour i € [0,b], p; = P(¢ < 7{) en fonction des vy, = Hi;l 1=ri
Exercice 153 [ENS PLSR 2025 # 153] Soient (X )ren+ une suite de variables de Rademacher indépendantes et Xg = k£ € Z
(constante). On pose, pour toutn € N, S, = Xg + --- + X,,.

1. Déterminer 'espérance et la variance de .S,,.

2. Soientm € N* et k1, ...,k € Z. Que dire de la loi de (S, )n>m conditionnée par (S1 = k1,...,Sm = kmn)?

3. Soient k, N € N* avec N > k. On considére que la marche aléatoire s’arréte dés que S,, = 0 ou S,, = N. On admet que l'arrét

est presque str. Déterminer la probabilité pj que la marche s’arréte sur 0 en partant de k.

4. Déterminer le temps moyen d’arrét (en 0 ou IV cette fois) en partant de k.
Exercice 154 [ENS P 2025 # 154] On considére n variables aléatoires de Rademacher indépendantes (¢;)1<;<,. Montrer que, pour
tout réel p > 0, il existe (c,, C,) € (RT*)? indépendant de n € N* tel que,
pour tout

(z1,...2,) €C"

1 1 1
» Cp (Z?zl |Zz|2) ' < (E > 5izi|p) P <Gy (Z?:l |Z1|2) i
Exercice 155 [ENS L 2025 # 155] Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z telles que Vn €
N, Vk € N, P(X,, = k) = P(X,, = —k) = ce ¥ ot c est a déterminer. Déterminer la loi du rayon de convergence de la série
entiére aléatoire »_ X, 2".
Exercice 156 [ENS P 2025 # 156] Soit (py)n>1 une suite d’éléments de [0,1]. Pour n € N*, on note G,, le graphe aléatoire G,, ;,
d’Erdés-Renyi, c’est-a-dire un graphe aléatoire de sommets [1,n] et une famille (Xy; ;) )i, j}eP,([1,n)) de variables de Bernoulli i.i.d.
de parameétre p,,, avec Xy; ;3 = 1 si et seulement s’il existe une aréte reliant 4 et j. On note I,, le nombre de sommets isolés deG,,.

1. Soit € €]0, 1]. On suppose que, pour tout n € N*, p,, > (1 + €)M. Montrer que P(7,, > 1) P 0.
n—-+0o0o

n

2. Soit € €]0, 1[. On suppose que, pour tout n € N*, p,, < (1 — 5)% Montrer que P(,, > 1) — 1.

n—-+o0o

Exercice 157 [ENS L 2025 # 157] Montrer qu’il existe un réel c> 0 vérifiant la condition suivante : quel que soit n € N*, quelle que

soit S partie non vide de U, il existe un entier naturel p < % ainsi

qu’une p-liste (z1, ..., z,) d’éléments de U, telle que |, _; zxS| > §-
Exercice 158 [ENSPLSR 2025 # 158] Soitp € [0, 1/2]. On fixe une suite (X,,),,>1 de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans {—1,0, 1}
ettellesque P(X; =1)=P(X;=-1)=petP(X;=0)=p
valeurs dans

{-1,0,1}
et telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = petP(X; =1) =1 —2p.Pourb € Z,a € ZN" et n € N*, on pose P(b,a,n) =
P (35— ar Xy =b).

1. On suppose a = 2#~1. Calculer P(0, a, n) pour tout n € N.

2. On suppose p = 1/4 et a = (1)en- Calculer P(0, a, n) pour tout n € N.

3. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles b — P(b, a,n) est maximale en 0 pour tout a € ZN".

Exercice 159 [ENS PLSR 2025 # 159] Soit n > 3. Une alpiniste dispose de n lieux possibles pour planter sa tente, lieux numérotés de
1 a n. Elle peut visiter chacun de ces lieux successivement, a partir du numéro 1, et doit décider si elle y plante sa tente. Lorsqu’elle
visite le lieu k, elle peut savoir si elle préfere ce lieu a tous les lieux précédemment visités, mais ne sait pas si elle le préfére aux lieux
non encore visités. Une fois un lieu visité, si 'alpiniste a refusé d’y installer sa tente elle ne pourra plus revenir sur ce lieu. L’alpiniste
a pour objectif de maximiser la probabilité d’avoir choisi celui des n lieux qui a sa préférence parmi les n lieux.

1. Déterminer une stratégie optimale pour I’alpiniste lorsque n=3.

2. On fixe un k € [0,n — 1]. L’alpiniste suit la stratégie décrite ci-apreés : elle visite automatiquement les k+1 premiers lieux ; étant
donné ¢ € [k + 1,n — 1], si lalpiniste visite le {-iéme lieu alors elle I’écarte si et seulement s’il n’a pas sa préférence parmi
tous les lieux déja visités. Déterminer la probabilité p,, ,, pour que I'alpiniste s’installe sur le lieu ayant sa préférence parmi les
n lieux.

3. On fixe un k,, maximisant p, j lorsque k parcourt [0, n — 1]. Etudier le comportement asymptotique de k,, quand n tend vers
+00.

Exercice 160 [ENS L 2025 # 160] Soit (X, ),,>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discrétes. Pour ¢ € Retn € N*, on consi-
dere la variable aléatoire f,,(t) = 1 [{k € [1,n], X}y < t}|. Montrer qu’il existe une fonction f: R — Rtelle que P (sup,cg | /5 () — f(t)] > ¢

0 pour tout réel € > 0.
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Exercice 161 [ENSL 2025 # 161] Pour deux variables aléatoires réelles bornées X et Y, sur des espaces probabilisés a priori distincts,
on note X <. Y pour signifier que E(f(X)) < E(f(Y)) pour toute fonction convexe f: R — R. On se donne, sur un espace
probabilisé, deux suites (M, X1, Xs,...) et (INV,Y7,Ya,...) de variables aléatoires indépendantes bornées vérifiant les conditions
suivantes :

« les X,,, ot n € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« lesY,, oun € N*, sont identiquement distribuées et positives;

« M et N sont a valeurs dans N :

. MﬁCNetXl <ec Yl.
On pose S = Z,iw:l XpetT = Z,ivzl Y%. Montrer que S <. T.
Exercice 162 [ENS L 2025 # 162] Soient E une partie bornée et au plus dénombrable de R™, et £ et £ deux lois de probabilité sur

E. Déterminer, en fonction de ces lois, la plus petite constante K, »+ telle que, pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires réelles a
valeurs dans F telles que X ~ LetY ~ £, on ait I'inégalité¢ E(XY) < K ».

Exercice 163 [ENS SR 2025 # 163] On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit X = (X7, ..., X,,)7 un vecteur aléatoire
tel que E (|| X|[|?) < +oc. On note C(X) = (Cov(X;, X;)),; j<n la matrice de covariance.

1. Que dire de C(X) si les X; sont indépendantes?

2. Soientv € R" et Y = (v, X). Exprimer V(Y) en fonction de C(X).

3. On suppose les X; centrées. Soient A € M,,(R) et Z = AX. Exprimer E(||Z||?) en fonction de C(X).

4. Caractériser les A € M,,(R) pour lesquelles il existe un vecteur aléatoire X tel que A = C(X).

5. Soit H un hyperplan de R™.

Montrer que P(X € H) = 1 si et seulement si H C Ker(C(X)).
Exercice 164 [ENS SR 2025 # 164] Soit o > 0. On consideére I'équation différentielle () : (v = —x, 2" = a?y) avec (z,y) : R — R2.

1. Si(z0,y0) € R? est fixé, justifier 'existence et 'unicité d’une solution de () vérifiant 2(0) = x et y(0) = yo. Pour cette solution,
on pose I(t) = y*(t) et J(t) = a®z2(t).

2. Montrer que les applications 1" +— % fOT I(t)dt etT — % fOT J(t)dt admettent une limite finie en 4o0.

3. Soit N € N*. On considére deux variables aléatoires x¢, o indépendantes a valeurs dans %Z telles que, pour tout k € Z,
P(zg=£)=P(yo=L£) = ynexp (—(k/N)?). a) Justifier I'existence de v € R* pour lequel ces conditions définissent
la loi des deux variables aléatoires. b) On fixe ¢ et on considére, pour N € N*, la variable aléatoire fn (t) = I(t) + J(t) (les
fonctions I et J sont associées aux variables aléatoires xq et yy). Montrer que E (e‘f N (t)) posséde une limite quand N — +00.

II) X MP XENS
1) Algebre
Exercice 165 [X MP 2025 # 256] Pour quels entiers n € N* le nombre réel cos (27”) est-il rationnel ?

Exercice 166 [X MP 2025 # 257] On étudie I'équation 22 + y? = N(1 + xy) d’inconnue (z,y) € Z2,ou N € N.
1. Traiter les cas ¢ =y, N =0, N = 1.- b) On suppose N > 2 et on se donne (x,y) solution avec = # y. Montrer qu’on peut se
ramener a © > y > 0. Montrer qu’il existe z € Z tel que (y, z) soit solution et tel que y > z.
En déduire que N est un carré parfait.
1. On considére maintenant 1’équation 22 + y?> = —N(1 + xy) dans Z2. En adaptant la méthode précédente, trouver tous les
couples solutions.
Exercice 167 [X MP 2025 # 258] Soient a € N avec a > 2 et P = X2 + X + a. On suppose que, pour tout n € [0, a — 1], P(n) est
premier. Soit k € [1,a — 2].
1. Montrer que si k+1 est un carré alors P(a+k) n’est pas premier.
2. Montrer que si P(a+k) n’est pas premier alors k+1 est un carré.
Exercice 168 [X MP 2025 # 259] 1. Soit f: R — R de classe C! et 1-périodique. On suppose qu’il existe a € R\ Q et y € R tels
que:Vz € R,Vne N, Y 1, f(z+ka) < Y._, f(y+ ka). Montrer que f est constante.
2. Soient p un nombre premier et n € N*. Déterminer la valuation p-adique de n!.

I, (5%
3. Soient m, k € N*. Montrer que H’Eli(éj)

J

eN.

j=1
Exercice 169 [X MP 2025 # 260] Soit n € N*. Pour une partie I de [1, n], on appelle composante de I tout sous-ensemble maximal
de I formé d’entiers consécutifs. On note c(I) le nombre de composantes de I.
1. Une permutation o € S, est dite i-adaptée lorsque, pour tout ¢ € I, les entiers o (i) et (i + 1) sont consécutifs. Dénombrer les
permutations I-adaptées en fonction de |1 et c(I).
2. Soient ¢ € N* et p € [1, n]. Dénombrer les parties I de [1, n] telles que [I] = p et ¢(I) = c.
Exercice 170 [X MP 2025 # 261] Soient (ay,)n>0 et (bn)n>0 deux suites d’entiers relatifs. On dit que les deux séries entiéres

+o© a n +oo b n . — +o0 a n — +oo b n
D omeo ety 7 252" sont congrues modulo m si a,, = b, mod m pour tout n > 0. On note alors ) =) @n 2" = 3" 70 2
mod m.
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1. Soit p un nombre premier. Montrer que (e* — 1)P~! = ::(’) —% mod p.

2. Soit m > 4 un entier non premier.
Montrer que m divise (m-1)!, et que (¢ — 1)™"! =0 mod m.
Exercice 171 [X MP 2025 # 262] Soit G un groupe. Un sous-groupe H de G est dit maximal lorsque H # G et aucun sous-groupe
de G n’est compris strictement entre H et G. Soit n > 2.

1. Montrer que {0 € S,,, €(0) = 1} est un sous-groupe maximal de S,,.

2. Soit k € [1,n]. Montrer que {o € S,,, o(k) = k} est un sous-groupe maximal de S,,.

3. On suppose que G est fini, et on se donne un sous-groupe H de G tel que % soit un nombre premier. Montrer que H est

maximal.

Exercice 172 [X MP 2025 # 263] Soit ¢ un morphisme de groupes de ZN dans Z nul sur I'ensemble Z(") des suites presque nulles.
Montrer que ¢ est nul.

Exercice 173 [X MP 2025 # 264] On pose
12450

@ 13

1. Montrer que a n’est pas une racine de I'unité.

2. Le nombre « est-il racine d’un polyndme unitaire a coefficients dans Q? dans Z?

3. Soit a € C tel que « soit racine d’un polynome unitaire a coeflicients entiers dont toutes les racines complexes sont de module
1. Montrer que « est racine de 'unité.

Exercice 174 [X MP 2025 # 265] 1. Soient P, € C[X] premiers entre eux, z € C une racine de A = P2 + Q2. Est-ce que z est
racine de B = P2 + Q'?? Que dire si 2 est racine multiple de A?

a) Montrer que, si P € R[X], P s’écrit U2 + V2 avec U et V dans R[X] si et seulement si

Vo € R, P(z) > 0.
1. Montrer que tout P € C[X] s’écrit U2 4+ V2 avec U et V dans C[X] si et seulement s c) Montrer que tout P € C[X] s’écrit
U? + V2 avec U et V dans C[X].
2. Est-ce que tout polynome P € C[X] peut s’écrire U® + V3 avec U et V dans C[X]? Ind. Montrera que le plus petit facteur
premier p de P(a+k) est supérieur ou égal a a, puis que P(a+k-p)=p.
Exercice 175 [X MP 2025 # 266] On admet le résultat suivant. Soient ¢ € C, U un voisinage de ¢ dans C, f: U — C développable
en série entiére au voisinage de c et telle que f(z) = O((z — ¢)¥). Alors il existe 7 > 0 et 21,...,29, € U distincts tels que :
Vi e [1,2k], f(z;) € Ret|c—z| =
1. Soient A, B € R[X] \ {0}. On suppose que les polyndmes non nuls de Vect(A, B) sont scindés dans R[X]. Montrer qu’entre
deux racines de A (au sens large) se trouve au moins une racine de B.
2. Démontrer le résultat admis.
Exercice 176 [X MP 2025 # 267] Soient FF € R(X), A={z € Q,F(z) € Q}et A ={x € Z, F(z) € Z}.
1. On suppose A infini. Montrer que F' € Q(X).
2. On suppose A’ infini. Que peut-on dire de F'?

Exercice 177 [X MP 2025 # 268] Soit f = >_;'_, cxX* un polyndme de degré n a coefficients entiers et dont toutes les racines
complexes appartiennent & Q*. On pose H = max(|col, . .., |cnl).

1. Montrer que pour le complexe i on a | f(i)|? < H? (§ +n+ 1).
2. Montrer que | f(i)]| < 2™.
3. En déduire que sin > 10 alors n < 5log, (H).
Exercice 178 [X MP 2025 # 269] Soient A, B € M,,(R) de rang 1 telles que Tr(A) = Tr(B). Montrer que A et B sont semblables.

Exercice 179 [X MP 2025 # 270] Soient A et B appartenant & M, (R), on note k = dim Ker(AB). Quelles sont les valeurs possibles
pour la dimension de Ker(BA)?

Exercice 180 [X MP 2025 # 271] Soientn € N* et C,, = {—1,1}". Onpose H = {f € L(R"), f(C,) = C,}. Montrer que H est
un groupe pour la loi de composition et déterminer son cardinal.

Exercice 181 [X MP 2025 # 272] Soient X,Y € M3(K) ot K est un sous-corps de C. Montrer que la matrice A = XY + Y X —
tr(X)Y — tr(Y)X + (tr(X) tr(Y) — tr(XY))I; est nulle.

Exercice 182 [X MP 2025 # 273] Soient n € N*, P et ) dans C[X] tels que P soit scindé a racines simples, deg P = n et deg @ < n.
On admet qu’il existe une matrice B = (b; j)o<; j<n—1 telle que, pour tout (z,y) € C? avec z # y, on ait

P(r)Q(y) — P(y)Q(z) 3

ol d

b; jz'y

r—y =
0<i,j<n—1

Montrer que dim Ker B = |{z € C, P(z) = Q(z) = 0}|.
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Exercice 183 [X MP 2025 # 274] Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u et v dans L(E), c=uov — v o u, on
suppose rgc = 1.

1. Montrer qu’il existe une base de I dans laquelle la matrice de c est égale a F),_1 .

2. Montrer que pour tout k € N, u*(Im ¢) C Kerec.
3. Montrer que ., n’est pas irréductible dans K[ X].
4

. Soit u € L(E), F un sous-espace vectoriel de E non trivial tel que u(F') C F. Montrer que X, n’est pas irréductible dans K[ X].
Etudier la réciproque.

Exercice 184 [X MP 2025 # 275] On fixe un entier n > 1 et, pour k € [1, n], on note Ry, 'ensemble des matrices de rang k de M, (R).
1. Montrer que Ry = {XY7T (X,Y) € (R*\ {0})2}.
2. Montrer que R est I'ensemble des matrices de la forme XY + X,V avec (X1, Xo) et (Y1, Y2) couples libres de vecteurs
de R™.
3. Soit M € R;. Décrire I'ensemble des couples (X,Y) € (R™)? tels que M = XY,
4. Soit ¢ € L{M,,(R)) conservant le rang.
Soient X1, Xo, Yy dans R"™ \ {0} et P, Py, Q1, Q2 dans R™ tels que (X 1Y) = PiQT et o(X2Yy) = PQL, avec (P1, P,) libre.
Montrer qu’il existe A € GL,,(R) et Qo € R™ \ {0} tels que VX € R™, ¢ (XY) = AXQ{.
Exercice 185 [X MP 2025 # 276] Soitn € N avec n > 2. Pour k € [0, 7], on pose N (k) = {N = (n;;)1<ij<n € Mn(C) : Vi, j €
1,n,i>j—k = N;; =0}etT(k)={I,+N;N e N(k)}
1. Montrer que, pour tout k& € [0, n], T'(k) est un sous groupe de GL,,(C).
2. Construire pour, k£ € [0,n — 1], un morphisme de groupes ¢y, : T'(k) — G(k) ou G(k) est un groupe abélien bien choisi tel
que Ker(o(k)) =T(k+1).
3. Pour un groupe G, on note D(G) le sous-groupe engendré par {ghg~'h~'; g, h € G'}. Montrer que T'(0) est résoluble i.e. qu’il
existe ¢ € N tel que DY(T(0)) = {I,,}.
Exercice 186 [X MP 2025 # 277] 1. Soit D € M,,(C) une matrice diagonale a coefficients diagonaux distincts. Montrer que I’en-
semble des X € M,,(C) telles que X2 = D est fini non vide, déterminer son cardinal.
2. Soit N € M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe X € M,,(C) telle que X2 = I, + N.
Exercice 187 [X MP 2025 # 278] Pour A € M,,(C) on pose R(A) = {M € M,,(C), M? = A}.

Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de R(,,) non semblables deux & deux a deux.
On suppose A diagonalisable avec n valeurs propres distinctes. Déterminer le cardinal de R(A).
Est-il vrai que, si A est diagonalisable, toutes les matrices de R(A) le sont?

Toute matrice A de M,,(C) admet-elle une racine carrée ?

Gk B

On pose U,, = {I,, + N, N nilpotente}. Montrer que toute matrice A de U,, admet une unique racine carrée dans U,,.

Exercice 188 [X MP 2025 # 279] Pourn € N*, onpose ZA = sup{r € N;JA;,..., A, € M,,(C),Vi, A? = I, et Vi # j, A;A; =
—AjA}

1. Sin est impair, montrer que ZA(n) = 1.

2. Soient s,t € N. Montrer que ZA(2°(2t + 1)) = 2s + 1.
Exercice 189 [X MP 2025 # 280] 1. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable. Donner une condition nécessaire et suffisante

sur A pour qu’il existe x € R™ tel que (z, Ax, ..., A" 1x) soit une base de R™.
2. Soient
bl, bg, bs €R
bp 0 0
et M = 1 b 0
0 1 b

« A quelle condition la matrice M est-elle diagonalisable ?
« A quelle condition existe-t-il z € R? tel que (x, Mz, M?z) soit une base de R®?
« On suppose que b1babz = 1. Montrer qu’il existe un unique (a1, az) € R? tel que M soit semblable a la matrice

(AN D) 1
M=(1 0 0
0 1 0

Exercice 190 [X MP 2025 # 281] $ $ Soient V un C -espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(V).
1. On suppose que G = GL(V). Que vaut Vect(G)? La réciproque est-elle vraie ?
On suppose maintenant que, pour tout g € G, ¢ id est nilpotent.

1. Quels sont les éléments diagonalisables de G?
2. On suppose que G est fini et que Vect(G) = L(V). Quelle est la dimension de V?
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3. Si G n’est plus fini mais que Vect(G) = L(V), quelle est la dimension de V?

Exercice 191 [X MP 2025 # 282] 1. Soit > a, 2™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit M € M 4(C) une matrice
complexe dont les valeurs propres sont de module strictement inférieur & R. Montrer que ) a,, M™ converge.

2. Existe-t-il une série entiére > a, 2™ de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
et admettant une valeur propre de module R, la série Y a, M™ diverge?

3. Existe-t-il une série entiére > | a, 2™ de rayon de convergence R> 0 telle que, pour toute matrice M a spectre inclus dans D (0, R)
admettant une valeur propre de module R, la série Y a,, M™ converge ?d) Soit f: z — Z::f) a, 2" la somme d’une série entiére
de rayon de convergence R > 0.

On pose

—+oo
f®) 2 Zn(n—l)...(n—k+l)anz".
n==k
Soit M € M4(C) de polyndme caractéristique xar = [],_; (X — A\;)® ot les \; sont distincts
et de module < R et les a;; dans N*.

« Montrer l'existence de P € C[X] tel que

Vi € [1,7],Vk € [0,a51], fF (X)) = PRI (\).
« On suppose que M est diagonalisable. Montrer que f(M) = P(M).
« Est-ce toujours le cas si on ne suppose plus M diagonalisable ?
Exercice 192 [X MP 2025 # 283] Soient E = C°([—1, 1], C), g une surjection continue croissante de [-1,1] sur luiméme. On considére
F un sous-espace vectoriel de F de dimension finie stable par f +— f o g. On note ¢ 'endomorphisme de F' défini par ¢ : f — fog.
1. Montrer que 1 est la seule valeur propre de ¢.
2. En déduire que ¢ = idp.
3. Que peut-on dire des valeurs propres possibles de ¢ si g n’est plus supposée surjective ?
Exercice 193 [X MP 2025 # 284] Soit p un nombre premier, A et B appartenant & M,,(Z). Démontrer que tr((A + B)P) = tr(AP) +
tr(BP) (mod p).
Exercice 194 [X MP 2025 # 285] Soient n € N* et H un sous-espace vectoriel de M,,(C) stable par produit matriciel. On note
D={0e L(H):V(A, B) e H? 6(AB) =6(A)B + AS(B)}.
1. Soit C' € H. Montrer que § : A — CAAC est dans D, et exprimer simplement €.
2. Soit § € D. Montrer que VA, B € H, ¢°(AB) = e’ (A)e’ (B).
3. Retrouver le résultat de la question précédente en considérant I'application f: t € R — e~ (e'?(A)e(B)) et en calculant f.
4.

Soit 6 € D.Pour A € C, on note H) le sous-espace caractéristique de ¢ associé a A (éventuellement {0}). Soient A, i € C,
A€ HyetB € H, Montrer que AB € Hy4,.

Exercice 195 [X MP 2025 # 286] 1. Soient k, m,n € N*. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit (vy, ..., v,)
une famille de vecteurs unitaires de R™ tels que (v;, v;) < —1/k pour tous ¢,jdistincts. Montrer que n < k + 1.

2. Montrer qu’il existe une famille (vy, ..., vg+1) de vecteurs unitaires de R¥ tels que (v;,v;) = —1/k pour tous 4, j distincts.
Exercice 196 [X MP 2025 # 287] Soit E' un R -espace vectoriel de dimension finie.
1. Soit f € L(E). Montrer que Tr(fid) = 0 et rg(fid) = 1 si et seulement s’il existe a € F et £ € E* tel que £(a) = 0 et f = id+ la.
On dit alors que f est une transvection.
Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire telle que : Vo € E'\ {0}, 3y € E, o(x,y) # 0et V(x,y) € E2, o(y,x) = —p(x, ).
Soit G = {u € GL(E) : Vz,y € E, p(u(x),u(y)) = p(z,y)}.
1. Montrer que G est un sous-groupe de GL(E).- ¢c) Montrer que G contient les applications de la forme id +A¢(a, -) aavec A € R
eta € E.
2. Montrer que G est engendré par les transvections de la forme indiquée en c).
Exercice 197 [X MP 2025 # 288] Soientn € N et O € O, (R). Calculer ap = | det(vo)| ot 9o : A € S,(R) — OT AO.
Exercice 198 [X MP 2025 # 289] Pour M € GL,(R) tel que —1 ¢ Sp(M), on pose T'(M) = (I, M)(I, + M)~!. On note A, (R)
I’ensemble des matrices antisymétriques et B,,(R) 'ensemble des matrices M € O,,(R) telles que —1 ¢ Sp(M).
1. Montrer que T est bien définie sur A,,(R) et 5, (R).
2. Si A € A,(R), montrer que T'(A) € B,(R).
3. Si B € B, (R), montrer que T'(B) € A, (R).
4. Calculer T o T(A) si A € A,(R).
0 =z
—x 0
6. Déduire des questions précédentes que toute matrice de As, (R) est orthosemblable 4 une matrice diagonale par blocs avec des

blocs diagonaux de la forme <—0w g) .

5. Soientz € Ret A = ( ) Calculer T(A).

Exercice 199 [X MP 2025 # 290] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
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1. Soit M € S;FF(R). Montrer que 'application (z,y) € (R")? — (M 'z, y) définit un

produit scalaire sur R™.
1. Soient M € §;F"(R) et N € A,,(R). Montrer que MN est diagonalisable dans M., (C) a spectre inclus dans iR.
2. Soit A € M,,(R) diagonalisable dans M,, (C) a spectre inclus dans ¢R. Existe-t-il M €

St (R) et N € A, (R) telles que A = MN?

Exercice 200 [X MP 2025 # 291] Soit n € N*. On pose J = ([0 _OI”)
1. Soit M € My, (R) telle que M? = —1I5,,. Montrer 'équivalence : MTJ € S5, (R) & MTJM = J.
2. Onnote C' = {M € My, (R), M? = —I5, et MTJ € ST (R)}. Montrer que, pour tout M € C, M + J € G L, (R).
3. Pour M € C,onnote Sy; = (M +.J)"1(M —J). Montrer que Sy; € Sa,(R). Montrer que VX € R?\ {0}, ||Sy X|]2 < [|X]]2.
4. Montrer que, pour pour tout M € C, Sy J + JSy = 0.

Exercice 201 [X MP 2025 # 292] Les espaces RP sont munis de leurs normes euclidiennes canoniques. Soient d et D des entiers

> 1. Etant donné py, . .., p, € R% on dit que (po,...,p,) se plonge isométriquement dans QP s’il existe qq, . .., ¢, € QP vérifiant
Ipi = p;jll = lla: — g;| pour tous i, j € [0, n].
1. On suppose que (po, - . ., pn) se plonge isométriquement dans Q. Soit p une combinaison linéaire a coefficients rationnels de
Do - - -, Pn- Montrer que (p, po, - . . , Pr) se plonge isométriquement dans QP.

2. Soient p, ..., p, € R tels que ||pip;||*> € Q pour tous 4,5 € [0,n]. Montrer que (po, ..., py) se plonge isométriquement dans
Q*<. On admettra que tout entier naturel est somme de quatre carrés d’entiers.

Exercice 202 [X MP 2025 # 293] 1. Soit A € S,,(R). Montrer que A est définie positive si et seulement si, pour tout k € [1, n|, det((a; ;)1
0.

2. On pose A, = (t'i_j‘)lgingk out € RT*. Calculer det A;.

3. On pose A = (%) . Démontrer que A est symétrique définie positive.
Hli=il )1 <4 j<n

Exercice 203 [X MP 2025 # 294] On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

1. Soient A € M, (R) et F un sous-espace vectoriel de R™. Soit ( f;)1<;<x une base or-

thonormée de F'. On pose : 7p(A) = Zle (fi, Af:). Montrer que 7 (A) ne dépend pas de la
base orthonormée choisie.
Dans la suite de ’exercice, on suppose A € S,,(R) et on note A\; > --- > ), les valeurs propres de A, comptées avec multiplicité.

1. Déterminer le meilleur encadrement possible de 7 (A) en fonction de F' et de Sp(A).

2. On pose, pourt € R, A(t) = A+ tE;;1.Pourt € R, on note A\1(t) > --- > A, (t) les valeurs propres de A(t). Montrer que :
Vt Z O,An(t) Z )\" et )\1 Z /\Q(t)

3. Déterminer un équivalent simple de A (t) quand ¢ tend vers +oc.

2) Analyse
Exercice 204 [X MP 2025 # 295] 1. Soient N; et Ny deux normes sur un R -espace vectoriel E. Montrer que si [N; et N5 ont la
méme sphere unité alors Ny = Ns.
2. Onpose E = C°([0,1],R). Soit (f, g) € E?. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (z,y) € R? = ||z f+yg|
soit une norme sur R2.

3. Soit (E, (,)) un espace euclidien, dont on note |||| la norme. Soit p une autre norme sur E. On note S et S, les sphéres unité
respectives pour |||| et p. Montrer que d : x € S + sup |(z, y)| est a valeurs dans R™*, que k = sup ||y|| est un réel strictement
positif, et enfin y € S, que d est k-lipschitzienne pour la norme || - ||

4. Onnote B={f € E, p(f) <1} et,pourx € S,D, = {z € E;|{x,2)| < d(z)}. Montrer que B = (), g D,.
Exercice 205 [X MP 2025 # 296] Soit E un R -espace vectoriel de dimension finie. Montrer que tout convexe non borné contient au
moins une demi-droite. On pourra commencer par le cas d’un convexe fermé.
Exercice 206 [X MP 2025 # 297] Pour k € N*, soit R, la borne inférieure de 'ensemble E}, des r € R** tels qu’il existe une boule
fermée de R? euclidien de rayon r contenant au moins k points de Z2.

1. Calculer Ry, pour k =2, 3, 4.

2. Si k € N*, montrer que Ry, est le minimum de EY.

3. Montrer que, pour k € N*, 4R% est entier.

4. Donner un équivalent de R, lorsque % tend vers +oo.

Exercice 207 [X MP 2025 # 298] Soit E I'espace des fonctions continues de [0,1] dans R. On munit E' de la norme |||| . Déterminer
les formes linéaires continues ¢ sur E telles que, pour tout (f, g) € E? tel que ¢(fg) = 0, on ait ¢(f) = 0 ou ¢(g) = 0.

Exercice 208 [X MP 2025 # 299] Soit p : [0, 1] — M,,(C) continue telle que, pour tout ¢, p(t)? = p(t).

1. Montrer que t — g p(t) est constante.
2. Montrer l'existence de u € C%([0, 1], GL,,(C)) telle que V¢, p(t) = u(t)p(0)u=1(¢).
3. On suppose de plus que p(1) = p(0). Montrer que I'on peut choisir u de sorte que 'on ait aussi (0) = u(1).

20



Exercice 209 [X MP 2025 # 300] Soit n > 2. On note B,, I'ensemble des matrices bistochastiques de M, (R) c’est-a-dire les M =
(miﬁj)lgi’jgn S Mn(R) telles que : Vi € [[l,n]], Z?:l m;; = 1, Vj e ﬂl,n]],zzl:l m; g = 1et V(Z,]) S ﬂl,n]]zml-J > 0. Si
o € Sy, onnote Py = (0; 5(j))1<i,j<n la matrice de permutation associée a o ; la matrice P, est dans B,,.

1. Montrer que B, est une partie convexe de M, (R). Un élément M de B,, est dit extrémal lorsqu’il ne peut pas s’écrire M=(1-
t)A+tB avec

A, B éléments distincts dans B, et ¢ €]0,1].
1. Montrer que les P, sont des points extrémaux de B3,,.
2. On fixe un élément M de B,,.
Pour une partie I C [1,n], onnote F(I) = {i € [1,n] : 3j € I,m; ; > 0}.
a) Montrer que || < |F(I)].
b) Montrer qu’il existe une injection f: [1,n] — [1,n] telle que, pour tout i € [1,n], m; ;) > 0.
c¢) En déduire I'ensemble des points extrémaux de 3,,.
3. Montrer que 3, est 'enveloppe convexe des P, pour o € Sy,.
Exercice 210 [X MP 2025 # 301] On munit F = C°([—1,1],R) de la norme || - || .
1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique 7T,, € R[X] de degré n tel que V0 € R, T,,(cos 0) = cos(nb).
Soit (@, )n>0 € (RT)N telle que > a,, converge.

1. Soit f: z — Z:i% anTsn ().
« Montrer que f est bien définie et continue sur [-1, 1].
- Montrer que d(f, R» [X]) = inf peryn (x] | fPlloc = Sp0 1 @k
Ind. On pourra considérer les points x;, = cos(m(1 + k37"~ 1)) pour k € [0, 3"+1].
Exercice 211 [X MP 2025 # 302] Soient K une fonction continue de [0, 1] dans R, E I'espace des fonctions continues de [0,1] dans
R-a)Si f € E, soit Tk (f) la fonction de [0,1] dans R telle que Va: € [0,1], Tx (f)(z) = [*°_ K (z,y) f(y)dy. Montrer que Tk est un
endomorphisme continu de I'espace normé (E, || - || o0 )-
1. Onsuppose que K est a valeurs dans R™*, que A € R et que I'espace propre E, (T ) contient une fonction non identiquement
nulle a valeurs dans R™. Montrer que F (T ) est de dimension 1.
Exercice 212 [X MP 2025 # 303] Soit (uy,)n>0 une suite réelle telle que u, 1 — %4 — 0. Montrer que u,, — 0.
Exercice 213 [X MP 2025 # 304] Soient a < b réels et (uy, ) en une suite réelle telle que, pour tout ¢ € [a, ], il existe une suite (k) nen
d’entiers tels que tu,, — k,, — 0 quand n — 400. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0.
Exercice 214 [X MP 2025 # 305] Soient @ € R** et 8 = 1/av. Soit (25,)5>0 la suite définie par zo = 1 et, pour tout n € N, 2,1 =
+1
aDEZ+1) Zn.
1. Donner un équivalent de z,, et sa valeur exacte lorsque 3 € N*.

2. Soit (zy,)n>0 une suite réelle.
« Onpose,pourn € N, u,, = %ﬂ > oho @k et y, = axy + (1 — @) py. On suppose que y,, — & € R. Montrer que z,, — .
Exercice 215 [X MP 2025 # 306] Pour n € N, on pose u,, = |{(p,q) € N?,p> + ¢®> = n}|.
1. Déterminer la limite de la suite de terme général % > ug.
2. Etudier la nature de la suite (u,,).
3. Montrer que (u,,) n’est pas bornée.
Exercice 216 [X MP 2025 # 307] Soit (a,)nen une suite réelle vérifiant, pour tout n € N, a, 1 = an(1 — ay).
1. On suppose que ag = 1/2. Montrer que in ~ Inn quand n — +o0.
2. On suppose ag > 1. Déterminer la limite de (a,,) puis un équivalent de a,,.
3. Donner un développement asymptotique a deux termes de a,.
Exercice 217 [X MP 2025 # 308] 1. Pour n > 3, justifier 'existence de z,, y, € Ravec 0 < x,, < y,, solutionsde x —nlnx = 0.
2. Donner un développement asymptotique a deux termes de x,, et y,,.
Exercice 218 [X MP 2025 # 309] Construire une suite strictement croissante (p;, ), >2 d’entiers avec py = 2 telle qu’il
existe C> 0 vérifiant, pour tout n > 2, Zi'jn] -1 ﬁ > C, et telle que la série de terme général 2= (Prt1=pn) diverge.

k
Exercice 219 [X MP 2025 # 310] On pose o = 4 foggg (2;21

de la décimale de 7 correspondante.
Exercice 220 [X MP 2025 # 311] Soient p> 0 et > 0 tels que % + % =1 et n € N*. Montrer que, pour tout

. Montrer qu’exactement une des 16 premiéeres décimales de « différe

1 1
(@1, s by by) € (RT)PD ah; < (Z af> (Z b?)
i=1 i=1 i=1
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Exercice 221 [X MP 2025 # 312] Soit f: RT™ — RT* de classe C* telle que f(x) — 0 quand z — 07 et quand  — +o00. On
suppose que, pour tout . € N*, il existe un unique z,, € R** tel que f(")(z,,) = 0.
1. Montrer que la suite (x,,),,>1 est croissante.
2. Soit n € N*. Montrer que " (™) (z) — 0.
x

—0+
3. On pose g(z) = M

Fln— k)
D=0 n, L
4. Montrer que, pour tout n > 0, (—1)"¢g(™ () > 0 pour tout z > 0.
Exercice 222 [X MP 2025 # 313] Soit f € C?(R,R). On suppose que : f2 < 1et (f/)? 4+ (f”)? < 1. Le but est de montrer par
I'absurde que g = f2 + (f’)? < 1. On suppose donc qu'’il existe t € R tel que : f(t)% + f'(¢)? > 1.
Onpose: E = {x € R;Vy € [min(t,z), max(t,z)], f(y)? + f'(y)? > 1}.

pour tout z > 0. Montrer que, pour tout n > 0, il existe ap,...,ann € Z tels que g(")(a:) =

pour tout x> 0.

1. Montrer que E est un intervalle ouvert.
2. Montrer que f’ ne s’annule pas sur E.
3. Conclure.

Exercice 223 [X MP 2025 # 314] Si (¢x)1<k<4 est une famille de fonctions de ]-1,1[ dans R, on dit que (¢%)1<k<a vérifie (C) si
1 < 2 <3 < @gsur]0, 1 et w2 < g < p1 < 3 sur ]-1,0[.
1. Montrer qu’il n’existe pas de famille (¢ )1<k<4 de fonctions polynomiales vérifiant (C). Ind. On pourra étudier la valuation de
i — pj pour i # j.
2. Existe-t-il une famille (¢ )1<k<4 de fonctions de classe C*° vérifiant (C)?
Exercice 224 [X MP 2025 # 315] Soit s : R — R telle que (x) : Vo € R, s(z + 1) = s(x) + 14_1352 et s(z) 0.

T—r—00

1. Montrer que, pour tout z € R, s(x) > 0.
2. A-t-on existence et unicité de s vérifiant () ? Déterminer les s solutions.

3. Que se passe-t-il si on remplace la condition s(z) —— 0 par la condition s(x) —— 0?
T—r—00 r—r+00

Exercice 225 [X MP 2025 # 316] 1. Soit f € C°(R,R). Montrer que f est affine si et seulement si, pour tout réel x, on a f(Hh)Jrf(Fﬁfh)*Qf'
0.b) Montrer que le résultat de la question précédente peut tomber en défaut sans hypothese de continuité.
Exercice 226 [X MP 2025 # 317] Soit F' : R — R™*. On suppose qu’il existe a, 7 > 0 tels que :

V(z,y) € R?, aF(z)F(y) < F(z +y) < nF(z)F(y)

1. On suppose que F est de classe C! et que %’ est bornée. Montrer qu'’il existe v € Ret H : R — R** bornée tel que :
Ve eR, F(z) =e"H(z).

2. On revient au cas général. Montrer qu’il existe une unique fonction G : R — R™* telle que g soit bornée et ¥(x,y) €
R?, G(z +y) = G(x)G(y).

Exercice 227 [X MP 2025 # 318] Soient M, m € Ravec0 < m < M, f € C°(R,[m, M]), ¢ € R\ {-1,0,1}. Soit (E) I’équation

fonctionnelle Vt € R, g(t) = 1 + 9((‘1’5))

1. On suppose m > 2 ou M < 1/2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée de (E).
2. Montrer que les solutions bornées de (E) ne s’annulent pas.
Exercice 228 [X MP 2025 # 319] Soit E = R[X]. Soit ¢ € L(E).

1. Montrer qu’il existe une unique suite (G,),>0 € EN telle que :
“+ o0
VP € E,p(P)=>_ G,P™

2. Expliciter (G,,) pour ¢ vérifiant: VP € E,Vz € R, ¢(P =[P
3. On suppose que, pour tout P € Eeta € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) = 0. Montrer qu’il existe @ € F
tel que, pour tout P € E, o(P) = QP'.
4. On suppose que, pour tout P € Eeta € R, si P admet un minimum local en a alors ¢(P)(a) > 0. Montrer qu’'il existe @, R € F
tels que, pour tout P € E, ¢(P) = QP’ + RP" avec R positif sur R.
Exercice 229 [X MP 2025 # 320] Soient f: R — Ret g: R — R. On suppose qu’il existe quatre réels strictement positifs B, A, B
tels que V(x,y) € R2, |f(z) — f(y)| < Alz —y|* et |g(x) — g(y)| < Blz —y|P et a4+ 8 > 1. On pose : s €1, +oo[— S+
On fixe deux réels a < b.
1. Pour une subdivision o = (zg, ..., zy) de[a, b],onpose J(o) = Zz;é f(zr)(g(xg41)—9g(xk)). Montrer que |.J (o) f(a)(g(b)g(a))| <
ABC(a+ B)(2(b — a))**F.

n=1 ns'
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2. Montrer qu’il existe un réel I, ;(f, g) tel que, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour toute subdivision o = (xo, ..., )
de [a,b], maxy |zpr12k| < 0 = |J(0) (S, 9)] <e.

Exercice 230 [X MP 2025 # 321] On note S 'ensemble des nombres complexes de module 1. Soity : [0, 1] — S une fonction continue.
Montrer qu'il existe une fonction continue 6 : [0, 1] — R telle que y(t) = €™ pour tout ¢ € [0, 1].

Exercice 231 [X MP 2025 # 322] Soit f : [0, 1] — R continue. On pose & : t € [0, 1] + inf (o4 f(s) et g=f-2h.
1. Montrer que g est continue, positive et que g(0) = 0.

2. Montrer que si f est affine par morceaux alors ¢ 'est aussi.
3. On suppose que f atteint son minimum en 1. On pose q : ¢ € [0, 1] > inf ¢c[;,1) g(s). Montrer que f = g - 2q.

Exercice 232 [X MP 2025 # 323] Soit P 'ensemble des nombres premiers. On pose ¥ () = Zpep aen*lnpetT(z) =3, ., ¥ (£).
pe<z

1. Montrer que T'(z) = Y, .,,<,, In(n) = zIn(z)z + O(Inz) quand z — +oc.
2. Montrer que T'(2)2T (%) = 32 o(=1)"'¥ (£) =zIn2+ O(Inx).
Exercice 233 [X MP 2025 # 324] Soit f une bijection de classe C! de R* sur R*, de réciproque notée g.
1. Montrer que, pour z > 0, [ f(t dt—i—ffgc) )dt—xf( ).
2. Déduire que Va,y € R™,zy < [7 f(t)dt + [ g(
Exercice 234 [X MP 2025 # 325] Soit f: [0, 1] — R continue et strictement positive sur |0, 1].

1/
1. Calculer hm (fo pdx) p.

v
2. Calculer hm (fo pdx) 8

Exercice 235 [X MP 2025 # 326] Soit f la fonction 1-périodique de R dans R telle que Va € [0, 1], f(z) =« — % Pour ¢ et j dans N*,
calculer fol fliz) f(jx)da.

Exercice 236 [X MP 2025 # 327] Pour a,b > 0, on définit J, , = df

2 fo \/(acos 0)2+(bsin )2

+o0
1. Montrer que Ja,b = f_oo W.

2. Montrer que J, p = Jats Vab
2
Exercice 237 [X MP 2025 # 328] Déterminer les réels « et 3 tels que f0+oo | sin t|*tPdt < +oo.
Exercice 238 [X MP 2025 #329] 1. Pour f € C°(R,R), onnote Iy = {p > 0, [, |f|? < +0o0}. Montrer que I est un intervalle
et exhiber f telle que Iy =]a, b[, ]0,b[ ou |b, 400 pour 0 < a < b.
A . 1 1/p
2. Déterminer hm (fa |f\p)

Exercice 239 [X MP 2025 # 330] Soit f: R — R intégrable sur R. On pose g: * € R* +— f (:U — 7) Montrer que g est intégrable sur
R™* et sur R™*. Exprimer fioo g+ fo g en fonction de f7§ f.
Exercice 240 [X MP 2025 # 331] On rappelle que [, e=*/2dx = v/2m.

2.
T /2dn( - /2)
d£7L

Pourn € N, on pose p,, : * € R+— (—1)"e
1. Montrer que p,, est polynomiale, préciser son degré et son coefficient dominant, et dé-
montrer que p,, est paire ou impaire.
1. Calculer [; pp (2)pn(z)e =2%/2dg pour (m, n) € N2.
2. Soit n € N*. Calculer l'intégrale multiple

1 n
_ 2 2
l_/.--/ || (xj — ) exp<2i51$k> dxi---dz

Ind. On pourra s’intéresser au déterminant de la matrice (p;—1(2;))1<s, j<n.

Exercice 241 [X MP 2025 # 332] Soit (f,,)nen une suite de fonctions de carré intégrable sur R telle que fR fif; = 0i; pour tous
i,7 € N.Pour N € N* et z,y € R, onpose Ky (x,y) = Zivzl fr(x)fr(y). Pourp € Netz,...,z, € R, on pose p,(z1,...,2p) =
det((Kn (i, 75))1<i.i<p)-

Calculer 5, [on @p(@1, ..., 2p)dxy ... dx).

Exercice 242 [X MP 2025 #333] 1. Soit a € R%.. Calculer les intégrales jl ln(Ht dt et fl In(=1) g,
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2. Soit (an)n € (N*)N telle que I € P¢(N) — > _; a, soit injective, Py(N) désignant I'ensemble des parties finies de N. Montrer
+oo 1
que - < 2.

n=0 a, —
c. Soit (an)n € (N*)N telle qu'il n’existe pas d’entier n ni de partie finie I de N \ {n} telle que a,, = 3", a). Montrer que
+oo 1
[ <o,
Exercice 243 [X MP 2025 # 334] Soient (a,,)nen €t (by)nen deux suites réelles.
On pose f,: ¢ € R — a, cos(nz) + b, sin(nz). Montrer que si (fy,)nen converge simplement sur R alors (ay)nen €t (bn)nen
convergent vers 0.

Exercice 244 [X MP 2025 # 335] Pour n € N, soit f,, : © € R\ Z — mcot(mz) — > p_ ﬁ

1. Montrer que (f,)n,>0 converge simplement sur R \ Z vers une fonction f, et que 'on peut prolonger f par continuité a R.
2. Montrer que la fonction prolongée par continuité est de classe C* sur R et vérifie :

werarto - (2) . (25)

1. En déduire que f est identiquement nulle sur R.

2. On pose g: x — % Justifier que g est développable en série entiere au voisinage de 0 et que le développement en série

entiere de 2 +— g(x) — 1 + J ne contient que des termes

pairs. On note

—+oo
g(x)=1- g + Zanx%
n=1

1. Pour n € N*, donner une expression de ((2n) en fonction de a,,. Ind. On pourra considérer g(ix) pour x € R.

Exercice 245 [X MP 2025 # 336] Soit f € C°([0, 1], R).
Si

Lo pose g; : & € [0, 1] = inf{ f(y) + tly — al,y € [0, 1]}.

1. Sit > 0, montrer que g; est une fonction continue.
2. Soit z € [0, 1]. Montrer que la suite (g, (z)),>0 est croissante et qu’elle converge vers

f(x).
1. Montrer que (g,,)n>0 converge uniformément vers f sur [0,1].
Exercice 246 [X MP 2025 #337] 1. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique T}, € Z[X] tel que : Vz € R, T, (2cos(x)) =
2 cos(nzx).
2. Pour x,y € [~2,2[ avec x # y, on pose S(z,y) = 3,70 LT ()T (y).
« Montrer que Sy, (x,y) est bien défini.
« Montrer que, pour z,y € [—2,2[avec x # y, ona S(z,y) = —21n|zy|.
Exercice 247 [X MP 2025 # 338] Soit o € R.

1. A quelle condition sur « la fonction f: z ~— 7> n’fx est-elle définie sur R ?

2. Lorsque f est définie sur R™, déterminer sa limite, puis un équivalent, en +oo.

3. On fixe un polyndéme P € R[X] de degré d > 0, sans racine dans [1, +00[. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
(a,d) pour que g: & — 3% Plorsy Soit définie

sur RT. Dans ce cas, donner un équivalent de g en +o0.

Exercice 248 [X MP 2025 # 339] 1. On fixe un entier d > 0. Soit (¢x) k<4 une famille de nombres complexes indexée par Z<4 =
{k € Z,k < d}. On suppose qu’il existe un réel R > 0 telle que (c;z*)}, soit sommable pour tout z € C tel que |z| > R; pour un
tel z, on pose g(z) = >, cx2". On suppose enfin que c1, . . ., ¢4 sont tous rationnels et que g(a) € Z pour une infinité d’entiers
a. Montrer que ¢y € Q et ¢, = 0 pour tout k < 0.

2. Soit s € N* et P € C[X]. On suppose que, pour tout entier n assez grand, P(n) est la puissance s-iéme d’un entier. Soient
Ty,...,Ts dans Z. Montrer qu’il existe une fonction gvérifiant les hypotheses de la question précédente (pour un certain d) et
telle que, pour tout complexe z de module assez grand, [[ P(z + 7x) = ¢(z)®. En déduire qu’il existe un polyndome @ € C[X]
telque P=Q°etVk € Z, Q(k) € Z.
Exercice 249 [X MP 2025 # 340] Soient § > 1 et P € Z[X] unitaire de degré n € N* dont 0 est racine de multiplicité 1 et dont les
autres racines complexes sont de module < 1 et dont 1/6 n’est pas racine. Soit Q = X" P(1/X).

1. Montrer que f: z — ggz; est développable en série entiére au voisinage de 0 de rayon

1/6. Onnote f(2) = 3,720 b,2" ce développement.

24



1. Montrer que g: z — f(z)(1 — 0z) est développable en série entiére de rayon > 1. On note g(z) = I:(’) ¢n2™. Montrer que les

¢y, sont dans Z et que 5= fo% |g(6”)|2 dt = ::6 len |2

2. Démontrer que 1 + 6% = b3 + :ioo (bp0b,_1)2.

3. On suppose que P(0) > 0. Montrer que (b, ),eN est croissante.
Exercice 250 [X MP 2025 # 341] 1. Onpose ug = letuyy1 = ZZ:O UpUn—k pour tout n € N. Calculer w,,.

2. Pourn € N, on pose I, = fi 22"\/4 — x2dx. Prouver l'existence d’une constante
c> 0 telle que Vn € N, u,, = c I, et la déterminer.
Exercice 251 [X MP 2025 # 342] Soit m € N*. On pose ug = 4™, uy = 4™ —Let,pour k € [L,m], up = —1+ 22Ky g+ Kooy 4
et v, = mfol % (1 +2)kF - (1 —2)F) da.

1. Montrer que, pour tout & € [1,m)], vi = u.

2. Donner un équivalent de W,,, = mfol %((1 +2)™(1 —z)™)dz.

Exercice 252 [X MP 2025 # 343] Déterminer un équivalent de O+Oo (te")*dt quand x tend vers +oo.

Exercice 253 [X MP 2025 # 344] Soit E I'ensemble des fonctions y de classe C? de R™ dans R telles que, pour tout t € R, y” () +
e'y(t) = 0.Soity € E \ {0}.

1. Montrer que les zéros de y sont isolés.
2. Montrer que les zéros de y peuvent étre rangés en une suite strictement croissante (tn)nZO tendant vers +oo.

3. Donner un équivalent de ¢,,.

Exercice 254 [X MP 2025 # 345] Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 1.

1. Soient p un projecteur de E et a € L(F) tels que ap + pa = a. Montrer que tr a = 0.

2. On note P(E) I'ensemble des projecteurs orthogonaux de E. Pour p € P(FE), décrire 'espace tangent & P(E) en p. Quelle est
sa dimension ?

3) Géométrie

Exercice 255 [X MP 2025 # 346] Soit (u, v) une base de R2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u, v) pour qu’il existe
un polygone régulier a n c6tés dont les sommets sont tous dans Qu + Qu.

4) Probabilités

Exercice 256 [X MP 2025 # 347] Un tiroir contient 2n chaussettes, constituant n paires. On tire successivement et aléatoirement les
chaussettes du tiroir les unes aprés les autres jusqu’a avoir tiré une paire. Quelle est I’espérance du nombre total de chaussettes tirées ?

2n
Indication : Pour simplifier le résultat, on pourra utiliser un raisonnement probabiliste pour établir que Z (f;) 27k =1.

k=n
Exercice 257 [X MP 2025 # 348] On organise un tournoi avec une infinité (.J,,),en de joueurs. Les modalités sont les suivantes :
Jo et Jp s’affrontent, le gagnant affronte J; et ainsi de suite : le gagnant de chaque partie affronte le joueur suivant lors de la partie
suivante. On considére tous les matchs comme indépendants et on note p,, = P(.J,, remporte son premier match). Le tournoi s’arréte
lorsqu’un joueur remporte deux matchs successifs. On note 7" la variable aléatoire donnant le nombre de matchs joués jusqu’a I’arrét

du tournoi. Pour les deux premiéres questions, on fixe

a €]0,1]
et on suppose que : Vn > 2, p, =1 — n%

1. Montrer que T est presque sirement finie.
2. Montrer que 7" est d’espérance finie.

3. Dans cette question, on fixe N > 2 et la condition de victoire devient : un joueur remporte le tournoi quand il a gagné N matchs
consécutifs. Ainsi le cas précédent correspond au cas N=2. On suppose que, pour tout n € N*, p,, = p €]0, 1].

On note a,, = P(T > n) avec, pour k < N, a, = 1. Déterminer une relation de récurrence entre les a,,.
Exercice 258 [X MP 2025 # 349] Soit n € N*. Pour o € S,,, on note |o| le nombre de cycles dans la décomposition de o en cycles a
supports disjoints (y compris les cycles de longueur 1).a) Pour k € [1, n], on pose Cy, = [{o € Sy, |o]| = k}|.

1. Pour k € [1,n], on pose Cy, = |{o € S,, |o| = k}|

Calculer f,, ot f, 1z +— > p_, Cra*.

1. Soit 0, une variable de loi uniforme sur S,,. Donner un équivalent de 'espérance de |o,|.

|Un‘

In(n)
Exercice 259 [X MP 2025 # 350] 1. Soient A > 0 et X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(\). Calculer E(X (X —
1)--- (X —p+1)) pour tout p € N*, et calculer E(1/(X + 1)) et E(1/(X + 2)).

2. Montrer que tend vers 1 en probabilités quand n — +oc.
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2. Soient A un ensemble fini de cardinal n et p € N*. Une p-partition de A est une partition de X formée de p sous-ensembles
(non vides) de X. Soit B un ensemble fini de cardinal m. Dénombrer, pour une p-partition de F de A, les applications de A dans
B dont F est 'ensemble des fibres non vides (a savoir des ensembles non vides de la forme f~1{b} ou b € B).

3. En utilisant les deux questions précédentes, exprimer le nombre de partitions de A comme

Exercice 260 [X MP 2025 # 351] Soient p €]0, 1] et t> 0. Soient (X,,),en une suite de variables aléatoires ¢.i.d. vérifiant P(X,, =
1)=petP(X,, =—1) =1—pet N ~ P(t) indépendante des X,,. On pose :

S
=0

1. Pour n € Z, calculer P(Sy = n).
2. Montrer que :

la somme d’une série numérique.

n+21
+>k n _ xy+l/y
V(z,y) € (R > vty FICE
nezZ 1€EN
n>0

Exercice 261 [X MP 2025 # 352] Soient p € [0,1[,m > 2et £ = 2™/

1. Montrer que :

m—1
Va,beC, Y (Z)akbnk; (b+&a)

ke[o,n] j=0

1. Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires .i.d. suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Onpose: A, = (m | X1+ -+X,)
et u, = P(A,). Montrer que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

2. Montrer que : Vn € N*, |un%| < e=8pan/m® o q=1p.

Exercice 262 [X MP 2025 # 353] Soit X une variable aléatoire discréte positive ayant un moment d’ordre 2 et telle que E(X?) > 0
Montrer que, pour ¢ > 0, P(XE(X) < —t) < exp <7#;2))

Exercice 263 [X MP 2025 # 354] Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans N*. On suppose
de plus que E(X?) < 400, etonpose S, = Y1 | X;etT,, = Y1 4 pourn > 1.
1. Montrer que, pour tout w, (T},(w)),>1 a une limite dans [0, +o0].

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 et une suite strictement croissante (ny),>1 d’entiers > 1 vérifiant ngy1 > 2ny et
P(Sn, > 2n;E(X1)) < Qk pour tout k > 1.
3. En déduire que (7},),>1 tend presque sirement vers +oc.

4. Montrer que V(T;,) < > | E (52) pour tout n > 1.

Exercice 264 [X MP 2025 # 355] On pose (X)o = 1let,pourn € N*, (X), =X(X —-1)--- (X —n+1).
1. Montrer que ((X)y)n>0 est une base de R[X].

. Pour k € N, on décompose X* = ::O% ak,n (X )pn. Déterminer ay, o et ax ,, pour n > k.

+oo *

2
3. En considérant une variable aléatoire Z suivant la loi de Poisson de parameétre 1, montrer que Vk € N, Zj:g kn = % D izo o
4

. Pour 0 < n < £k, on note by, ,, le nombre de facons de ranger k objets indifférenciés dans n tiroirs non numeérotés, aucun des
tiroirs n’étant vide. Montrer que by ,, = @k n.

5. Soit k € N. Déterminer le nombre de facons de partitionner un ensemble a k éléments.
Exercice 265 [X MP 2025 # 356] On cherche a prouver l'existence d’un réel C' > 0 tel que, pour toutes variables aléatoires réelles X
et Y indépendantes et de méme loi, on ait I'inégalit¢t P(|X — Y| <2) < CP(|X - Y| <1).
1. On suppose X et Y a valeurs dans Z. Montrer I'existence de C’ > 0 indépendant de X tel que P(|XY| < 2) < C'P(X =Y).
2. Montrer le résultat souhaité.
3. Montrer que C’ > 3.

Exercice 266 [X MP 2025 # 357] 1. Soient n € N* et p €]0, 1[. Existe-t-il deux variables aléatoires indépendantes Y7 et Y de
méme loi telles que Y7 + Y5 ~ B(n,p)?
2. On dit qu’une variable aléatoire Z est infiniment divisible si, pour tout k& € N*, il existe des variables aléatoires i.i.d. Y7,..., Y}
telles que Y7 + - - - + Y; ~ Z, avec a priori (Y7, . .., Y) défini sur un espace probabilisé différent de celui de Z.

Donner un exemple d’une telle variable aléatoire.

1. Que dire d’une variable aléatoire Z infiniment divisible de support inclus dans [0,1] ?
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2. Soient (X;);eN une suite de variables aléatoires i.i.d. et N ~ P(A) indépendante des X; (avec A > 0). Montrer que Z =
X1 + -+ -+ Xy est une variable aléatoire infiniment divisible.
Exercice 267 [X MP 2025 # 358] Soient a €]0,1[ et g, : & — 1(1 — x)®.

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X, a valeurs dans N* telle que, pour tout x € [0, 1], 04(2z) = E(z%<).b) Soit
(A )n>1 une suite d’événements de I'espace probabilisé (€2, A, P) telle que, pour tout n € N*, P(4,) = 2. On pose Y =
inf{n € N*; 14 = 1}. Montrer que Y’ ~ X,,.

On considére I'équation fonctionnelle : Vz € [0, 1], p,(x) = 2p(p,(x)) d’inconnue ¢ :
[0,1] = R.
1. Montrer que, pour a € [1/2, 1] cette équation admet une unique solution continue, qui est
de plus la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans V.
1. Montrer que ce n’est pas le cas pour a = 1/3.
Exercice 268 [X MP 2025 # 359] Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(X,, = 0) = 1 — L et
P(X, =n) = L.Onpose, pourn € N*, 5, = X1 +--- + X,,.
1. Soit A € RT. Déterminer la limite de (E (e’/\ST"))nN.

2. Soit f € C°(R™*,R) dérivable sur |1, +-o0 et telle que : Vo > 1, f(z — 1) + 2 f'(z) = 0 et Vz € [0,1], f(x) = 1.
Montrer qu’il existe une unique fonction f qui respecte ces conditions, qu’elle est strictement positive sur R et tend vers 0 en +oo0.

1. Ondéfinit p(A) = 0+°O e~ f(t)dt, avec f la fonction de la question précédente. Mon- trer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout \ €

R, lim, s oo E (e*)‘%) =eFp(N).

Exercice 269 [X MP 2025 # 360] Soient X une variable aléatoire & support fini a valeurs dans Z? et telle que —X ~ X, (X);>1 une
suite 7.i.d. de variables aléatoires suivant la loi de X. Pour n € N*, on pose S,, = X1 + - + X,,.

1. Montrer que, sin € N*, E(||S,[?) = n E(| X||?) et P(S2, = 0) = >, .72 P(Sp = )2

2. Montrer qu’il existe ¢ € R** tel que Vn € N*,P(Ss, = 0) > £.

3. Démontrer que P(In > 1,5, =0) = 1.

III) De Christophe XENS

Exercice 270 [ENS 25, ULSR] Une randonneuse doit choisir un emplacement pour poser sa tente. Elle dispose de N emplacements
distincts numérotés, qu’elle parcourt a partir du premier. Elle ne peut pas revenir en arriére, et lorsqu’elle est au niveau d’'un em-
placement, elle peut le comparer aux emplacements qu’elle a déja vu. On suppose que tous les emplacements ont autant de chance
d’étre le meilleur. L’objectif est de s’arréter au niveau du meilleur emplacement. But de ’exercice : trouver une stratégie maximisant
les chances de réussite.

1. Traiter le cas N = 3.

2. (Question donnée apres avoir fini Q1) On considére la stratégie suivante : la randonneuse parcourt les k premiers emplacements
sans s’arréter, et a partir du k + 1-iéme, elle s’arréte des qu’elle en trouve un meilleur que les précédents. Quel est le meilleur &
(asymptotiquement) ?

Exercice 271 [ENS 25, SR] Soit M = ( 4 C ) ouAd € M,(C),B € My(C) et C € M,, ;(C). On écrit

0 B
oM ( * ®4p(C) >

*

1. Rappeler la valeur de chacune des étoiles.
2. Montrer que ® 4 p est linéaire.
3. On suppose A, B diagonalisables. Montrer que ® 4 p est diagonalisable.

Exercice 272 [ENS SR 25] Montrer le caractére C sur R? de la fonction définie par

T _ oY

Vo #y, fla,y) = S etVa, f(z,a) = "

Exercice 273 [X 2025] Soit a > 0. On définit

an+1

=letVneN,z,1 1 = —
20 et vn Zn+1 a(n+1)

Zn
n

1. Montrer que E Zi ~ OMNZp,.
i=0

1 n
2. Soit (z,,) € RN. On note Z x;. On suppose que ax,, + (1 — a)u, — =. Montrer que x,, — x.
=0

un:n—&—l(
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Exercice 274 [ENS 2025, MPI] Soit E un espace préhilbertien de dimension infinie. Soit K une partie de £ non vide, bornée et dont
la frontiére est compacte. Montrer que K est d’intérieur vide. Question supplémentaire : et si on remplace I'hypothése "préhilbertien”
par "normé"?

Exercice 275 [ENS 2025, MPI] Dans S, (R), on définit la relation d’ordre strict >: A > B <= A — B € S;/"(R). Montrer que
Iapplication A — A~! est décroissante sur S;" 7 (R).

Exercice 276 [X 2025] Soitd € N*. Onnote f: z — Z cx2", et on suppose que f est définie sur le complémentaire d’un
k<dkez
disque centré en 0. On suppose également que ¢y, ..., cq € Q et qu’il existe une infinité de z € Z tels que f(z) € Z.

1. Montrer que ¢y € Q.
2. Montrer que Vk < 0, ¢, = 0.
3. Autres questions non abordées.
Exercice 277 [X 2025] Quels sont les entiers n € N* tels que cos (27“) €Q?
Exercice 278 [ENS SR 2025] Soit n € N*. Onnote E = {A € S}/ (R),rg(4) = 1}.
1. Montrer que A € E <= 3U € R*\ {0}, A =UU".
2. Soit a € CY (R*, E). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
« Ju e C°(RT,R"\ {0}),Vz > 0,a(z) = u(z)u(x)”
« 32 € CY(RT,R"\ {0}),Vx > 0, z(z)Ta(z)z(x) >0
3. On suppose vraies les propriéts de la question 2. Soient b < ¢ dans R et 4, j € [1, n]. On suppose que a; ;(z) > Oeta; ;(z) > 0
pour tout x € [b, ¢]. Montrer que

Vx € [b,c], 2(z)Ta(z)z(z) > 0
3z € CO([b,d],R"\ {0}),{ 2(b) =e;
z(c) = *e;
Exercice 279 Onnote A = {(a,) € RN,Vn € N, na,4+1 = (n+ 1)a, }.
1. Etudier A.
2. Trouver les solutions sur |—1,1[de  (H): z(z — 1)y" + 32y +y =0

Exercice 280 [ENS 2025] Soient @ € N*, ppremier impair. On dit qu’une partie D C Z/p“Z est f génératrice pour f: Z/p“Zx
Z/p*Z — Z/p“Z si

Yy e Z/p*Z,3In>2,3dy,...,dp, € D,y : f(f (... [f(d1,ds),d3)...,dy)

1. Avec f : (z,y) — = — y, dénombrer les parties D C Z/p*Z qui sont f-génératrices et de cardinal minimal.
2. Avec f : (x,y) — xy, montrer qu’il n’existe aucune partie f-génératrice de cardinal 1.

3. Avec f : (x,y) — xy, montrer qu’il existe au moins une partie f-génératrice de cardinal 2. On admettra que le groupe des
inversibles de Z/p®Z est cyclique.

Exercice 281 [ENS25, SR] Pour f,g € E = C°([~1,1],R), onnote (f | g) = fil fg.

Pour tout entier naturel n, on pose L, = (X — 1) et P, = o L%n).
1. Rappeler pourquoi (.|.) est un produit scalaire.
2. Montrer que pour tout n, P, est un polyndme de degré n. Montrer que les P; sont deux a deux orthogonaux.

3. Montrer que P, est scindé simple a racines dans | — 1, 1].
4. Ecrire P, sous la forme > ;_, a(X — 1)"~%(X + 1). Montrer que (X — 1)"P (%) est un polyndéme.
5. Etudier la rationnalité des racines de P,

Exercice 282 [X 2025] Soit ) (a,2") une série entiére de rayon R > 0 et de somme f. Soeint p € N* et M € M, (C) telle que
VA € Sp(M),|\| < R.

1. Montrer que > (a, M™) converge.

2. Peut-on trouver une suite (a,,) telle que le résultat soit vrai pour toute matrice M € M,,(C) telle que VA € Sp(M), || < R.
Exercice 283 [X 2025] On note B,,(R) 'ensemble des matrices M € O, (R) telles que det(M) = 1 et —1 ¢ Sp(M ). On note

T: M~ (I, — M) (I, + M)!

1. Montrer que T est bien définie sur 4, (R) et que T' (A, (R)) C B,(R).
2. Montrer que T'(B,(R)) C A, (R).

0 — tan(f)
tan(6) 0
Exercice 284 [ENS 2025] On dit qu'une matrice est de Bordaud si ses coefficients diagonaux sont exactement ses valeurs propres
comptées avec multiplicité.

3. On prend n = 2. Soit M = < ) avec |0| < 5. Que dire de T'(M) et T?(M)?

28



1. Montrer que A est semblable a une matrice de Bordaud si et seulement si A est trigonalisable dans R.
2. Existe-t-il une matrice symétrique dans C, non diagonalisable, qui est de Bordaud ?
3. Caractériser les matrices A qui sont normales, i.e. AT A = AAT, et de Bordaud.
Exercice 285 [ENS 2025] 1. Soitn € N. Soient A, B diagonalisables qui commutent. Montrer que A et B sont codiagonalisables.
2. Soit @ : S;TT(R) x O, (R) — GL,(R) telle que ®(H, Q) = H(Q. Montrer que ® est une bijection.
3. Montrer que ®~! est continue.

Exercice 286 [X 2025] Trouver deux dés non biaisés tels que la probabilité de la somme soit la méme que pour deux dés usuels. Les
valeurs des faces sont des entiers naturels, pas forcément distincts et les dés peuvent étre différents.

Exercice 287 Ci-dessous, version alternative du méme exercice Soient f, g: R — R deux fonctions telles que :
o Tlexiste o, 5 > Otelsque o+ 3 > 1;
- llexiste A, B > Otelsque: Vz,y €R, |[f(z)— f(y)| < Alz—y|*, |9(x) —g(y)| < Blz —y|”.

Soit S = {xg,x1,...,xn} avec xg < 1 < -+ < Tp,a = Zg, b = x,,. On définit :
n—1
Js(f,9) =D f (@) (9 (xis1) — g (2:))
i=0

1. Montrer que: | Js(f,g) — f(a)(g(b) — g(a))| < AB|2(b — a)|**P¢(a + ), ou1 ¢ désigne la fonction zéta de Riemann.

2. Montrer qu’il existe une unique valeur I € R telle que :

Ve > 0,30 >0, si max |x,41 — x| <= |Js(f,9) —I| <e
0<i<n
Exercice 288 Soient f et g deux fonctions définies sur R vérifiant :

Va,y € [a,b], [f(x) — f(y)| < Alz —y|*
lg(z) — g(y)| < Blz —y|?

Soient a < b et S = () une subdivision de [a, b] de cardinal n. On note :

Js(,9) = 3 £ (o0) (g (z1) — g (24)
k=0

Montrer qu’il existe un indice 7 entre 1 et n — 1 tel que ;41 — ;-1 < %.

. Soitun tel i, et S’ = S\ {x;}. Exprimer simplement puis majorer |Js(f,g) — Js/ (f, 9)|-

. Montrer que  |Js(f, 9) — £(a)(g(b) — g(a))] < AB(2(b — a))°*¢(a + B)
. Montrer qu’il existe un réel I tel que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour toute subdivision S de [a, b] de pas inférieur
ad,

TR SC R

|JS(f7g) _I| <e
Exercice 289 [X 2025] Soit ¢ : R[X] — R[X] une application linéaire.
“+oo
1. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (g, ),,~ tels que pour tout P € R[X], onait: ¢(P)= Z gn - P™.
n=0
b's
2. Déterminer les polyndmes g,, dans le cas particulier ot (P)(X) = / P(t)dt.
0
Exercice 290 [X 2025] On pose ug = % et Vn, uy = tp—1(1 — tup_1).
1. Etudier la limite de (u,,).

2. Montrer que u,, ~ %
3. Montrer que -- — n ~ In(n).
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